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Exercice 1 : (Application directe du cours) Soit E un R-espace
vectoriel de dimension 3, F un R-espace vectoriel de dimension 4,
B = (e1, ez, €3) une base de E et B = (&1, &, €, &) une base de
F. On note f,g € L(E, F) les applications linéaires de E dans F
définies par
f(x1e1 + X0€0 + X3€3) = (2X1 + xo + X3)§1 + (4X1 + 3X3)é2
+ (xl + 3x0 + X3)é3 + (3x1 + x2 + 5X3) én
g(xlel + x0er + X3e3) = (Xl — X2 + 3X3)§1 — (2X1 + 3x0 — X3)§2
+ (5X1 —x2)& — (x1 + x2 — X3)54

pour tous xi, X2, x3 € R.
(1) Ecrire la matrice de représentation Myz(f) de f dans B et B.

(2) Ecrire la matrice de représentation Myz(g) de g dans B et B.
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Solution : (1) Comme

f(x1e1 + x0ep + X3e3) = (2X1 + xo + X3)§1 + (4X1 + 3X3) &
+ (X1 +3x + X3)é3 + (3X1 + xo + 5X3) és

on calcule :
f(er) =26 +46& + & + 34
f(eg) =6 +0&6+363+é&
f(e3) = 51 + 352 + 53 + 554
Par suite :

W= BN
=W o
Cl = W =
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(2) Comme

g(x1e1 + x0e0 + X3e3) = (xl — Xo + 3X3)61 — (2x1 + 3xp — X3)52
+ (5x1 — x2)& — (x1 + x2 — x3) &

on calcule :
gler) =& —26 458 —§&
gleo)=—6—-3&6&—-8&—§&
g(e3):351+52+053+é4

Par suite :
1 -1 3
-2 =31
Mss&)=| 5 1 o
-1 -1 1
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Exercice 2 : (Application directe du cours) Soit E un R-espace
vectoriel de dimension 3, et B = (e1, e, e3) une base de E. On
note f,g € End(E) les endomorphismes de E définis par
f(xie1 + xe + x3e3) = (x1 + 4x2 + x3)e1 + (4x1 + 3x3) &2
+ (—Xl + 3x0 — 2X3) €3
g(xier + e +x363) = (3x1 — x3)e1 + (21 + 4xo + 2x3) &
+ (5x1 + 4x2 + x3) €3
pour tous xi, x2, x3 € R.
(1) Ecrire la matrice de représentation Mpp(f) de f dans B.
(2) Ecrire la matrice de représentation Mpp(g) de g dans 5.

(3) Calculer les déterminants det (Mpg(f)) et det (Mpp(g)). Les
endomorphismes f et g sont-ils inversibles ?
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Solution : (1) Comme

f(Xlel + X0 + X3e3) = (X1 + 4x0 + Xg)el + (4X1 + 3X3) e
+ (—Xl + 3xp — 2X3)e3

on calcule :
fle1) =e1+4e — €3
f(e2) = 4e1 + Oep + 3e3
f(e3) =e1 + 3ex — 2e3
Par suite :
1 4 1
Mpg(f) = 4 0 3
-1 3 -2
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(2) Comme

g(xie1 + xoe2 + x363) = (3x1 — x3)e1 + (2x1 + 4x2 + 2x3) &2
+ (5X1 +4x + X3)€3

on calcule :
gle1) = 3e; +2ex + 5e3
g(e2) = 0e; +4ex + 4e3
gles)=—e1+2e+ e
Par suite :
30 -1
MBB(g) =12 4 2
5 4 1

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Exercices chapitres 1 a 4.



1 4 1 30 -1
Mpp(f)=1 4 0 3 et Mgp(g)=1(2 4 2
-1 3 =2 5 4 1
et donc
det(Mpp(f)) =0+12—-12—-0—-9+32
=23
tandis que

det (Mpp(g)) =12 — 8+ 0+ 20 — 24 — 0
=0

Comme det (Mpg(f)) # 0, f est un isomorphisme. Comme
det (Mpp(g)) =0, g n'est pas un isomorphisme.
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Exercice 3 : (Calculatoire sans difficulté particuliere) Soient E, F
deux R-espaces vectoriels de dimension 3 de bases respectives

B = (e, e, e3) et B=(&1,8,8&). Soient o, B € R des réels. On
considére |'application linéaire f : E — F définie par

f(x1e1 + x0e + x3€3) = (ax1 + fxo + ax3) & + (x1 + x2 + Ox3) &
+ (3X1 + 2xp + 04X3) &3

pour tous xi, x2, x3 € R. Ecrire la matrice de représentation de f
dans les bases B et B. Si A est cette matrice, calculer le
determinant de A. Montrer que pour 5 = 1 I'application linéaire f
est un isomorphisme de E sur F pour toutes les valeurs de o mis a
part deux valeurs précises que I'on calculera. Montrer que pour

B = 3 I'application linéaire f est un isomorphisme de E sur F pour
tout a.
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Solution : On a

f(xie1 + xe2 + x3e3) = (axy + Bxo + ax3) & + (x1 + x2 + 5x3) &
+ (3x1 + 2x2 + ax3) &3

On calcule
f(el) = aél + 52 + 353
f(e2) = ,Bé‘l + & + 2é3
f(e3) = aé + fé + aés
Par suite,
a [ «
MBg(f) =11 1 B
3 2 «
Donc

det (Mgs(f)) = o +2a + 3% — 3a — 208 — af
=a?—a+35°-3a8
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Si 8 =1 alors
det (Mgs(f)) = o® — 4o+ 3
=(a—1)(a—-3)
On sait que f est un isomorphisme si et seulement si M ;(f) est

inversible, et donc si et seulement si det (MBB(f)) # 0. Par suite,
lorsque B =1, f est un isomorphisme si et seulement si a # 1 et

o # 3.

Si maintenant 8 = 3, alors
det (Mys(f)) = o? — 10a + 27
Le discriminant A de ce polynéme du second degré en « vaut
A =10 -4x27=-8

En particulier, A < 0 et donc o — o — 10a + 27 n’a pas de zéros
dans R. En d'autres termes, det (My5(f)) # 0 pour tout a. Et
donc, si # = 3, alors f est un isomorphisme pour toute valeur de
Q. O



Exercice 4 : (Calculatoire sans difficulté particuliere) Soient E un
R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1, €2, €3) une base de
E. On note f € End(E) I'endomorphisme de E défini par

f(Xlel + X280 + X3€3) = (X1 +4xo + 4X3)61 + (4X1 + Txo + 8X3)€2
— (4X1 + 8xp + 9X3) €3

pour tous xi, x2, x3 € R.

(1) Calculer le polyndme caractéristique de f. Déterminer les
valeurs propres de f.

(2) Déterminer les sous-espaces propres de f.

(3) Montrer que f est diagonalisable et donner une matrice A pour
laquelle la matrice A~ Mpgp(f)A est diagonale. Que vaut cette
matrice diagonale?

(4) Calculer MBB(f)6 et MBB(f)7-

(5) Calculer A~1.

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Exercices chapitres 1 a 4.



Solution : (1) On a

f(Xlel + X280 + X3€3) = (X1 +4xo + 4X3)61 + (4X1 + Txo + 8X3)€2
— (4X1 + 8x + 9X3) €3

On trouve
f(el) =e1 +4e —4e3
f(e) =4e + Tex — 8es
f(e3) = 4e; + 8ex — 9e3
Par suite,
1 4 4
Mpp(f)=1| 4 7 8
-4 -8 -9
Si P est le polyndme caractéristique de f on a
1-X 4 4
P(X) = det 4 7-X 8
—4 -8 -9-X
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Par suite,

P(X)=—(X+9)(X —7)(X —1)—8x 16 — 8 x 16
+16(7 — X) +64(1 — X) + 16(X +9)
=—(X+9)X-7)(X-1)—2x8x16
+7x16464+9x 16— 16X — 64X + 16X

—(X+9)(X = 7)(X — 1) — 64X + 64
—(x )((X+9)( —7) +64)
—(X —1)(X?+2X +1)

—(X = 1)(X +1)?

Donc f a deux valeurs propres qui sont —1 et 1.
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(2) On a

1 4 4 X X
Ey=<xe1+yer+ze3/ | 4 7 8 yl =1y
-4 -8 -9 z z
On a les équivalences,
X+4y+4z=x y+z=0
y+z=0
4x+Ty+8z=y S $2x+3y+4z=0 <
2x+z=0
—4x -8y —9z=~z 2x+4y +5z=0

Par suite,

Eys={xe1 +yex+ze3 /] y+z=0,2x+z =0}

1
= {—22e1 —zep+ze3 / ZGR}

:{z<—;e1—e2+e3> /zeR}
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On pose

. 1
e1=—§el—ez+€3

et alors £ est la droite vectorielle de base (&;).

De méme, on a

1 4 4 X X
Ei1=qxe1+yex+zes/ | 4 7 8 yl=—1v
—4 -8 -9 z z

On a les équivalences,
X+4y +4z=—x
4x+ Ty +8z=—y S x+2y+2z=0
—4x -8y —9z =~z

Par suite,

E_1={xe1+yex+zes /| x+2y+2z=0}

={-2(y+z)et +ye+2ze3/ y,ze R}
={y(—2e1 + &)+ z(—2e1 + &) / y,z€ R}



On pose
é=—2e +e et & =—-2e +e3

Alors (&, &3) est une famille génératrice de E_;. La famille est
aussi libre car

A& +pués =0
< 2N+ p)er + Nex + pes =0

et puisque (e1, €2, €3) est une base, on trouve A = = 0. En
conclusion, E_j est le plan vectoriel de base (&, &).
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(3) Clairement f est diagonalisable puisque

dimE; +dimE_; =1+2

=3
=dimE
De plus B = (&1, &, &) est une base de E qui diagonalise f au
sens ou
1 0 0
Mga(F)=[0 -1 0
0O 0 -1

etsi A= MB%B alors
A~ Mpp(F)A = Mgs(f)

Par définition,

-3 -2 -2
A=[-1 1 0
1 0 1
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et donc
A" Mpp(f)°A = Myg(f)®
De plus
1 0 0
Mgé(f)6 = 0 (—1)6 0 =ld3
0 0 (-1)p°
Donc

Mpp(f)° = AMg;z(f)°PA~!
= AldzA~!
= AA7!
= Id3

et ensuite MBB(f)7 = MBB(f)ﬁMBB(f) = MBB(f)-



(5) Pour calculer A=1 on procéde ici avec les équivalences de

systemes :

X X X X
Alyl=|Y]  At|lY]|=1|y
z Z Z z
On a
X X —%X—Zy—2z:X
Aly|l =Y | &{—x+y=Y
z z X+z=2

Ix+2(Y+2Z)=-X

X+2y+2z=-X
Sy —x+y=Y

—x4+y=Y

{y—{—zY—i—Z

i3

X+z=27
Ix=-X-2Y-27 x=-2X —4Y —4Z
Sy=-2X-3Y—-4Z

y=Y+x
z=Y+Z—-y z=2X+4+4Y 4+ 57
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Par suite,

x —2 -4 —a\ [X
yl=1-2 -3 —al||vY
z 2 4 5 Z
et donc (cf. ci-dessus)
—2 —4 —4
Al=1-2 -3 4
2 4 5
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Exercice 5 : (Astucieux mais classique) On considére la matrice A
réelle 3 x 3 donnée par

-1 1 2
A=|[-1 2 1
1 -4 -1

Calculer A® et A”.
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Solution : On calcule le polynéme caractéristique de A. Posons

-1-X 1 2
P(X)=det| -1 2-X 1
1 -4 -1-X
Alors
P(X)=—(X-2)(X+1)+8+1-22—-X)—4(1+X) - (1+X)

—(

—(X =2)(X + 1) -3X

—(X =2)(X?+2X +1) - 3X
:—X3—2X — X +2X? +4X +2-3X
=2-X3
Le théoreme de Cayley-Hamilton nous donne alors que
A3 = 2ld;

Par suite
A = 4ld; et A" = APA = 4A
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Exercice 6 : (Faussement compliqué) Soient E un R-espace
vectoriel de dimension n, f € End(E) un endomorphisme de E, et
P € R[X] un polyndme réel. Si P(X) = Zf'(:o aiX', k €N, on
note P(f) I'endomorphisme de E défini par P(f) = Ef(zo a;if ol
fO = Ide (I'identité de E) et f' = fo---of (i fois).

(1) Montrer que si A est valeur propre de f, alors P()\) est valeur
propre de P(f). Montrer que si f est diagonalisable, alors P(f)
I'est aussi.

(2) On suppose dans cette question que E = R? et on considere
I'endomorphisme f de R? défini dans la base canonique (e, &) de
R? par

f(xier + xee2) = (x1 — V2x)er + (V2x1 — x2)e2

Montrer (par le simple calcul du polynéme caractéristique de f)
que f n'est pas diagonalisable. Calculer ensuite f2 = f o f et
vérifier que f2 est diagonalisable. En déduire que pour P un
polyndme, et f un endomorphisme, on peut trés bien avoir que
P(f) est diagonalisable sans pour autant que f le soit.
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Solution : (1) Dire que A est valeur propre de f c’est dire qu'il
existe u € E\{0} tel que f(u) = Au. Pour tout p € N on a alors

fP(u) = NPu
Par suite,
k
P(f).(u) =) aif'(u)
i=0

k
= E a;)\’u
i=0

et on voit que P(\) est valeur propre de P(f). Dire que f est
diagonalisable c’est dire qu'il existe une base B = (e1,...,e,) de E
qui est constituée de vecteurs propres de f. Le petit calcul ci-dessus
montre que si u est vecteur propre de f alors u est aussi vecteur
propre de P(f). La base B est donc aussi constituée de vecteurs
propres de P(f). Par suite P(f) est diagonalisable dés que f I'est.
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(2) La matrice de représentation de f dans la base canonique B de

R? est
Mgp(f) = (\}5 __\?>

Si on note @ le polyndme caractéristique de f alors

Q(X) = det (1\@)( _1&)

=(X+1)(X-1)+2
=X>+1
Donc f n'a pas de valeurs propres réelles. On en déduit que f n'est

pas diagonalisable sur R. La matrice de représentation dans B de
f2 = f o f est donnée (cf. cours) par Mgg(f2) = Mpp(f)?. Donc

=35 9) (35 %)

(0 %)
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On en déduit que f2=—Idg et que, bien évidemment, 2 est
diagonalisable. Par suite, pour P un polyndme, et f un
endomorphisme, on peut tres bien avoir que P(f) est
diagonalisable sans pour autant que f le soit. O
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Exercice 7 : (Ni dur ni facile) Une matrice est dite stochastique si
ses coefficients sont positifs ou nuls et si la somme des coefficients
sur chaque ligne est égale a 1. Soit A une matrice stochastique

n x n. Donc A = (ajj), ajj > 0 pour touts i,j =1,...,net

> ijaj=1pourtouti=1,...,n

(1) Montrer que si A est valeur propre de A alors |A| < 1.

(2) Montrer que 1 est valeur propre de A.
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Solution : (1) Soit A une valeur propre de A et soit
u=(u1,...,up) un vecteur propre (non nul) associé a A. Alors

n
E a,-juj- = )\u,'
j=1

pour tout i = 1,...,n. Soit ip € {1,...,n} tel que
\Um\Z'“aM:LmJJUM-Ona|um|>»0et

n n
Mluio] <~ ailujl < | D aij = |uip| -
j=1 Jj=1

Donc |A| < 1.
(2) On vérifie que

1 1
A =
1) 1
puisque 2}1:1 ajj =1 pour tout i =1,...,n. Donc 1 est bien
valeur propre de A et (1,...,1) est un vecteur propre associé. [
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Exercice 8 : (Astucieux) On appelle matrice triangulaire inférieure
toute matrice carrée A = (aj;) qui est telle que a;; = 0 pour tous

i < j, et matrice triangulaire supérieure toute matrice carrée

A = (ajj) qui est telle que a;; = 0 pour tous i > j.

(1) Montrer que le déterminant d'une matrice triangulaire
(supérieure ou inférieure) est égal au produit de ses termes
diagonaux.

(2) Soit R,[X] I'espace des polynémes réels de degré inférieur ou
égal a n. Soit f € End (R,[X]) I'endomorphisme de R,[X] donné
par

F(P)=P—(X+1)P .

Montrer que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.
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Solution : (1) On passe des matrices triangulaires supérieures aux
matrices triangulaires inférieures en prenant la transposée. La
transposée n'affectant pas le déterminant on peut donc se
restreindre au cas des matrices triangulaires inférieures

all 0 0 0

a1 ax» 0 0
a1 33 333 0
A, = 0
0
0
dnl dn2 dns ° ° ° ann

En développant le déterminant suivant la premiére ligne on trouve
que
detA, = ajjdetA,_; (%)

ol A,_1 est la matrice triangulaire inférieure d’ordre n — 1 obtenue
a partir de A, en supprimant la premiere ligne et la premiére
colonne de A,. Donc la matrice des ajj, i,j > 2. La relation (%)
permet de mettre en place une preuve par récurrence.
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Hypothese de récurrence : Le déterminant d'une matrice de rang n
triangulaire inférieure est égal au produit de ses termes diagonaux.

Amorce : on vérifie I'hypothése au rang n = 1 (cas d'un réel) ou
alors on commence au rang n = 2 pour pouvoir véritablement
parler de matrice triangulaire. On a

a 0
det(b c) = ac

ce qui vérifie I'hypothése de récurrence au rang n = 2.

Ceoeur : On suppose I'hypothése vraie au rang n. Soit A une
matrice triangulaire inférieure d'ordre n+ 1. En vertue de (%),
det(A) = ajidet(B) ou B est la matrice triangulaire inférieure
d'ordre n constituée des aj;, i > 2 et j > 2. Par hypothese de
récurrence,

det(B) = axp X -+ X apntint1

Par suite
det(A) = a11 X -+ X aptint1

ce qui achéve la récurrence.
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(2) L'espace R,[X] est de dimension n+ 1. La base canonique de
R,[X] est B = (1,X,X?,...,X"). On calcule f(1) = 1 puis pour
p=>1,

F(XP) = XP — p(14+ X)XP™L = —pXP~1 4 (1 — p)XP .

Si on écrit les coordonnées en vecteurs colonnes on voit que

1 -1 0

0 0 —2

0 0 -1
f(1)=|. (X)) = . : f(Xz): . ...etc.

0 0 0

La matrice Mpp(f) = (aj;) de f dans la base canonique de R,[X]
est donc donnée par

aUZOSii>j; a,-,-:l—i;a,-,-+1:—i;a;j:OSij>i+1
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C'est donc une matrice triangulaire supérieure dont les termes sur
la diagonale sont 1,0,—1,—2,..., —n+ 1. En raison de (1), le
polynéme caractérigtique de f est donné par

F(X) = det (Mgs(f) — XIdpy1)
= (X - DX(X+1)(X+2)...(X+n—1)

et ces termes sur la diagonale sont précisément les valeurs propres
de f. Comme il y en a n+ 1 distinctes en dimension n+ 1, c'est
que f est diagonalisable. O
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Exercice 9 : (Classique) Soit A la matrice 3 x 3 donnée par
1 10
A=10 1 1
0 0 1

et soit B = A — Id3. Calculer B" pour tout entier n € N. En
déduire A" pour tout entier n € N.
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Solution : On a

oy}
Il
o O O
o O =
o~ O

Par suite

010\ /010 0 01
B2=1[0 0 1| (o0 - 0
0 0 0/ \o 0

et enfin on trouve que

o
—
o
o

o
o
o
o

010 0 01 0 00O
B3=|0 0 1|0 0 0] =]000
0 00O 0 00O 0 0O
On en déduit facilement par récurrence que B" = 0 (matrice

nulle) pour tout n > 3. On a
A=Id3+ B

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Exercices chapitres 1 a 4.



et les matrices ld3 et B commutent. On peut donc appliquer la
formule du binbme de Newton :

A" = (Id3 + B)" ZC”Id” PBP

ol CF = oyt

CO=1,Cl=net C?2= % on trouve que

En vertue de ce qui a été dit sur B”, et puisque

_1
A" = Id3 + nB + "("2)52
100 001 0\ o gy (001
=01 0)+nl0 0 1) +50 000
00 1 000 000
n—1
| p o)
=10 1 n
00 1
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Exercice 10 : (Calculatoire tres facile) Soit A la matrice 3 x 3
donnée par

1 2
A=12 3
3 4

1 bW

Calculer le rang de A.
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Solution : On a

1
det | 2
3

B~ N

3
41 =154244+24-27-16—-20=0
5

et donc A n’est pas de rang 3. Par contre

1 2
Al = <2 3>

est une sous matrice de A (obtenue en supprimant les premiéres
lignes et colonnes dans A), et

1 2
det<2 3)_3—4_—17Ao.

Donc Rg(A) = 2. O.
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Exercice 11 : (Calculatoire) Soient «, 8 € R deux parametres
réels. On considere la matrice A, g réelle 3 x 3 donnée par

1 o f
Awp= |8 o 1
a o 1

Pour quelles valeurs de « et 3 cette matrice est-elle inversible 7 Si
a = =2, que vaut le rang de A, 57
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Solution : On calcule
detA.p —a+af’+a?—a’B—a—af

=a?—af+aB?-a?B

= a(a— B) +aB(f - a)

= (o= B)(a—ap)

= a(a—B)(1-5)
Sachant que A,z est inversible si et seulement si detA,z # 0, on
trouve que A, est inversible si et seulement si o # 0, o # 3 et

B#1

Si a = =2 alors Ay n'est pas inversible (cf. ci-dessus). Donc
Rg(A22) # 3. Par contre, la matrice

(2 3)

est une sous matrice de Ajp, obtenue en supprimant les 3eme
lignes et colonnes dans Ay>. On a detB = —2 # 0. Donc
Rg(A22) > 2. On en déduit que Rg(Ax) = 2. O
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Fin des exercices
pour les chapitres 1 a 4
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