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Chapitre 5
Formes bilinéaires et quadratiques

1. Premieres définitions

Définition

Soit E un R-espace vectoriel. Par définition, une forme bilinéaire
sur E est une application B : E x E — R qui vérifie que pour tout
xp € E et tout yy € E, les applications

x = B(x,y0) et y— B(xo,y)

sont linéaires de E dans R. La forme bilinéaire B est dite
symétrique si B(x,y) = B(y, x) pour tous x,y € E.

En d'autres termes, une fonction B : E x E — R est une forme
bilinéaire si la fonction est linéaire par rapport a chacune de ses
variables. La plus simple des formes bilinéaires est la fonction
B:R x R — R donnée par B(x,y) = xy.
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Une forme bilinéaire (non identiquement nulle) n'est jamais linéaire
par rapport au couple (x,y). Par exemple, pour B: R xR — R
donnée par B(x,y) = xy, on a que

B(x+x',y +y') # B(x,y) + B(x.y')
dés que x'y + xy’ # 0 car
B(x+x,y+y')—B(x,y)— B(X,y)=xy+xy.

En dimension finie, ce qui sera notre cas, les formes bilinéaires sont
par contre, comme les applications linéaires, représentables par des
matrices. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et soit
B = (e1,...,e) une base de E. Soit de plus B: E x E — R une
forme bilinéaire sur E, et soit Bj; les réels

B,’j = B(e,-, ej)
oui,j=1,...,n. Si x et y sont deux vecteurs de E de
coordonnées respectives (xi, ..., Xn) et (y1,...,Yyn) dans B, donc

n n
x =3 ixe ety=>1,ye, alors
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n
B(x,y) = Z Bijxiy; -
ij=1

Pour démontrer cette relation on écrit que

B(x,y) = B(ZX;G;,Z_)/jej)
i—1 j=1

= ZXiB(ei,nyej)
i—1 j=1

= ZZX,’}/J'B(ehej)

i=1 j=1
puisque pour tout xp € E et tout yp € E, les applications
x = B(x,y0) et y— B(x,y)

sont linéaires sur E. D'un point de vue matriciel cela donne lieu a
la définition suivante.
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Définition

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et

B = (e1,...,en) une base de E. Soit de plus B : E x E — R une
forme bilinéaire sur E. Par définition, la matrice de B dans la base
B, notée Mg(B), est la matrice Mp(B) = (Bjj); carrée d’ordre n
composée des

B,'J' = B(e,-, ej) o
Elle caractérise B en ce sens que pour tous x et y dans E,
B(x,y) = *Vs(x)Mgp(B)Vs(y) ,

ot Vg(x) et Vig(y) représentent les matrices colonnes composées
respectivement des coordonnées de x et y dans B, et ol *V(x)
est la matrice ligne transposée de Vj(x).
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D'un point de vue matriciel on a écrit que

Bii ... Bin n
B(x,y) = (xl X,,) : : :
B ... Bm Yn
et , comme on s'en convaincra facilement, on retrouve la relation
déja vue

B(X7y) = Z BUX’-yJ :
ij=1
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Exercice : Soit Ry[X] I'espace des polynémes réels d'ordre 2 et
soit B = (P1, P2, P3) la base canonique de R,[X] constituée des
polyndmes P1(X) =1, Py(X) = X et P3(X) = X2. On considere
B : Ry[X] x Rp[X] — R donnée par

B(P,Q) = /01 P(t)Q(t)dt .

Montrer que B est une forme bilinéaire sur Ry[X]. Donner sa
matrice dans la base canonique B = (P, P2, P3) de Ry[X].
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Solution : Il est clair que VP, Q, R € Ry[X] et VA € R,

1

1 1
/(P(t)+)\Q(t))R(t)dt:/ P(t)R(t)dt—i—)\/ QUOR(t)dt , et
0

1 O1 ° 1

/ P(t)(Q(t)+)\R(t))dt:/ P(t)Q(t)dtJr)\/ P(t)R(t)dt .
0 0 0

Par suite,

B(P+ AQ,R) = B(P,R) + AB(Q,R) et
B(P,Q + AR) = B(P, Q) + AB(P, R)

et donc B est une forme bilinéaire sur Ro[X]. La forme est aussi
symétrique, i.e. B(P, Q) = B(Q, P) pour tous P et Q, et

1 1
1
B(Pl,Pl):/ dt=1, B(Pl,Pg):/ tdt = -
0 0

1
1 1
B(Py, P3) :/ t2dt = 3 B(P2,P1) = B(Py, Py) = 5
0
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De méme,
1 1 1 .
0 3 0 4
1
1 1
B(Ps, P3) =/ thdt = = .
0

Par suite,

ENT TSI
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Exercice : Soit M(R) I'espace des matrices carrées réelles
d'ordre 2. On note B = (A1, A2, A3, As) la base canonique de
M_(R) donnée par

10 01 00 0 0
w=loo) a=(oo) =0 o) 2= (1)
Montrer que I'application ® : M5(R) x M3(R) — R donnée par

(A, B) = trace(*AB)

est une forme bilinéaire sur M»(R). Donner sa matrice dans la
base canonique (A1, Az, A3, Ag) de M(R).
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Solution : Il est clair que VA, B, C € M3(R) et VA € R,
trace(*(A+ AB), C) = trace(*AC) + Mtrace(*BC) , et
trace(*A(B + \C)) = trace(*AB) + Mtrace(*AC) .

Donc ® est bien bilinéaire. On calcule

O(Ai, Aj) = dj;

ol les §;; sont les symbdles de Kroenecker (1 si i = j, 0 sinon). Par
exemple,

¢(A2, A3) = trace(tA2A3)

= trace! 0 1) (00
o 00 1 0
= trace 0 0) (00
B 1 0 10
= trace 00

- 00
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Ou encore,

q)(Al, A2) = trace(tAlAg)

—tracet (1 9} (0 1
N 0 0/\0 O
= trace 1 0) (01

B 0 0/\0 O

—trace (0 1

- 0 0

-0.
Par suite
1000
0100
Ms(®)=14 0 1 o
000 1

g
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2. Changement de base

Théoreme

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n,
B=(eL,...,e,) et B=(&,...,8&,) deux bases de E, et

B : E x E — R une forme bilinéaire sur E. Soit P = My_ 5 la
matrice de passage de B 3 B. Alors

Mgz(B) = "PMs(B)P

ol Mg(B) est la matrice de B dans la base B, et My(B) est la
matrice de B dans la base B.

Preuve : Etant donné x € E, soient V5(x) et Vz(x) les matrices
colonnes composées respectivement des coordonnées de x dans BB
et des coordonnées de x dans B. Pour x et y deux vecteurs
quelconques de E, on a

B(x,y) = "Va(x)Mgs(B)Vi(y) ,
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Preuve suite et fin : et
B(x,y) = "Va(x)Mg(B)Va(y) -

De plus, V5(x) = PVj(x), et Vi(y) = PVz(y). On peut ainsi
écrire que

B(x,y) = "Vs(x)Mgs(B) V()
— tV(x) (*PMs(B)P) Vg(y)
= "V(x)Mz(B)Vi(y) -
Puisque x et y sont quelconques, cela impose

Mgz(B) = "PMgs(B)P |

comme on le voit en prenant successivement des x et y de
coordonnées dans 5 des n-uplets du type (0,...,0,1,0,...,0). Le
théoréme est démontré. CQFD.
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Exercice : Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3, et
B = (e1, e2, €3) une base de E. On note B la forme bilinéaire sur E
définie par
1
B(x,y) = x1y1 — xoy2 + x3y3 — §(X1Y2 + xoy1)

7 1
- §(X1Y3 + x3y1) + §(X2)/3 + x3y2)

pour tous x = Z?:l xjej et y = Z?:l Yi€i.
(1) Ecrire la matrice Mg(B) de B dans B.

(2) Montrer que les vecteurs & = e;, & = e; + 2ey, et
€3 = 3e; — ey + e3 forment une base BB de E. Ecrire la matrice de
passage de la base B a la base B.

(3) Calculer la matrice Mgz(B) de B dans B.
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Solution : (1) La matrice Mp(B) de B dans BB est composée des
B(ej, €j). On trouve

1
2
(2) On a trois vecteurs en dimension 3. Il suffit donc de montrer
que la famille (&, &, &) est libre. On a

A1é1 + A& + 38 =0

< e+ Aa(er +2e) + A3(3e1 — e+ e3) =0

& ()\1 + Ao + 3)\3)61 + (2)\2 — )\3)62 + A3e3=0

et puisque (e1, e, €3) est une base, on doit avoir que

AMF+X+33=0
20 —A3=0
A3=0

En remontant de systeme de la derniére équation a la premiere,



on trouve que A\; = A\ = A3 = 0. La famille (&1, &, &) est donc
libre, et puisque E est de dimension 3, il s'agit d'une base de E.
Les colonnes de la matrice de passage de la base B a la base B
sont constituées des coordonnées dans B des vecteurs de B. Si
P = Mpy_, 5 est cette matrice de passage, on a donc

11 3
P=[0 2 -1
00 1

(3) Par formule de changement de base My(B) = *PMp(B)P. On

calcule
1 -3 -2\ /11 3
Mg(B)P=|-3 -1 L ][0 2 -1
-5 3 1/\0 0 1
11 05 0
(32
2 2
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Par suite

Mz(B) = PMgs(B)P

1 00 1 0 0
120)530

3 -1 1) \-§ -3 -10

1 0 O
=|0 -5 0

0 0 -10
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3. Dualité

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Le dual de E, noté
E*, est par définition I'espace L(E,R) des formes linéaires sur E.

Théoreme

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et soit
(e1,...,en) une base de E. Pour i =1,...,n, on définit les
éléments e € E* par :

ef () = djj

pour tout j =1,...,n, ou les 6;; sont les symboles de Kroenecker.
La famille (e, ..., e}) est alors une base de E*, dite base duale de

’=n
la base (e1,...,e,). En particulier, E et E* ont méme dimension.

v

Preuve : Il suffit de montrer que la famille (ef, ..., e}) est a la fois
libre et génératrice dans E*. On montre tout d’abord que la famille
est libre. Supposons que pour des réels Aq,..., A,

* *
A€l o+ Apet =0



Preuve suite et fin : Alors pour tout i =1,...,n,

Aef(e)+ -+ Aner(ef) =0,

ce qui donne que A\; = 0 pour tout i = 1,..., n puisque
e/ (e;) = ;. La famille est donc bien libre. On vérifie par ailleurs

que la famille est génératrice en remarquant que pour tout f € E™,

f= z”: f(e)er .
i=1

Le membre de gauche et le membre de droite de cette identité
sont en effet deux applications linéaires qui coincident sur la base
(e1,...,€en), et si deux applications linéaires coincident sur une
méme base, alors elles sont identiquement égales. Le théoreme est
démontré. CQFD.
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Théoreme

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Alors E**
s'assimile naturellement a E au sens ou il existe un isomorphisme
naturel de E dans E**. Cet isomorphisme ® est défini par : pour
tout x € E, ®(x) est I'élément de E** = L(E*,R) défini par la
relation ®(x).(f) = f(x) pour tout f € E*.

Preuve : Il suit du théoréme précédent que E** a méme dimension
que E*, qui a a son tour méme dimension que E. Donc E et E**
ont mémes dimensions. Pour montrer que ¢ : E — E** est un
isomorphisme de E sur E** il nous suffit donc de montrer que ¢
est injective (on passe sur le fait que ® est bien linéaire, ce qui est

immédiat). Notons B = (eq, ..., e,) une base de E, et soit
(ef,...,ep) sa base duale. Si x =) . xje; est tel que ®(x) =0,
alors ®(x).(ef) = 0 pour tout i = 1,...,n. Donc ef(x) = 0 pour
tout i =1,...,n. Or ef(x) = x;, de sorte que si (x) =0, alors

x = 0. D'ou le théoreme. CQFD.



4. Rang d'une forme bilinéaire

Soient E un R-espace vectoriel, et B : E x E — R une forme
bilinéaire sur E. On note B; et B, les applications de E dans E*
définies par : pour tout x € E, By(x) est défini par

Bi(x).(y) = B(x,y) , Vy € E
et, pour tout y € E, By(y) est défini par
Ba(y)-(x) = B(x,y) , Vx € E .

On vérifie facilement que B; et B, sont linéaires, ce que I'on peut
encore écrire sous la forme By € L(E,E*) et By € L(E, E™).

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B = (ey,. .., e,) une
base de E et B* = (e}, ..., e}) la base duale de B. Soit € E*, et

soient 11, ...,MN, les coordonnées de n dans B*. On a alors I'égalité
n= 2}1:1 nj€;, et on obtient que n(e;) = n; pour tout i (puisque
e/ (ei) = 0jj). Les coordonnées d’une forme 7 dans la base duale B~
sont les n; = n(e;). On démontre la proposition suivante.
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Proposition

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B une base de
E, et B: E x E — R une forme bilinéaire sur E. Les trois
quantités ry, r», r3 définies par :

(i) n vaut le rang de By, application linéaire de E dans E*,
(ii) r» vaut le rang de B>, application linéaire de E dans E*, et

(iii) r3 vaut le rang de la matrice de B dans B,

sont en fait égales.

Preuve : Notons B* la base duale de B, et Mg(B) la matrice de B
dans B. On vérifie facilement que

Mg+ (B1) = *Mg(B) ,

ou Mpp+(Bj) est la matrice de représentation de Bj dans les
bases B et B*. En effet, les coordonnées de B;(e;) dans B* sont
(cf. ci-dessus) les Bi(e;j).(ej), a savoir exactement les Bj;.
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Preuve suite et fin : De la méme facon, on vérifie facilement que
Mpp«(B2) = Mg(B) ,

ou Mpp+(By) est la matrice de représentation de B, dans les
bases B et B*. En remarquant que les rangs d'une matrice et de sa
transposée sont égaux (c’est évident avec la définition du rang via
le déterminant des sous matrices), on obtient la proposition avec
ce qui a été dit au chapitre précédent sur les rangs d'une
application linéaire et de ses matrices de représentations. CQFD.

Définition

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B une base de
E, et B: E x E — R une forme bilinéaire sur E. Le rang de B,
noté Rg(B), est I'une des trois quantités équivalentes de la
proposition précédente. Il ne dépend pas du choix de la base B.
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5. Formes bilinéaires symétriques et formes quadratiques

Définition

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une forme
quadratique sur E est une application Q : E — R qui s'exprime,
dans chaque base de E, sous la forme d’un polynéme homogéne de
degré 2 des variables coordonnées.

En d'autres termes, @ : E — R est une forme quadratique si, pour
toute base B de E, il existe des réels aj; tels que

n
Qx) =Y apxix; , (*)
ij=1

ou n est la dimension de E, et les x; sont les coordonnées de x
dans B. On Vérifie facilement que si (x) est vérifiée dans une base
B, elle I'est aussi (avec des aj; différents!) dans toute autre base B
de E. En effet, I'expression de coordonnées X; dans une base, en
fonction des coordonnées x; dans une autre base, est linéaire.
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Exercice : Soit E de dimension 2, B = (e, ) une base de E et
B= (€1, &) une autre base de E. On note (x1, x2) les coordonnées
d'un vecteur X dans B et (X, %) les coordonnées de X dans B.
On suppose que & = e1 + 26 et & = 3e1 + eo.

(1) Exprimer x7 et x» en fonction de X; et %,.

(2) Soit Q est la forme quadratique donnée dans B par
Q(X) = 2x¢ + bx1x0 — X3 .
Donner I'expression de Q dans B.

Solution : (1) On a

X =X16 + X6
= X1(e1 + 2e2) + %2(3e1 + &)
= (X +3%)er + (2% + %) e

= X1€1 + X062 .
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Donc
x1 = X1 + 3%
X0 = 2X1 + Xo .

(2) On a donc

Q(X) = 2x¢ + b6x10 — X3
=2(%1 +3%)2 + 6(%1 + 3%) (2% + %) — (2% + %)?
= 2(%3 + 953 + 651 %) + 6(2%F + 355 + T54%)
— (4% + %5 + 4%1%)
=(2+12-4)%2 4+ (12+ 42 — H)x15% + (18 + 18 — 1)x3
= 1082 + 50%1 %2 + 35%3 .
La forme quadratique @ qui était un polynédme homogéne de degré
2 des variables coordonnées dans 3 est encore un polynéme

homogene de degré 2 des variables coordonnées dans 8. Par
contre, bien siir, les coefficients changent. O
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Théoreme

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Une fonction
Q : E — R est une forme quadratique sur E si et seulement si :

() VA €R, Vx € E, Q(Ax) = N2Q(x), et

(ii) I'application B : E x E — R définie par
B(x,y) = 3(Q(x +y) = Q(x) = Q(y))

est bilinéaire sur E.

Dans ce cas, B est symétrique, on a B(x,x) = Q(x) pour tout x,
et on dit que B est la forme bilinéaire associée a Q.

Un modele de forme quadratique est @ : R — R donnée par
Q(x) = x2. La forme bilinéaire associée est B : R x R — R donnée
par B(x,y) = xy. L'identité de (ii) est I'identité remarquable
1
=5 (k)= =y7) .
Une identité comme (ii) nous dit que I'on connait tous les doubles

produits dés lors que I'on connait tous les carrés.
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Preuve : Si Q est une forme quadratique, (i) est bien évidemment
vérifiée. Par ailleurs, si B est une base de E, et si Q s'écrit dans B
sous la forme (%), alors le B donné par (ii) vaut
1 n
B(x,y) = 5 Z (ai + aji)xiy;
ij=1

ou les x; et y; sont les coordonnées de x et y dans B. |l suit que
(ii) est elle aussi vérifiée, a savoir que B est bien bilinéaire, si Q est
quadratique. Réciproquement, supposons que (i) et (ii) soient
vérifiées. En écrivant que

B(x.x) = 3 (Q(2x) —2Q(x)) .

et en utilisant (i), on voit que Q(x) = B(x, x). Etant donnée une
base B de E, composée de vecteurs €;, et puisque B est bilinéaire,
il existe des a;; = B(ej, ) tels que

B(x,y) = ayxiy; ,
i7j

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Chapitre 5.



Preuve suite et fin : ol les x; et y; sont les coordonnées de x et y
dans B. Il s'ensuit que

Q) = ayxix; .
i

ce qui montre que Q est bien une forme quadratique. Le théoreme
est démontré. CQFD.

Avec ce théoréme on obtient une autre définition possible des
formes quadratiques. A savoir : une application @ : E — R est une
forme quadratique sur E s'il existe une forme bilinéaire symétrique
B sur E pour laquelle Q(x) = B(x, x). Dans ce cas B est unique
et on dit alors que B est la forme bilinéaire associée a la forme
quadratique @, ou que @ est la forme quadratique associée a la
forme bilinéaire B.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. On vérifie
facilement qu'une forme bilinéaire B sur E est symétrique si et
seulement si, pour toute base de E, sa matrice dans cette base est
symétrique.
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6. Orthogonalité

Définition

Soit E un R-espace vectoriel et B une forme bilinéaire symétrique
sur E. On dit que deux vecteurs x et y de E sont B-orthogonaux si
B(x,y) = 0. Si A est un sous ensemble de E, le B-orthogonal de
A, noté ALE est défini par

Ate =1y e E /VYx€e A B(x,y)=0}.

En d’autres termes, A8 est I'ensemble des vecteurs de E qui sont
B-orthogonaux a tous les vecteurs de A.

v

On vérifie facilement que pour tout sous ensemble A de E, A5 est
un sous espace vectoriel de E. Les vecteurs x € E qui vérifient que
B(x, x) = 0 sont dits isotropes (sous entendu pour B). On pourra

par ailleurs vérifier que les relations suivantes sont vraies :
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(i) VAC BC E, Bte C Ats,

(i) VA,B C E, (AU B)*8 = Ats N Bt5,

(iii) VA,B C E, Ats + B1s c (AN B)'s,

(iV) VA C E, AtB = Vect(A)*5, et

(V) VAC E, AcC (Ats)ls.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, (e, ..., e,) une
base de E, et B une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit que
la base (e1,...,en) est B-othogonale si pour tous
i#je{l,...,n}, B(ei,e) =0. La base est dite B-orthonormale
si pour tous i,j € {1,...,n}, B(ej, ) = djj, ot les §;; sont les
symboles de Kroenecker.

Une base B-orthonormale est une base B-orthogonale pour laquelle
on a en plus que B(e;j, ;) = 1 pour tout i.
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Théoreme

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Pour toute forme
bilinéaire symétrique B sur E, il existe une base de E qui est
B-orthogonale.

Preuve : Notons n la dimension de E. On démontre le théoreme
par récurrence sur n. Si n = 1, le théoréme est trivialement vrai.
On suppose maintenant que pour tout R-espace vectoriel de
dimension n, et toute forme bilinéaire symétrique B sur cet espace,
il existe une base de I'espace qui soit B-orthogonale. On considére
alors E un R-espace vectoriel de dimension n+ 1, et B une forme
bilinéaire symétrique sur E. On veut montrer que E posséde une
base B-orthogonale. Sans perdre en généralité, on pourra supposer
que B n'est pas la forme bilinéaire nulle (auquel cas le résultat est
vrai, toute base de E étant B-orthogonale). Si B n'est pas
identiquement nulle, il existe un vecteur e,+1 de E pour lequel
Q(ent+1) # 0, ot Q est la forme quadratique associée a B. En
effet, si @ =0 alors B = 0. On note F le sous espace vectoriel
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Preuve suite : (la droite vectorielle) de E de base e,;1, et on note
FL8 le B-orthogonal de F. Alors

Flo = {x € E / Beni1,x) =0} ,

de sorte que F18 = KerB(en11,-), ol B(eni1,-) est la forme
linéaire sur E qui a x associe B(ent1,x). Cette forme linéaire est
surjective, puisque non nulle, et donc de rang 1. Il suit du
théoreme du rang que son noyau est de dimension n, et donc que
F-15 est de dimension n. On vérifie facilement que F N F+8 = {0}.
En effet, si x € FN FL8, alors x € F entraine que X = Aept1,
tandis que x € F et x € F8 entrainent que x doit &tre
B-orthogonal a lui-méme, et donc que B(x,x) = 0. Or

B(Xeni1, Neni1) = A?B(ens1, enr1) de sorte que nécessairement
A =0, et donc x =0 (puisque Q(en+1) = B(en+1,€nt1) # 0).
Comme dimF =1, dimF18 = n, dimE = n+1, et

Fn Fte = {0}, on a que

E=FaoF's.
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Preuve suite et fin : Par hypothése de récurrence, il existe une base
(e1,...,e,) de F18 qui est B-orthogonale. Puisque E = F & F*5,
(e1,...,en+1) est une base de E. Par ailleurs, cette base est
B-orthogonale puisque e,11 € F et les e;, i =1,...,n, sont dans
FL&. On a donc montré que si la propriété d'existence d'une base
B-orthogonale est vraie en dimension n, alors elle I'est aussi en
dimension n+ 1. Cela démontre le théoreme par récurrence. CQFD.

A titre de remarque, il n'existe pas toujours, pas forcément de base
B-orthonormale (le probleme vient des vecteurs isotropes). Un
contre exemple (extréme) est donné par le cas de la forme
bilinéaire nulle.

Définition

Si Q est une forme quadratique sur un R-espace vectoriel de
dimension finie, on appelle rang de Q le rang de la forme bilinéaire
symétrique qui lui est associée.
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7. Le théoreme de Sylvester

Théoreme (Loi d'inertie de Sylvester)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et Q une forme
quadratique de rang r sur E. Il existe alors un entier p < r, et une
base B de E, de sorte que, pour tout x € E de coordonnées
(x1,...,xn) dans B,

2 2 2 2
De plus, p ne dépend que de Q et pas de B au sens ou s'il existe
une autre base B de E, et un entier p < r, tels que pour tout
x € E de coordonnées (X1, ...,%,) dans B,

~2 BB ~2

alors, nécessairement, p = p.
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En d'autres termes, pour toute forme quadratique sur un R-espace
vectoriel E de dimension finie, il existe une base B de E dans
laquelle @ s'écrit sous la forme

2 2
Q(X) = E X — E X .
sur certains i sur d'autres i

En ce qui concerne la terminologie, I'entier p du théoréme permet
de définir ce que I'on appelle la signature de Q.

Définition

Une forme quadratique Q est dite de signature (p, q) si
p+ g = Rg(Q), et s'il existe une base B de E dans laquelle

Q(X):x12—|—---+x3—x3+1—---—xr2.

La signature est indépendante de la base.

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Chapitre 5.



On démontre maintenant le théoréme de Sylvester.

Preuve : (1) On montre pour commencer qu'il existe un entier

p < r et une base de E de sorte que, dans cette base, Q s'écrive
comme dans le théoréme de Sylvester. Pour cela, on note B la
forme bilinéaire associée a @, et on considére B = (ey, ..., e,) une
base B-orthogonale de E. La matrice de B dans B est alors
diagonale, puisque B(ej, e;) = 0'si i # j. Notons \; = Q(ei),
i=1,...,n, les termes sur la diagonale de la matrice Mg(B) de B
dans B. Il est clair que

Rg(Mg(B)) = Nombre de A; non nuls .

Si on note r = Rg(B), et quitte a permuter les vecteurs ¢e;, on
peut supposer que A\; #0sii<r, et \;=0sii=r+1,...,n Si
x a pour coordonnées (xi,...,xX,) dans BB, on a que

Q(x) = z’: Aix? .
i=1
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Preuve suite : Soit p le nombe de A; strictement positifs. Toujours
quitte a permutter les e;, on peut supposer que

Ai>0si1<i<p,
Ai<Osip+1<i<r.

On pose

i =+Aisil<i<p,

pi=vV-Aisip+1<i<r.

et on pose ensuite

~ 1 :
& =—¢sil1<i<r,
i

g =¢sir+1<i<n.

Alors B = (&1,...,8&,) est une base B-orthogonale de E, ce qui se
vérifie facilement en se souvenant que B I'est.
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Preuve suite : Par suite, si x a pour coordonnées (X, ..., X,) dans

B, alors,
r

P
Q)= &= > &
i=1 i=p+1

puisque Q(&) =1si1<i<p et Q(&)=—-1sip+1<i<r.
Cela démontre la premiére partie du théoreme de Sylvester.
(2) On démontre maintenant la seconde partie du théoréme de
Sylvester. On suppose qu'il existe deux entiers p, p, et deux bases
B=(ew,...,en) et B=(é1,...,6,) de E tels que, dans B et dans
B,

2 2 2

et
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Preuve suite et fin : On note

E; le sous espace vectoriel de E de base (ey, ..., ep),
E; le sous espace vectoriel de E de base (ep+1, .oy €n),
E} le sous espace vectoriel de E de base (&, . )
E, le sous espace vectoriel de E de base ("pH, ey 6n).

On a clairement que
Q(x) > 0si x € E;\{0},
Q(X) <0six € Ep,
Q(x) > 0si x € £1\{0},
Q(X) <0sixe Eg.

On en déduit que

EiNE={0} et E NE ={0},
de sorte que, par propriété de la dimension d'une somme dirécte,
dimE, + dimEy, < n et dimE, + dimE, < n .

La premiére de ces deux inégalités entraine que p < p. La seconde
entraine que § < p. On en déduit que p = p. La seconde partie du
théoréme de Sylvester est démontrée. CQFD.
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Corollaire

Si Q1 et Q» sont deux formes quadratiques sur un R-espace
vectoriel de dimension finie, et si Q1 et Q> ont méme signature,
alors il existe ® € End(E) un isomorphisme de E tel que

@(x) = Q1(P(x)) pour tout x € E. Réciproquement, s'il existe
une isomorphisme ® de E tel que Qx(x) = Q1(®(x)) pour tout
x € E, alors Q1 et Q> ont méme signature.

y

Preuve : Si Q; et Q> ont méme signature (p, q), il existe, en vertue
du théoreme de Sylvester, deux bases B = (e, ..., e,) et
B =(é,...,8&) de E telles que, dans ces bases,

Q2(X):>"<12_|_...+;<I§_;<§+1_..._

Soit ¢ I'isomorphisme de E qui envoie & sur e;. Alors pour tout
x =) ;Xé dans E,

SN YN

Q(P(x)) = Q(x) -

Cela démontre la premiére partie du corollaire.
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Preuve suite : Réciproquement, on considére Q1 et Q> deux formes
quadratiques sur E, et ® un isomorphisme de E tels que
@2(x) = Q1(P(x)) pour tout x € E. Soit (p, q) la signature de

Q». Soit de plus B = (é1,...,8&n) une base de E telle que, dans
cette base,
Q2(X):;(124_...4_;(5_;(3“_..._;(3 ]

On note B la base de E formée des e; = ®(&;). C'est bien une
base puisque (cf. les cours précédents) les isomorphismes envoient
les bases sur des bases. On a alors

QI(Z xiej) = Q1 (‘D(Z xié&j))
=@ (inéi)

2 2 2

SN

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Chapitre 5.



Preuve suite et fin : On en déduit que, dans B, Q1 s'écrit sous la
forme
2 2 2 2

et donc que @ est aussi de signature (p, g). Cela démontre la
seconde partie du corollaire. CQFD.

Deux formes quadratiques @ et Q> sur un R-espace vectoriel E
sont dites équivalentes s'il existe un isomorphisme ® € End(E) de
E qui est tel que @x(x) = Q1(®P(x)) pour tout x € E. Une
formulation équivalente du corollaire est que : deux formes
quadratiques sur un R-espace vectoriel de dimension finie
sont équivalentes si et seulement si elles ont méme signature.
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Exercice : Soit Q : R3 — R I'application définie par
Q(x1,x2,x3) = x12 + X22 — 5X32 + 2x0x3 — 2x1X3 — 6X1X0

(1) Pourquoi Q est-elle une forme quadratique ?

(2) Quelle est la forme bilinéaire symétrique B associée a Q7
Quelle est la matrice M de B dans la base canonique de R37?

(3) Décomposer Q en sommes et différences de carrés de fagon a
écrire @ sous la forme @ = Q o ® ou Q est une forme quadratique
facile 3 manipuler et ® est un isomorphisme de R3.

(4) Quelle est la signature de Q7

(5) Caractériser les vecteurs isotropes de @, a savoir les vecteurs x
pour lesquels Q(x) = 0.
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Solution : (1) Q est une forme quadratique car Q est un
polyndme homogene de degré 2 des variables coordonnées (dans la
base canonique de R3).

(2) On écrit
Q(X) = X12 + X22 — 5X32 + 2xpx3 — 2x1X3 — 6X1X2
= x? + x5 — 5x3 + (x2x3 + x3x2)
— (x1x3 + x3x1) — 3(x1%2 + x2x1)

et par suite
3
QX) = 3 apag
ij=1
ou les a;; sont symétriques et donnés par a;; = 1, ax» = 1,
a3 =—b5 ap=ay =-3,a3=a31 = —letaxz=azxp =1 0n

en déduit (cf. cours) que
B(X,Y) = xiy1 + xoy2 — 5x3y3 + (x2)3 + X3)2)
— (xays +x3y1) — 3(x1y2 + x2y1)
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La matrice de B dans la base canonique de R3 est la matrice des
ajj. Elle est donnée par

1 -3 -1

M=1|-3 1 1
-1 1 -5

(3) On rappelle que
Q(X) = x¢ 4+ x3 — 53 + 2xax3 — 2x1x3 — 6x1%2
On essaye d’éliminer x; de I'équation. On remarque que
(x1 —x3 — 3x2)2 = x% + x32 + 9x3—2x1x3 — 6X1X2 + 6x2X3
On peut donc écrire que
Q(X) = (x1 — x3 — 3x2)% — (X2 + 9x3 + 6x2x3) + X3 — 5x5 + 2x0x3

=(x1—3x — X3)2 — 8x22 — 6x§ — 4dxox3
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On élimine maintenant x, des trois termes 8x22 + 6x32 + 4xpx3. On
écrit pour cela que

> o 1\ 11,
8x5 +6x3 +4xox3 =8 | xo + X3> + —x3

4 2
Par suite
Q(X)=(x1 —3x0 —x3)> -8 (XQ + iX3>2 - %Xg
Soit Q la forme quadratique
G(X) =< 83 — =

2
et soit ® : R3 — R3 I'endomorphisme de R3 donné par

1
¢(X17X27X3) = (Xl - 3X2 — X3, X2 + 4X37X3)

Alors
Q(X) = Q(¢(X))
pour tout X € R3. Il reste 2 montrer que ® est un isomorphisme.
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Si on note B la base canonique de R3, alors

1 -3 -1
Mgg(®)={0 1 1%
0 0 1

Cette matrice est triangulaire supérieure. Son déterminant vaut (cf.
cours précédents) det(M) = 1. Donc M est inversible (1 # 0) et
donc ® est un isomorphisme de R3.

(4) Comme @ est un isomorphisme, @ et Q sont équivalentes. Par
suite elles ont méme signature. En changeant la base canonique
(e1, &, e3) de R3 en la base

B* e LG' uie
- 172\/527 113

I'expression de (5 dans cette base devient
QX)=x7 —x5 —x3

Sa signature est (1,2). La signature de Q est donc aussi (1,2).
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(5) Les vecteurs isotropes de Q@ sont facilement caractérisables
dans B. Il s'agit du céne C de R3 donné par

C = {X de coordonnés xi, x2, x3 dans B tels que x22 + x32 = xlz}

Si on note Z I'ensemble des vecteurs isotropes de @, puisque
Q = Q o P, on voit que

RX)=0&d(X)eC
et on récupere donc, puisque ® est un isomorphisme, que
=070

Cette relation caractérise les vecteurs isotropes de Q.
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Fin du chapitre 5
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