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Chapitre 3 - Analyse

Fonctions définies par une intégrale
1. Un peu de topologie de R?.

On place sur R? la distance euclidienne d. Alors d : R? — R* est
une application de R? dans R* définie par |'équation

d(a.b) = /(x — xa)2 + (6 — ¥)?

pour tous points a = (Xa, ya) et b = (xp, yp) de R

Définition

Soit a € R? un point de R? et soit (x,)n une suite de points de R.
On dit que (x,)n converge vers a si

Ve >0,IN e N /Vn> N,d(a,x,) < € .

On note alors lim x, = a.
n——+00
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Soient a € R? et r > 0 un réel strictement positif. On appelle
boule ouverte de centre a et de rayon r le sous ensemble B,(r) de
R? constitué des points de R? dont la distance au point a est
strictement inférieure & r. Donc B,(r) = {x € R? / d(a,x) < r}.

Définition (Ouverts et fermés)

Un sous ensemble A C R? est dit un ouvert de R? si
Vae A, dra >0/ By(ra) CA.

Donc A C R? est un ouvert de R? si tout point de A est centre
d’une boule ouverte entiérement contenue dans A. Un sous
ensemble A C R? est dit un fermé de R? si son complémentaire
R2\A est un ouvert de R2. Par convention, () et R? sont a la fois
ouverts et fermés.

La frontiére d'un sous ensemble A C R?est I'ensemble des points
a € R? qui sont tels que pour tout r > 0, la boule ouverte B,(r)
contient 3 la fois des points de A et de son complémentaire R?\ A.
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Un point a € A est par contre un point intérieur a A s'il existe
ra > 0 tel que B,(rs) C A.

Ici x est un point intérieur au patatoide S, tandis que y est un
point frontiére.

Remarques : (1) Un ouvert de R? est un patatoide qui ne
contient aucun des points de sa frontiére (tous les points de
I'ensemble sont des points intérieurs a I'ensemble).

(2) Un fermé de R? est un patatoide qui contient tous les points
de sa frontiere.

(3) Un sous ensemble de R? peut trés bien n'étre ni ouvert, ni
fermé (contenir certains points de sa frontiére et pas d'autres).
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Tout point de la frontiére d'un ensemble est limite d’'une suite de
points de I'ensemble. Et toute limite de points d'un ensemble est
soit un point intérieur, soit un point frontiere. On en déduit le
résultat suivant.

Théoreme

Soit A C R? un sous ensemble de R?. Alors A est un fermé de R?
si et seulement si pour toute suite (x,), de points de A, si (xn)n
converge dans R?, alors sa limite est forcément dans A.

Les carrés Ja, b[x]c, d[ sont des ouverts de R?. Les carrés
[a, b] X [c, d] sont des fermés de R?.

Soit A un sous ensemble de R?. Soit (U;);c; une famille de sous
ensembles de R2. On dit que (U;);c; est un recouvrement de A si

Un recouvrement (U;);c; de A est un recouvrement ouvert de A
si les U; sont tous des ouverts de R?.
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2. Sous ensembles compacts de R?

Définition

Un sous ensemble K C R? est un compact de R? si et seulement si
de tout recouvrement ouvert de K on peut extraire un sous
recouvrement qui est fini. Autrement dit, K est un compact de R?
si et seulement si pour tout recouvrement ouvert (U;)ic; de K, il
existe J C | un sous ensemble fini de | pour lequel (U;);c, est
encore un recouvrement ouvert de K.

Le théoréeme suivant a lieu.

Théoreme

Les compacts de R? sont précisément les fermés bornés de R?. De
plus, dans un compact, toute suite posséde une sous suite
convergente.

Les carrés [a, b] x [c,d] (a, b, c,d des réels) sont des compacts de
RZ



Etant donnée une suite (x,), on appelle sous suite de (x,), toute
suite obtenue a partir d'une sélection des x,. Une sous suite de
(xn)n est alors une suite du type (x,(n))n, ol ¢ : N 7 N est une
application strictement croissante de N dans lui-méme.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 X8 X9
X X X3 x4 X5 X6 X X X9
T X)) %o T %) T T Xed) Xe(5)

Pour toute application strictement croissante ¢ : N N de N dans
lui-méme, p(n) > n pour tout n € N (le résultat se démontre
facilement par récurrence sur n).

Un sous ensemble A de R? est dit borné s'il existe R > 0 tel que
d(0,x) < R pour tout x € A, ou d est la distance euclidienne et 0
est le 0 = (0,0) de R?.
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3. Fonctions de deux variables réelles

Définition

Soit A C R? un sous ensemble de R?. Soit a € A un point de A.
Soit f : A — R une fonction. On dit que f est continue au point a
si

Ve>0,9In>0/Vx €A, d(a,x) <n=|f(x)—f(a)] <e.

Par extension on dit que f est continue sur A si f est continue en
tout point de A.

Autrement dit, f est continue au point a si f(x) est aussi proche
que I'on veut de f(a), pourvu que x soit suffisamment proche de a.

On démontre (relativement) facilement que f : A — R est continue
au point a si et seulement si pour toute suite (x,), de points de A,
si lim x,=a, alors lim f(x,)=f(a).

n—-o00 n—-+o00
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Définition

Soit A C R? un sous ensemble de R?. Soit f : A — R une fonction.
On dit que f est uniformément continue sur A si

Ve>0,39n>0/x,y €A d(x,y)<n=|f(y) —f(x)|<e.

La continuité sur A se traduit par la phrase mathématique
Vx e AVe>0,In>0/Vy € A d(x,y) <n=|f(y) —f(x)| <e.

Dans cette phrase le 17 dépend a la fois de € et de x. Dans
I'uniforme continuité le n devient uniforme par rapport a x.

Une fonction uniformément continue est continue. La réciproque
(qui est fausse en générale) est vraie sur les compacts.

Théoreme

Une fonction continue sur un compact y est uniformément
continue.
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4. Petit précis de continuité

Les fonctions coordonnées (x,y) — x et (x,y) — y sont continues
de R? dans R. Les fonctions constantes sont continues de R? dans
R.

La somme et le produit de fonctions continues et une fonction
continue.

Le quotient de deux fonctions continues est une fonction continue
I3 ol le dénominateur ne s’annule pas.

Si f : R?2 — R est continue et si g : R — R est continue, alors
g o f est continue.

On regroupe ces propriétés sous les termes de propriétés
générales sur la continuité.

Ainsi, par propriétés générales sur la continuité, les fonctions
suivantes sont continues sur R? : (x,y) — x3y2, (x,y) — 1+ x2y,

5,7
(x,y) = x3y? 4 cos(x®y*), (x,y) = In(1+x%y°), (x,y) = 50
etc.
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5. Dérivées partielles

Soit Q un ouvert de R?. Soit (a, b) € Q un point de Q. Comme
est un ouvert, il existe r > 0 pour lequel B, p(r) C Q.

Soit f : 2 — R une fonction. On considére les fonctions partielles
fa, fp, fonctions d’une variable réelles (donc dont la variable est
dans une partie ou dans tout R) définies par f5(y) = f(a,y) et
fo(x) = f(x, b). On vérifie facilement que f, est définie sur au
moins l'intervalle |b — r, b+ r[ et que f, est définie sur au moins
I'intervalle |a—r,a+ r|[.

Définition (Dérivées partielles)

Soient Q un ouvert de R?, (a, b) un point de Q et f : Q — R une
fonction réelle définie sur 2. On appelle dérivée partielle de f par
rapport a x au point (a, b), si elle existe, la dérivée de la fonction
fp au point a. On la note %(a, b). De méme, on appelle dérivée
partielle de f par rapport a y au point (a, b), si elle existe, la
dérivée de la fonction f, au point b. On la note g—;(a, b).

v
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On a donc, lorsqu’elles existent,

o (a:6) = fi(a)
of ,
(e b) =)

Par exemple, si
f(x,y) = x>y* + cos(xy) ,

alors les dérivées partielles de f existent en tout point de R?, et
pour tout point (x,y) € R?,

of
ox
of

@(X,y) = 2x3y — xsin(xy) .

(x,y) = 3x%y? — ysin(xy) ,
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Note : Attention, la différentiablité d’'une fonction f en un point
(a, b) ne se traduit pas par la seule existence des dérivées partielles
%(a, b) et g—;(a, b) en ce point. Il faut en plus demander que

f(x,y) = f(a,b) + %(a, b)(x — a) + g;(a, b)(y — b)

+ [|(x = a,y = b)l[o(1)

ol [|[(x —a,y — b)|| = /(x — a)2+ (y — b)2 et oli o(1) = 0
lorsque (x,y) — (a, b). On parle alors de différentiablitié de f en
(a, b) (et non plus de dérivabilité de f en (a, b)). La différentielle
de f en (a, b) (qui remplace la dérivée en (a, b)) est I'application
linéaire de R? — R définie par
of of
— —(a,b —(a,b)y .
(X’.y) 8X(a’ )X+ 6y(a7 )y
Si par contre les dérivées partielles existent en tout point de Q et
sont continues sur £ alors f est effectivement différentiable sur Q
et méme de classe C! sur Q.
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6. Fonctions définies par une intégrale définie

Soit / un intervalle de R, a < b deux réels, et f : | x [a,b] - R
une fonction réelle définie sur | x [a, b]. On suppose que pour tout
x € 1, la fonction t — f(x, t) est intégrable au sens de Riemann
sur [a, b]. On peut alors définir la fonction F : | — R par

F(x) = /b f(x,t)dt .

La question ici est de savoir sous quelle(s) condition(s) portant
sur f, la fonction F va étre continue, dérivable, ou intégrable.

Théoreme

Soient | un intervalle de R, a < b deux réels, et f : | x [a, b] = R
une fonction réelle définie sur | x [a, b]. Si f est continue sur

I % [a, b], la fonction réelle F définie sur | par F(x) = f f(x,t)dt
est alors continue sur .
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Preuve : Pour simplifier la présentation, on suppose que | = [, 5],
a < 3 deux réels. Cela ne change pas grand chose car la continuité
est une notion locale. Le produit / x [a, b] est alors un fermé borné
de R?, donc un compact de R2. Il s’ensuit (cf. plus haut) que f est
en fait uniformément continue sur / x [a, b]. En particulier, pour xg
donné dans /, et pour € > 0 quelconque, il existe n > 0 tel que

Vx el, Vte[ab], |x—x| <n = |f(x,t)—f(xo,t)| <e.

Par suite, pour tout x € [ tel que |[x — xp| < 7,

b
|F(x) — F(x0)| = / (f(x, t) — f(xo, t))dt

b
< [ 1) - oo, o) de
<e(lb-a).
On a ainsi montré que
Vxo €1,Ve>0,3n>0/Vx€l, x—xo| <n = |F(x)—F(x0)| <&,

a savoir que F est continue sur /. D'ou le théoreme. CQFD.
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’

Théoreme

Soient o < 3 et a < b quatre réels, et f :]a, B[x[a, b] — R une
fonction réelle définie et continue sur |a, B[x[a, b]. On suppose
que la dérivée partielle % 97 existe et est continue sur ], B[x[a, b].
La fonction F :]a, f[— R définie par F(x f f(x, t)dt est alors
dérivable sur |a, B[, de dérivée en tout pomt x de ]a B[, la
fonction F'(x) = [” 9 (x, t)dt.

a

Preuve : Soit xp €], 8[. Pour tout x €]a, ],
b of
FO) — FOo) — (e —x0) [5G, )
b of
= / (f(x, t) — f(x0,t) — (x — Xo)&(Xo, t)) dt .

Si on applique maintenant le théoréme des accroissements finis a la
fonction x — f(x,t), on obtient que pour tout t € [a, b], et tout
x €]a, O], il existe 6% €]0, 1] tel que



Preuve suite :

of
f(x,t) — f(xo, t) = (x — xo)a(xo + 0L (x — x0), t) .
Soit alors § > 0 tel que [xp — J, xp + 0] Cla, 5[ Le produit
[x0 — &, x0 + ] x [a, b] est un fermé borné de R?, et donc un
compact de R2. Il s'ensuit que la fonction % est uniformément
continue sur [xo — d, xp + d] X [a, b]. En particulier, pour tout
€>0, il existe n >0, n < 6, tel que
of of
Vx €]xo — n,x0 + [, YVt € [a, b], ‘ax(x, t) — a(x[), t)‘ <e.

On en déduit que pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour
tout (x, t) €]xo — 1, x0 + n[x[a, b],

of . of
a(xo + 05 (x — x0), t) — a(Xo, t)l <e,

et on obtient ainsi que pour x tel que |x — x| < 7,
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Preuve suite :

b
‘F(X) — F(x0) — (x = Xo)/ %(Xg, t)dt

b
S\/
a

< (g]b—al)|x — xo| -

En d'autres termes, on a montré que

f(x,t) — f(xo,t) — (x — xo)g:(xo, t)’ dt

of

X(X - XO)a t) - a

(xo,t)'dt

Ve > 0, E|n>0/0<\x—xo\<7]

j‘F& F(xo) /) (x0, t)dt| < &,
X — Xo Ox
d'ou I'on tire que
b
— f

2 Ox
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Preuve suite et fin : Cela signifie encore que F est dérivable au
point xp de dérivée en ce point

bar

F'(x0) =
(x0) o

— (0, t)dt .

Puisque xp est quelconque dans |, B[, cela démontre le théoreme.
CQFD.

Pour finir, on traite de I'intégrabilité de F.

|
’

Théoreme

Soient o < 3 et a < b quatre réels, et f :|a, f[x[a, b] — R une
fonction réelle définie et continue sur |a, f[x[a, b]. Pour tout
intervalle [, $1] Cla, B[ la fonction réelle F o, B[— R définie
par F(x) = [} bf (X t)dt est alors intégrable au sens de Riemann

sur [aa, (1] etf x)dx = f (f (x, t)dx)dt.
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Preuve : Posons

(x) = /ab(/x £(0, )d0) dt

a1

V(x) = /ax(/ab f(0, t)dt)do .

1
D’apres ce qui a été dit plus haut (théoréme sur la continuité), la
fonction 6 — fab (60, t)dt est continue. Par suite, W est dérivable
de dérivée .
V(x) = / f(x,t)dt .
a
Par ailleurs,
o f(0,t)dd = f(x,t
—_ t —
e | F0.00 = ()

existe et est continue. De ce qui a été dit plus haut (théoréme sur
la dérivabilité) on tire que ® est dérivable de dérivée

b
d'(x) = / f(x,t)dt .
a



Preuve suite et fin : Ainsi, U/ = &’ et puisque I'on a aussi que
®(a1) = V(aq) (=0), on obtient que ¥ = ®. En particulier,
V(p1) = ®(B1), ce qui démontre le théoreme. CQFD.

Remarque : On pourra regarder ces théorémes comme des
théorémes d'interversion. Leurs conclusions respectives équivalent a
la validité des interversions

b b
Iim/ :/ lim
X—>X0 a 3 X—>X0
d [P b9
dx/a /a ox
[L=[]

C'est parfois (et méme souvent) sous cet angle qu'il faudra
interpréter ces théorémes.
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7. Fonctions définies par une intégrale généralisée

Définition

Soit | un intervalle de R, soient a < b avec a > —oo et b < 400
et soit f : Ix]a, b[— R une fonction réelle définie sur Ix]a, b[. On
suppose que pour tout x € I, la fonction t — f(x, t) est
localement intégrable sur |a, b[. On dit que I'intégrale généralisée

b
IX:/ f(x,t)dt
a

converge normalement sur |x]a, b[ s'il existe une fonction positive
g :]a, b|— R, localement intégrable sur |a, b[, qui est telle que

Vx €1, Vt €]a, b, |f(x,t)] < g(t)

et qui est telle que I'intégrale généralisée | ab g(t)dt converge.
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La convergence normale implique la convergence (absolue)
ponctuelle : pour tout x € I, I'intégrale I, est absolument
convergente dés que /, est normalement convergente sur /x]a, b|.

Théoreme

Soit | un intervalle de R, soient a < b avec a > —oo et b < +00
et soit f : I x]a, b|— R une fonction réelle définie et continue sur
Ix]a, b[. On suppose que fab f(x, t)dt converge normalement sur
tout produit du type [a, §]x]a, b[ o [, 5] C I. La fonction

F : 1 — R définie par F(x) = fab f(x, t)dt est alors continue sur |.

y

Preuve : Soit xp € I. Pour fixer les idées, on suppose que xg est
intérieur a /, a savoir qu'il existe § > 0 tel que [xp — d,xp + 0] C /,
et on suppose que a et b sont réels. Par hypothese, il existe

g :]a, b[— R une fonction positive localement intégrable qui vérifie

(i) V(x, t) € [x0 — 9, x0 + ] x]a, b, |f(x,t)] < g(t),
(i) fab g(t)dt converge.



Preuve suite : Pour i > 0 petit, et pour x € [xo — d,x0 + 9],
[F(x) = F(>o)l

b
g/ |f(x,t) — f(xo0,t)|dt
ab—n a+n
—/ |f(x, t)—f(xo,t)]dt—i—/ |f(x,t) — f(xo, t)|dt

+n
b
+/ |f(x,t) — f(xo, t)|dt
b—n
b—n a+n b
g/ yf(x,t)—f(xo,t)ydt+2/ g(t)dt+2/ g(t)dt .
a+n a b—n

Soit maintenant £ > 0 donné. Comme fab g(t)dt converge, pour
n > 0 suffisamment petit, on va avoir

a+n b
/ g(t)dt <e et / g(t)dt <e.
a b

-n
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Preuve suite et fin : Fixons n > 0 comme ci-dessus. Avec le méme
raisonnement que celui fait dans la preuve du théoreme de
continuité dans le cas défini, on obtient I'existence d'un 7 > 0 tel

que si |x — xp| < 7}, alors

b—n
/ |f(x, t) — f(xo0,t)|dt < e .
a+n

Ainsi,

Ve>0, 37 >0/Vxel, |x—x| <7 = |F(x)— F(x)| < 5e,

et F est bien continue au point xg, par suite sur tout / (puisque xg
est quelconque dans /). D'ou le résultat. CQFD.

Pour finir, on traite de la dérivabilité de la fonction F définie dans
le théoreme précédent.
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Théoreme
Soit f :]a, B[x]a, b[—+ R, a > —o0, b < +00, une fonction réelle
définie et continue sur |, 5[x]a, b[. On suppose que :

(i) Vx €]a, B], fab f(x, t)dt converge,

(i) % existe et est continue sur |a, B[x]a, b],

(iii) fab %(x, t)dt converge normalement sur tout produit du
type [0417 Bl] X]av b[ ou [a17 51] C]Oé, ﬁ[

La fonction F :]a, f[— R définie par F(x fab f(x, t)dt est alors
dérivable sur |a, [ et pour tout x €]a, ,8[, F'(x) = fab %(x, t)dt.

Preuve : Soient xp €]a, 5[ et 6 > 0 tels que [xg — d, xo + J] Clav, B
Pour fixer les idées, on suppose que a et b sont réels. D'apres (iii),
il existe g :]a, b[— R une fonction positive localement intégrable
sur |a, b[ qui est telle que :
(iv) V( t) € [xo — 0, x0 + ] x]a, b], ‘%(x, t)] < g(t),

f g(t)dt converge.



Preuve suite : Pour x € [xo — 0, x0 + 0] et n > 0, n petit, on écrit
maintenant que

\F(x) ~ F(x0) - (x — x0) / b & o, t)dt\

b of
g/ f(x,t) — f(xo,t) — (x — x0) =— (X0, t)| dt
Ox
of
(X0+9 Xo),t) — 8X(Xo,i')’ dt
oo of
< bl [ |50+ 0= 0). 00~ 5L 00,1 o
f t f t)| dt
el [ |50+ 006 =0 = S

dt

(x — x0), t) — g)f((xo, t)

+ ’X—Xo’/
b—n a
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Preuve suite :

a b—n

ou 0 €]0, 1] dépend de x et de t. On conclue ici en choisissant
n > 0 petit pour que

a+n b
/ g(t)dt <e et / g(t)dt <e,
a b—n

et on raisonne comme dans la preuve du théoréme analogue dans
le cas défini pour I'intégrale définie

L
a+n
On obtient alors que
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5y 0 T 0(x = x0), 1) = - (%0, t)' dt .




Preuve suite et fin :

Ve>0, 3>0/ |x—x| < =

b
of
‘F(X)—F(xo)—(x—xo)/ a(xo,t)dt < 5e|x — xol ,
et donc que
Ve>0, 37 >0/ |x—x| <7 =

F(x)— F bof
‘(X)(XO)—/ a—(xo,t)dt < be

X — Xp . Ox

ce qui prouve le résultat. CQFD.
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Fin du chapitre 3 - Intégration
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