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Chapitre 2

Matrices et applications linéaires

On continue de ne considérer que le cas d’espaces vectoriels réels.
Formellement, une matrice réelle a p lignes et g colonnes est une
application de {1,...,p} x {1,...,q} dans R. Concrétement, il

s'agit de la donnéede px gréels aj, i=1,...,p, j=1,...,q, et
si M est une telle matrice, on écrit M = (a;;) ou M = (aj;);j ou
encore
air ... dig
M =
apl e apq

Le terme a la ieme ligne et jéme colonne est aj;;. On dit que aj; est
le terme général de M. On note M, 4(R) I'ensemble des matrices

réelles a p lignes et g colonnes. Si p = g, on note aussi M,(R) au
lieu de M, ,(R), et on parle de matrices carrées.
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1. Opérations élémentaires sur les matrices

On définit la somme de deux matrices réelles de M, 4(R) par

aixy ... dig bii ... big ail+bir ... aig+ big

apl --- apg bpl R bpq ap1 + bpl ... apgt bpq
ce que I'on peut encore écrire sous la forme
(aj) + (bj) = (aj + byj) ,

et on définit la multiplication d'une matrice de M, 4(R) par un
réel \ en posant

a1 ... dig )\811 . )\alq

apl ... apg Aaplt ... Aapg

ce que I'on peut encore écrire sous la forme

AMay) = (Aay) -
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L'espace M, 4(R) muni des deux opération internes + et externes
X a une structure naturelle d'espace vectoriel (de dimension pq).

Définition (Transposée)

La transposée d’une matrice M de M, q(R), notée tM, est Ia
matrice de Mg ,(R) dont les coefficients bjj sont donnés par
bjj = ajj pour tous i =1,...,qetj=1,...,p.

L'opération de transposition réalise un isomorphisme de M, 4(R)
sur Mg p(R). Lorsque p = g la transposition revient a faire une
symétrie par rapport a la diagonale \.
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Définition (Produit de deux matrices)

Le produit d'une matrice A = (ajj) a p lignes et q colonnes, avec
une matrice B = (bj;) a q lignes et r colonnes, est la matrice
AB = (cjj) a p lignes et r colonnes dont les coéfficients sont définis

par
q

Cij = E ajk byj
k=1

pourtousi=1,....p,etj=1,...,r.
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Pour multiplier une matrice A par une matrice B, et donc pour
pouvoir écrire le produit AB, il faut que A ait autant de colonnes
que B a de lignes. A titre d'exemple :

311 312 <b11 b2 b13)
21 a2 [ X b1 b b23
as1  as2
aribir + aobor  aiibio + axby  aiibiz + aizbos
= | a21b11 + axobo1  azx1b12 + axbo>  azxibiz + axnbos
asibi1 + azobo1  az1bio + azbxy  azibiz + aszbos

Proposition

Le produit de matrices est distributif par rapport a I'addition :
A(B+ C) = AB + AC. Il est aussi associatif : (AB)C = A(BC) et
on a enfin que *(AB) =! B'A.
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Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, on peut parler des
matrices AB et BA. Attention le produit de deux matrices n'est
pas commutatif au sens ol on peut tres bien avoir AB # BA. Par

I TR R
CHEN-EY

Dans le méme ordre d'idée, on peut avoir AB = 0 (matrice nulle)
sans pour autant que soit A = 0 soit B = 0. Par exemple

G0 1)=(0)
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Exercice : Pour x € R on note A(x) la matrice
) — cos(x) —sin(x)
Al = (sin(x) cos(x) )
Montrer que pour tous x,y € R, A(x)A(y) = A(x + y). En déduire
A(x)" pour tout x € R et tout n € N,
Solution : On a
_ [cos(x) —sin(x)\ [cos(y) —sin(y)
40040 = (50 “eser) () oier)
_ (cos(x) cos(y) — sin(x)sin(y) — cos(x)sin(y) — sin(x) cos(y)>
sin(x) cos(y) + cos(x)sin(y) —sin(x)sin(y) + cos(x) cos(y)

Les formules trigonométriques donnent

cos(x + y) = cos(x) cos(y) — sin(x)sin(y)

sin(x + y) = cos(x) sin(y) + cos(y) sin(x)
On trouve donc bien A(x)A(y) = A(x + y). Ensuite, par
récurrence, A(x)" = A(nx). O
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2. Matrices et applications linéaires

On illustre ici I'idée fondamentale suivante : étant donnés E et F
deux espaces vectoriels de dimensions finies,

3 une application linéaire f € L(E, F), et & deux bases BB et B
respectivement de E et F correspondent une matrice ayant dim(F)
lignes et dim(E) colonnes qui représente f dans les bases BB et I5'.

En d'autres termes : une matrice s'intérpréte comme la lecture
d'une application linéaire dans deux bases, une au départ, une a
I'arrivée. De fagon plus précise, notons B = (ey, ..., en) une base
de E, et B = (é,...,8&,) une base de F. Soit de plus f € L(E, F)
une application linéaire de E dans F. Pour tout j =1,..., m,
notons a;j, i = 1,...,n, les coordonnées de f(ej) dans B, de sorte

que
n
f(ej) = Za,-jé,- .
i=1

La matrice de f dans les bases B de E et B’ de F, notée Mpg/(f),
est alors la matrice a n ligne et m colonnes constituée des aj;.
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Définition

La matrice de f dans les bases B de E et B’ de F, notée Mpp/(f)
et encore appelée matrice de représentation de f dans les bases B
et B/, est la matrice dont les colonnes sont constituées des
coordonnées dans la base d'arrivée B’ des images par f des
vecteurs de la base de départ B.

Avec une telle lecture de f, si x € E est un vecteur de E de

coordonnées (xi,...,Xm) dans la base B, alors les coordonnées
(f(x)1,...,f(x)n) de f(x) dans la base B’ sont données par le
produit

f(X)l ailr ... aim X1

f(x)n anl ---  anm Xm

ol Mg/ (f) = (ajj)i;j est la matrice de f dans les bases B et 5’
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Preuve : On a

f(X) = f(x1e1 + -+ xmem)

= xf(e)
j=1

=320 e

i=1 j=1
puisque f(ej) = >_7_; a;;é;. Donc,
f(x)i = aizx1 + - - - + aimXm

pour tout i = 1,...,n, ce qui correspond bien a la formule énoncée
ci-dessus. CQFD

Des propriétés élémentaires vérifiées par es matrices de
représentations Mg/ (f) sont les suivantes :

(i) Mpp (f + g) = Mpp (f) + Mpp (g), et

(i) Mg (Af) = AMgp/(f)

pour toutes applications linéaires f et g, et tout réel A.
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Exercice : Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et
B = (e1, e, €3) une base de E. On note f € End(E)
I’endomorphisme de E dont la matrice de représentation dans B est

2 1 0
Mgs(f)=|-3 -1 1
1 0 -1

(1) Déterminer f(2e; — 3ex + 5e3).
(2) Déterminer Ker(f) et Im(f).

Solution : (1) On a

2 1 0 2 1
-3 -1 1 3] =12
1 0 -1 5 -3

Donc, f(2e; — 3e; + 5e3) = €1 + 2e2 — 3es.
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(2) On a

2 1 0 X 2x+vy
-3 -1 1 yl=-3—-y+:z
1 0o -1 z X—z
Donc
2 1 0 X 0
1 0 -1 z 0
si et seulement si
2x+y =0
—3x—-—y+z=0
x—z=0

soit si et seulement si

On trouve donc que
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Ker(f) = {xe1 + yer + ze3 | y = —2x et z = x}
= {x(e1 — 2&2 + &3), x € R}

Donc Ker(f) est la droite vectorielle de vecteur directeur
u=e — 262 + e3.

Le théoreme du rang donne maintenant que /Im(f) est un plan
vectoriel (sous espace vectoriel de dimension 2). Il suffit alors de
trouver deux vecteurs de Im(f) qui forment une famille libre pour
avoir une base de Im(f). Par définition méme de Mpp(f) on a
f(e1) = 2e; — 3e + €3 tandis que f(e;) = e1 — e. Clairement les
vecteurs v = 2e; — 36 + €3 et w = e; — e forment une famille
libre car A\v 4+ pw = (2A + p)er — (3N + p)ex + Aes de sorte que
Av + pw = 0 si et seulement si A = = 0. Comme v, w € Im(f),
on obtient que Im(f) est le plan vectoriel de base (v, w). O
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Théoreme

Soient Ey, E», E3 trois espaces vectoriels de dimensions finies, et
soient By, By, B3 trois bases respectivement de E;, E, et Es.
Soient f € L(E1, Ey) et g € L(Ey, E3) deux applications linéaires.
Alors Mp,p,(g o f) = Mp,5,(g)Ms,5,(f).

Preuve : Cette propriété se vérifie assez facilement. On note

Mg, 5,(f) = (ajj)ij et Mg,s,(g) = (bjj)i . et on note

By =(ef,....e} ), Bo=(e},...,e2) et Bs=(ef,...,e2,). Alors
pour tout j =1,...,n1,

o
1y _ 2
f(e) = Zakjek

k=1

tandis que pour tout k=1,...,ny,

n3
g(e,%) = Z b,-ke,-3 .
i=1
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Preuve suite et fin : On en déduit que pour tout j =1,..., ny,

(g o f (el) = Z Z b,kakJ

i=1 k=1

de sorte que

MBlB3 g° f Z blkakJ

ce qui correspond bien au produit des deux matrices Mp,5,(g) et
Mg, 5,(f). Cela prouve le théoreme. CQFD.
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3. Matrices inversibles. Premiere approche

On ne parle de matrice inversible que pour les matrices carrées.
Soit donc A une matrice carrée de M,(R). On dit que A est
inversible s'il existe B € Mp(R) telle que

AB = BA=1d,

ou Id,, est la matrice identité de M ,(R), a savoir

10 ... 0

01 0
Id, =

00 ... 1

encore définie par Id, = (J;;);j ot §j =1 si i =j et §;; = O si

i # j. Les 0;; sont appelés symboles de Kroenecker. On montre que
I'inverse est unique. On note B = A~!. La matrice identité Id, a la
propriété que pour toute matrice A € M,(R), Id,A = Ald, = A.
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Théoreme

Soient E et F deux R-espaces vectoriels de méme dimension n, B
et B’ deux bases respectivement de E et F, et f € L(E, F). Alors f
est un isomorphisme de E sur F si et seulement si Mg/ (f) est une
matrice inversible. De plus, dans ce cas, Mgg/(f)~! = Mgg(f~1).

Preuve : (1) Supposons pour commencer que f est un
isomorphisme de E sur F. Alors il existe g = f~1 € L(F, E) tel que
gof=Idg et fog=Idr, ol Idg et Idr sont les applications
linéaires identités de E et de F. De ces deux formules, et de la
formule de composition des matrices de représentations on tire que

Id, = MBB(IdE) = MB/B(g)MBB’(f)7
Idn = MB/B/(IdF) = MBB’(f)MB’B(g)

Par suite, Mpg/(f) est une matrice inversible, et
MBB/(f)_l = MB/B(f_l).
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Preuve suite et fin : (2) A I'inverse, supposons que Mpp:(f) est
inversible. Notons (b;;);j la matrice inverse de Mpp/(f), et notons
e les vecteurs de B et ¢! les vecteurs de B’. On construit une
application linéaire g € L(F, E) en posant

g(e)) =D bjig
j=1

pour tout i = 1,...,n. Alors, par construction méme de g,

Mps(g) = Mgp ()"

De la formule de composition des matrices de représentations on
tire alors que

Mpg(g o f) = Mpg(g)Mpp (f) = Id,,
Mg (f o g) = Mg/ (f)Mp(g) = Id, .

Donc, gof =Idg et f o g = Idg, ce qui prouve que f est un
isomorphisme. D'ou le théoreme. CQFD.
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Avec les idées développées dans la preuve ci-dessus (a une matrice
et deux bases correspondent une application linéaire ayant cette
matrice pour lecture dans les bases) on peut montrer qu'il suffit de
demander une seule des deux relations AB = Id,, ou BA = Id,, dans
la définition de I'inversibilité d'une matrice.

Corollaire

S'il existe B € Mp(R) telle que AB = Id,,, alors BA = Id,, (et vis
versa). En particulier, A est inversible et B = AL

Preuve : Posons E = R". On note BB une base de R", et on
considere f € End(R") et g € End(R") tels que Mpp(f) = A et
Mpi(g) = B. Supposons que BA = Id,,. Alors g o f = Idgn, et il
s'ensuit que f est nécessairement injective (on remarque que
f(x)=f(y)=gof(x)=gof(y) = x=y). Donc, cf. le dernier
corollaire du Chapitre 1, f est un isomorphisme et (cf. théoréme
précédent) A est inversible. Méme genre de raisonnement si on
suppose que AB = Id, car alors f o g = Idrn et f est
automatiquement surjective. CQFD.
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Exercice : Soit

1 0 2
A=10 -1 1
1 —

Calculer A3 — A. En déduire que A est inversible et déterminer A~1.

Solution : On a

1 0 2\ /1 0 2 3 -4 2
A2=1[0 -1 1 0 -1 1]=1(1 -1 -1
1 -2 0/ \1 —2 0 1 2 0

et
1 0 2\ /3 —4 2 5 0 2
A=[0 -1 1 1 -1 -1l=1[(0 3 1
1 -2 0/ \1 2 o0 1 -2 4

On trouve alors A> — A = 4/d3. Soit B = 1(A% — Id3). Alors
AB = BA = Ids;. Donc A est inversible d'inverse A~ = B. ]
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Théoreme

Si A, B € Mp(R) sont deux matrices inversibles, alors AB est
inversible et (AB)™1 = B~1AL.

Preuve : On a
AB x (B7'A™) = A(BB HA!
= (Ald,)A™1
= AAL
=Id, ,

ce qui prouve le théoreme. CQFD.
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4. Changement de base

Définition (Matrice de changement de base)

Soient E un espace vectoriel de dimension finie n, et
B=(e1,...,en), B=(&1,...,8&,) deux bases de E. On note
I’isomorphisme (endomorphisme bijectif) de E défini par :

CDBB(e,-) = é,'

pour tout i = 1,...,n. La matrice de passage de la base B a la
base B, notée My, . 5, est, par définition, la matrice Mpp(®53),
représentant la lecture de ® 5 dans la base B.

En d'autres termes, la matrice de passage d'une base B a une base
B est la matrice de lecture dans B de |'isomorphisme qui envoie les
vecteurs de B sur les vecteurs de B.

Les colonnes de I\/IB_>5, sont constituées des coordonnées des
vecteurs de BB dans B.
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Avec les notations précédente, soit ® gz I'isomorphisme de E défini
par : ®pi(&) = e, pour tout i = 1,...,n. On a alors
S0 Ppr =Pz o Pys = Ide. En particulier :

My . 5 est inversible et M[;ig = MBB(CDBB) = Mg

—B-

Preuve : Seule la derniere égalité est a démontrer. Posons

~ n
MB%{? = (a,-j),-J it MB%B = (b;j),-J..AIors e = Zj:l ajiej pour
tout i et e =) 7 bji& pour tout i. Donc

J
n n n

é,’ = E aj;ej = E aj,- E bkjék
j=1 k=1

j=1 =

= E E byjaji | & ,
k J

ce qui prouve que ZJ'-’ZI byjaji = dx;i pour tous i, k. Donc
Mp_ .z x My_ 5 =1d, et le lemme est démontré. CQFD.
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La matrice de passage My_, 5 envoie les coordonnées d'un vecteur
x dans B sur les coordonnées de x dans B.

En d'autres termes, pour tout x € E de coordonnées x; dans B et
X; dans 3, on a que

X1 a1 ... din X1

Xn dnl ... dpn Xn
ou, dans cette relation, la matrice des aj; est la matrice de passage
de B a B, a savoir
a1 ... din

Mg 5=

dnl ... dpn

Attention a l'inversion (la matrice de passage de B a BB envoie les
coordonnées des vecteurs dans 5 sur leurs coordonnées dans B).
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Preuve : Puisque My, s = Mpg(®P45), on a que

n
&= aje
i=1

pour tout j. On écrit alors que
n
X = E X &
Jj=1
n n
= E )~<_, E ajj €
j=1 i=1
n n
=D (D% | e
i=1 \j=1

de sorte que x; = ZJ'-'ZI ajiX;, ce qui démontre le lemme. CQFD.
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Théoreme (Théoreme de changement de base)

Soient E, F deux R-espaces vectoriels de dimensions finies, By, Ba
deux bases de E, et B}, B deux bases de F. Soit aussi
f € L(E, F) une application linéaire de E dans F. Alors

Mg, 5, (f) = Mgiigé Mg, 5; (f) Mg, -5,

ol Mp,_.5, est la matrice de passage de la base 31 a la base B3,
et Mg, _,p, est la matrice de passage de la base B} a la base B).

4

On pourra se souvenir de I'ordre des matrices dans ce théoreme a
I'aide du diagramme commutatif suivant :

B Mslsi(f) B’

1 1

M31—>32 T I MB{—>B§
B> Yoo B,
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Preuve : Soit x un vecteur de E. Notons V! la matrice colonne
composée des coordonnées de x dans la base By, et VX2 la matrice
colonne composée des coordonnées de x dans la base B,. Si y € F,
on note de méme Vy1 la matrice colonne composée des
coordonnées de y dans la base BB}, et Vf la matrice colonne
composée des coordonnées de y dans la base 5. On a alors

Vi = Mg, 5, V2 et Vg =Mg 5V, .
Dans le méme ordre d’idées on a que
Vicy = Ms,s (F)VX et V) = Mp,py(F)VZ .

On écrit alors que

V,?(X) = I\/l_il_%é Vfl(x) puisque Vy1 = Mg 5, Vf
= le%é Mg, (F)Vy  puisque Vi) = Mg g () Vi

= Mg, 5 Mg (F)Mp, 5, V2 puisque Vi = Mg, 5, V7

Bi—B}
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Preuve suite et fin : Donc, pour tout x de E,

Mzsng(f)Vf = ME{LBQ Mg, 5, (f)Mp, -5, %
puisque sz(x) = MBZBé(f)Vf. En prenant successivement x tel
que x a pour coordonnées (1,0,...,0), (0,1,...,0), ...,
(0,...,0,1) dans By, on en déduit que

-1
MBQBQ(f) = MB{%BQ MBlBg(f)M&%Bz
ce qui prouve le théoreme. CQFD.
Un cas particulier du théoreme est donné par le résultat suivant.

Théoreme (Théoreme de changement de base dans le cas F = E)

Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie, B, B’ deux
bases de E, et f € End(E) un endomorphisme de E. Alors

Mg (f) = Mg?, 5 M () Mp_ 5

oll Mp_,5r est la matrice de passage de la base B 4 la base B'.

v
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Exercice : Soit f € L(R3,R?) I'application linéaire de R3 dans R2
dont la matrice A dans les bases canoniques By = (u1, u2, u3) et
By = (v1, v2) de R3 et R? est donnée par

2 -1 1
A‘(s 2 —3)

{ 1 = up + u3, o = U + uz, U3 = uy + Uy,

n=vitw,2=v—vy.

On note

Montrer que les familles By = (d1, bp, 03) et Bg (1, ¥2) sont des
bases de R3 et R?, et déterminer la matrice A de f dans ces bases.

Solution : B; est composée de 3 vecteurs en dimension 3. Il suffit
donc de vérifier que B est libre. On a Aily + pis + viiz =0 si et
seulement si

(n+v)ur+ (A +v)ue+ (A + p)us =0
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et comme (uy, up, u3) est une base, on trouve que

w+v=20
A4+v=0
A+pu=0

En additionnant les deux premiéres équations, et grace a la
derniére, on voit que forcément v = 0. On trouve ensuite
facilement que nécessairement A =y = v = 0. Donc B est libre et
ensuite (puisqu'elle comporte autant de vecteurs que la dimension)
B; est une base de R3. Mé&me raisonnement pour Bo. Il y a deux
vecteurs en dimension 2. |l suffit donc de vérifier que B, est libre.
On a Ay + uvp = 0 si et seulement si

A+ +A=p)va=0
et comme vy, v») est une base, on trouve que
A+p=0
A—u=0.

En additionnant les deux équations on voit que A = 0 puis que
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A =p=0. Donc B, est libre et ensuite (puisqu’elle comporte
autant de vecteurs que la dimension) B, est une base de R2. Les
matrices de passage de B1 a B; et de B, a B, sont données par
011 11
MB1—>Z§1 =1 0 1 et MBQ—>Z§2 = 1 -1
110

On saura tres bientdt comment procéder pour I'inverse (et le
calcul est tres facile en dimension 2) : on a

1 1 1
-1 _ 1
M32—>B~2 ) x <1 —1>

Le diagramme de changement de bases s'écrit ici (avec les
notations de |'exercice) :

M, f
B, 15, (f) B,
M31—>B~1 MBQ-)BQ
. Mg 5 (f) .
B, BB B,
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Le théoreme de changement de base donne donc que

MBz—>B M, s5,(f) M31—>l§1
Donc

A:Méé(

e )
= O R
O = =

(6 Y
()88
A1)

~1/2 3/2 3
1/2 3/2 —2>

N \
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5. Matrices inversibles. Déterminants

Pour ne pas perdre trop de temps, on énonce les résultats de cette
section sans preuve. On renvoie au cours de premiére année pour
plus de détails.

Soit n € N un entier naturel. Par définition, une permutation de
{1,...,n} est une application bijective de {1,...,n} dans
{1,...,n}. On note P, I'ensemble des permutations de {1,..., n}.
L'ensemble P, a n! éléments. Si o € P, le signe (o) de o est le
réel valant —1 ou +1 défini par

_ H1gi<jgn(‘7(i) - U(f))
H1§i<j§n(i_j> :

Si e(o) = —1, on parle de permutation impaire. Si (c) = +1, on
parle de permutation paire.

£(o)
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On vérifie que e(7 0 o) = ¢(7)e(o). Une transposition de P, est
une permutation qui n'échange que deux éléments. Le signe d'une
transposition est toujours —1.

Lemme

Toute permutation de P, se décompose (de facon non unique) en
composition de transpositions. Le signe de la permutation est alors
(—1)% o k est la nombre de transpositions qui interviennent dans
cette décomposition.

| \

Définition

Soit A = (ajj)i,j une matrice carrée réelle d'ordre n. Par définition,
le déterminant de A est le réel det(A) défini par

det(A) = Y £(0)a1o(1) - - - na(n)

o€Py
soit encore det(A) =, cp () (H,’Ll aia(i))-
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A partir de cette formule on obtient par le calcul les déterminants
suivants (cas n =2 et n = 3). A savoir :

a ¢
det(b d)-ad—bc

Pour le voir on remarque que les permutations de P> sont au
nombre de 2 et données par

12 _ 12
1 2 ' 2 1
Deux permutations de signes respectifs +1 et —1. De méme

a1 a12 a3
det | ap1 a2 ax3 | = an1a20a33 + az1a32a13 + arz2a»zasi
a3l as2 ass

— d31d22d13 — 421312433 — d32d234d11
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Pour démontrer cette formule on remarque que les permutations
de P53 sont au nombre de 6 et données par

3

2 )

(236190
(2629632

qui sont de signes respéctifs +1, —1, —1, —1, +1, +1.

NN NN
WN Wi
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Un moyen mnémotechnique pour ce souvenir de cette formule :
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Des propriétés élémentaires du déterminant sont les suivantes :
(i) det(ld,) =1,

(ii) det(AB) = det(A)det(B) ,

(iii) det(*A) = det(A).

En particulier, on déduit de (i) et (ii) que si A est inversible, alors
det(A) # 0 et

(iv) det(A™1) = detl(A).

Théoreme

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

En particulier, le résultat important suivant a lieu.

Corollaire

Soient E, F deux R-espaces vectoriels de méme dimension n, B
une base de E, B une base de F et f € L(E, F) une application
linéaire de E sur F. Alors f est un isomorphisme si et seulement si
detMy5(f) # 0 et dans ce cas Mgg(f1) = Mys(f)~L.
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Exercice : Soient p < n deux entiers, A € M, ,(R) une matrice a
n lignes et p colonnes et B € M, ,(R) une matrice a p lignes et n
colonnes. Montrer que det(AB) = 0.

Solution : Soient E, F deux R-espaces vectoriels de dimensions
respectives n et p, B une base de E et 5B une base de F. On note
f € L(E, F) I'application linéaire de E dans F donnée par
I'"équation Mys(f) = B et g € L(F, E) I'application linéaire de F
dans E donnée par I'équation My;(g) = A. Alors, par composition,

Mpp(gof)=AB .
On a clairement que

Rg(gof) < Rg(g) -

En vertue du théoreme du rang, Rg(g) < p (dimension de |'espace
de départ F). Or p < n, donc Rg(g o f) < n. On en déduit que
gof € L(E,E) n'est pas surjective, puis qu'elle n'est donc pas
bijective. Par suite det (Mpp(g o f)) = 0 et donc det(AB) =0. O
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D’autres propriétés des déterminants sont les suivantes. Notons
A = (ajj)ij une matrice réelle carrée d’'ordre n, i.e. un élément de
M,(R). Soit de plus o une permutation de P,. On note

A7 = (aio(j))ij et As = (as(i)j)ij
de sorte que AY consiste a effectuer une permutation sur les

colonnes de A suivant o, tandis que A, consiste a effectuer une
permutation sur les lignes de A suivant . Alors

det(A%) = det(A,) = £(o)det(A) .

Indépendamment, on pourra montrer qu'on ne change pas un
déterminant en ajoutant a une des lignes (resp. colonnes) de la
matrice un multiple d'une autre ligne (resp. colonne).

Pour finir, si A est un réel, et si A est une matrice carrée d'ordre n,
on a que det(AA) = \"det(A), tandis que si I'on se contente de ne
multiplier qu'une ligne ou qu'une colonne de A par A alors le
déterminant de cette nouvelle matrice vaut Adet(A).

Avec ces regles on peut se débrouiller pour placer des zéros sur une

ligne donnée de la matrice sans changer son déterminant.
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Définition

Soit A = (ajj)ij une matrice réelle carrée d’ordre n, i.e. un élément
de M,(R). Etant donnés i,j € {1,...,n}, on appelle mineur de
ajj, et on note Aj;, le déterminant de la matrice carrée d’ordre

n — 1 obtenue a partir de A en supprimant la iéme ligne et la jéme
colonne de A. On appelle cofacteur de ajj, le réel (—1)" A

Théoreme

Soit A = (ajj)ij une matrice réelle carrée d'ordre n. Etant donnés

i,jeA{l,...,n},
n o n o
det(A) = (—1)HayAj et det(A) = (~1)Ha;A; .
j=1 i=1

Dans la premiére formule on développe le déterminant suivant la
iéme ligne, et dans la seconde on développe le déterminant suivant
la jéme colonne.
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On aura bien siir tout intérét a choisir la ligne ou la colonne qui
comporte le plus de zéros. A partir de ces formules, et de la
formule générale donnant le déterminant d'une matrice d’ordre 3,
on calculera facilement le déterminant d'une matrice d'ordre 4 (et
ainsi de suite. . .)

Théoreme

Si (Aj)ij est la matrice des cofacteurs, donc A;j = (—1)"HA;, et
si A est inversible, donc si det(A) # 0, I'inverse de A est donnée
par la formule suivante :

1
Al =
det(A)

“Ap)ij

ot '(Ajj)ij est la transposée de la matrice des cofacteurs.

Alg.Bil.Int. 2019-2020. Chapitre 2.



Une application simple de ce dernier théoreme est la suivante : Une
matrice 2 X 2 donnée par

a b

c d

est inversible si et seulement ad — bc # 0 et, dans ce cas,

A 1 — t
ad — be <—A21 AV

B 1 ot d —c
~ ad — bc —-b a

1 o d —-b
ad — bc —Cc a ’
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6. Trace d'un endomorphisme

Si A = (ajj)ij est une matrice carrée réelle d'ordre n, i.e. un
élément de M, (R), on définit la trace de A comme étant le réel

donné par la relation
n
tr(A) = Z ajj -
i=1

On considére maintenant E un R-espace vectoriel de dimension
finie, et soient BB et B’ deux bases de E et f € End(E) un
endomorphisme de E. On affirme que tr(Mpg(f)) = tr(Mp s (f))
une formule qui se démontre sans trop de difficulté (a faire en
exercice) a partir de la relation

Mg (f) = Mg?, o M (F)Mp_5
de la section 4. On définit alors la trace de f en posant :
tr(f) = tr(MBB(f))

ol B est une base quelconque de E.
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Exercice : Soient A, B € M,(R) deux matrices carrées d'ordre n.
(1) On suppose que tr(A*A) = 0. Qu'en déduit-on sur A?

(2) On suppose que tr(AM) = tr(BM) pour toutes les matrices
M € Mp(R). Que peut-on dire de Aet B?

Solution : (1) Ecrivons A = (aj;), 'A = (bjj) et AYfA=(cj). On a
bjj = ajj pour tous i, j. Par multiplication des matrices,

n
Cij = E a,-kbkj .
k=1

Par suite,

tr(AtA) = zn: zn: aijby; = zn: zn: a,?k .

i=1 k=1 i=1 k=1
Donc tr(A*A) = 0 si et seulement si aj = 0 pour tout i et tout k,
et donc si et seulement si A = 0 est la matrice nulle.
(2) Soient ip, jo quelconques fixés. Ecrivons A = (aj;), B = (bj;) et
notons M(6);,, la matrice dont les coefficents \j; vérifient A\jj, =1
et \jj = 0 sinon. Ecrivons AM(6);,j, = (cij) et BM(6)irjo = (dij)-



Alors cjj = >} aikAkj, et donc

0 sij#Jo
diip S1J =Jo -
De méme, djj = > ;_; bikkj, et donc
di — 0 sij#Jjo
i = T
b,','0 Sl J=Jo -

Par suite, tr(AM(6)ij,) = tr(BM(d)jy),) Si et seulement si
ajoi, = bjoip- Si tr(AM) = tr(BM) pour toutes les matrices
M € Mp(R) alors, en particulier,

tr(AM(é)io.io) = tr(BM((s)iojo)

pour tous ip, jo. Comme iy et jy sont quelconques, on voit que
tr(AM) = tr(BM) pour toutes les matrices M € Mp(R) si et
seulement si A = B. O
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Fin du chapitre 2
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