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Introduction

L’idée dans ce polycopié est de produire une histoire continue de la dérivation
des fonctions de R dans R aux applications entre patatoides. L’idée qui, je ’espere,
ressortira de ce polycopié est qu’on raconte finalement toujours la méme histoire
construite autour des mémes grands principes, et qu’il suffit souvent de regarder les
choses un peu autrement, avec un peu de recul, pour découvrir qu’elles s’étendent
facilement aux nouvelles configurations rencontrées.

Du coup, le polycopié prend les choses trés a la base, pour les fonctions de
R dans R, pour aboutir a la différentiation sur les variétés en passant par les ap-
plications de plusieurs variables réelles et les applications entre espaces vectoriels
normés, de la premiere année de Licence donc, a la premiere année de Master.

Paris, le 16 Novembre 2022






CHAPITRE 1

Calcul différentiel en une variable réelle

On s’intéresse dans cette partie aux fonctions de R dans R. Par fonction de R
dans R on entend une fonction définie sur un intervalle I, ou un sous ensemble D
de R, et a valeurs dans R, a savoir qui prend ses valeurs dans R.

1. Suites réelles

Une suite réelle est une famille de réels indéxée par N. On a donc un premier
élément, souvent commencant & 0 ou 1, puis un second, puis un troisieme etc. Une
suite réelle est donc une famille (z,,) de réels avec n € N, oun € N*, oun € N et
n > 2 etc. La question intéressante pour les suites est leur comportement & 'infini,
donc lorsque n — 400, puisque lorsqu’on coupe une suite au dela d'un N € N on
ne se retrouve finalement qu’avec un nombre fini de points sans grand intérét.

DEFINITION 1.1. Soit (x,) une suite réelle et soit £ € R. On dit que (z,) a
pour limite £ lorsque n — +00 $i

Ve >0,INeN /Vn>N, |z, — ¢ <c.
On écrit alors ngrfw r, = £ ou encore x, — £ lorsque n — +o0o. Une suite qui
possede une limite finie est dite convergente.
L’unicité de la limite lorsqu’elle existe est donnée par le théoreme suivant.
THEOREME 1.1. La limite, lorsqu’elle existe, est unique.
DEMONSTRATION. Supposons qu'une suite (x,,) ait deux limites £ et ¢'. Alors
Ve >0,INeN /V¥n> N,|z, —{| <e
Ve >0,IN'eN /Vn> N' |z, — V| <e
On fixe € > 0 quelconque. Soit n tel que n > max(N, N’). Alors |z, — | < € et
|z, — ¢'| < e. Donc
W—0|=10—xp+xH — V|
<|zp =l + |z — |
< 2.

On a ainsi montré que |[¢ — ¢'| < 2e. Comme ¢ > 0 est quelconque, nécessairement
¢ = (. Le théoreme est démontré. O

Une suite (z,,) n’a pas forcément de limite, c’est le cas par exemple lorsque
Zn = (—1)™ pour tout n. Par ailleurs, une suite (z,) peut avoir une limite infinie.
On dit que (x,,) a pour limite +oo lorsque n — 400 si

VA>0,ANeN/Vn>N,z, > A .

9



10 1. CALCUL DIFFERENTIEL EN UNE VARIABLE REELLE

On dit que (z,) a pour limite —oo lorsque n — +o0 si
VA< 0,INeN /VYn>N,z, < A .

Des opérations sur les limites des suites convergentes sont données par le résultat
suivant. Elles se généralisent aux limites infinies des lors qu’on ne rencontre pas les
opérations interdites 0 x oo, 0o — 0o etc.

LEMME 1.1. Soient (x,) et (yn) deuz suites réelles convergentes et A € R.
Alors (Axy), (zn + Yn) et (xnyn) sont convergentes et

lim (Az,) =X lim =z
n~>+oo( n) n——+oo no

(Tt ym) = g on

lim
n—-4oo Yn s

lim (x, X = lim =z, x lim .
n—>+oo( n yn) n—-+oo n n—)-‘rooyn

De méme, si lim x, # 0, alors
n—-+00

. 1 1
lim —=—-—
n—-+oo T, lim z,
n—-+oo

et xn, # 0 pour n grand.

DEMONSTRATION. On va se limiter & démontrer deux affirmations: dune part
que .y, — xy si z, = T et y, — y, et d’autre part qu’il existe ng € N tel que
Ty, # 0 pour tout n > ng si x # 0 et x,, — x. Supposons donc que x,, — T et
Yn — y lorsque n — +o00. On écrit que

|Inyn - Iy| = |(In - x)yn + x(yn - y)|
< |£L'n—£L'| X ‘yn|+|x‘ X |yn_y| .
Par hypotheses,
Ve>0,INeN/V¥n> N, |z, —z|<e¢
Ve>0,3N'eN /Vn> N |y, —y|<e.

En prenant ¢ = 1 on obtient qu’il existe Ny = N tel que |y,| < |y| + 1 pour tout
n > Np. On fixe maintenant € > 0 quelconque. Soit N; = max(Ny, N, N’). Alors

|Znyn — xy| < (ly| + 1)e + [z]e
< (lzl+lyl+1)e
pour tout m > Nj. Donc, pour tout € > 0, il existe N; tel que pour tout n > Ny,

|Znyn — zy| < (|| + |y| + 1) €, et comme € > 0 est quelconque, on a en fait montré
que

Ve > 0,dN; € N / Vn > Ny, |znyn — xy| < € .

D’ou la convergence de (z,yy) vers xy si x, — x et y, — y lorsque n — —+oo.

On montre maintenant que si x,, — = lorsque n — 400 et si  # 0, alors il
existe ng € N tel que z,, # 0 pour tout n > ng. On reprend la phrase de convergence
de () vers z. On choisit € = §|z|. Il existe alors ng = N tel que pour tout n > ng,
|2, — x| < %|z|. Or |z, — 2| > |2| — |2,]. Donc |z,| > |z — %]z = L|z| > 0 pour
tout n > ng. D’ou I'affirmation.
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En couplant les propriétés du lemme, si lim x, # 0, alors
n—-+o0o

lim
. Yn n—+00 Yn
lim —=—"—.
n—+oo X, lim =z,
n—-+4oo

On verra plus loin qu’on a aussi

lim f(z,) f< lim :cn)

n—-+4oo n—-+oo

des que f est continue, ce qui permet, avec le lemme, de “calculer” les limites
d’expressions comme z,, = x,y2 sin(x,, + 2y,) par exemple. Un résultat trés utile
est donné par le théoreme des gendarmes qui suit.

THEOREME 1.2 (Théoréme des gendarmes). Soient (xy,), (yn) et (z,) trois
suites réelles. On suppose qu’il existe ng € N tel que x,, < y, < z, pour tout
n > ng. On suppose que (x,) et (z,) convergent et on méme limite £. Alors (yn)
converge et lim vy, = £.

n—-+oo

DEMONSTRATION. Par hypotheéses
Ve >0,IN €N /Vn > N,|z, —{| <¢
Ve >0,IN"eN /Vn > N' |z, — | <e.
On fixe € > 0 quelconque. Soit N = max(N, N’). Alors
T, >l—cetz, <l+e

pour n > N. Comme Tp < yp < zp pour m > mng on obtient en posant N =
max(N, N’,ng) que ¢ — e <y, < £+ € pour tout n > N. On a ainsi montré que

Ve>0,3NeN/Vn> N, |y, — 4| <e

et donc que (y,) est convergente avec lim gy, = £. O
n—-+oo

Le théoréme sui suit est trés important. On dit d’une suite (z,) qu’elle est
majorée s’il existe M € R tel que z,, < M pour tout n, et qu’elle est minorée s’il
existe M € R tel que x,, > M pour tout n.

THEOREME 1.3. Soit (z,) une suite réelle. (1) On suppose que (x,,) est crois-

sante a partir d’un certain rang, @ savoiwr qu’il existe ng € N tel que x, < Tp41
pour tout n > ng. Alors (z,,) a une limite lorsque n — 400 qui est soit finie soit
égale a +o0o. Cette limite est finie, et la suite (x,,) est convergente, si et seulement
st (xy,) est majorée.
(2) On suppose que (x,,) est décroissante a partir d’un certain rang, a savoir qu’il
existe ng € N tel que z,, > x,41 pour tout n > ng. Alors (x,,) a une limite lorsque
n — 400 qui est soit finie soit égale & —oo. Cette limite est finie, et la suite (xy,)
est convergente, si et seulement si (x,) est minorée.

DEMONSTRATION. II suffit de montrer (1) car on passe de (2) a (1) en con-
sidérant (—x,) au lieu de (x,). Soit donc (x,) une suite croissante & partir d’un
certain rang ng. Si (x,) n’est pas majorée alors VA > 0, IN > ng tel que z,, > A
car sinon il existe A > 0 tel que z,, < A pour tout N > ng et (z,) est donc majorée
par

M(ng, A) = max( max ) ||, A) .

1=0,...,n0—
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Par croissance de la suite a partir du rang ny on obtient ainsi que
VYA >0,3N /Vn> Nz, > A,
ce qui signifie précisément que x,, — +oo lorsque n — +o0o. Donc

(zp) non majorée = lim x, = +oo . (1.1)
n—-+oo

Supposons maintenant que (x,) converge vers £ € R. Par croissance de (z,) on
a forcément qu’il existe IV tel que x, < £ pour tout n > N. Sinon on aurait en
effet que pour tout IV, il existe n > N tel que z,, > £. Mais alors, par croissance a
partir du rang ng, en prenant N = ng, on obtiendrait 'existence de n; > N avec
Ty > Xp, > ¢ pour tout n > ny. Mais il est alors impossible d’avoir que z, — ¢
lorsque n — +o00. Donc, effectivement, a partir d’un certain rang N, z,, < £. En
particulier, (z,) est bornée par une constante du type M(N,¢) comme ci-dessus.
Donc:

Si (x,,) converge, alors (x,) est majorée. (1.2)

Réciproquement, supposons que (z,,) est majorée. On considere S = {x,,,n > ng}.
Alors § est majoré, donc a une borne supérieure. On note £ = sup S la borne
supérieure de S, donc le plus petit des majorants de S. Alors

(i) Vn > ng, z, < £,
(ii) VE>O,3NZTLO/$N>€—E.

Soit € > 0 fixé quelconque. Soit N donné par (ii). Par croissance de (z,), z, > {—¢
pour tout n > N. Et par (i) on obtient que ¢ — ¢ < x,, < £ pour tout n > N. Or
¢ —¢e <z, </{implique que |z, — ¢| < e. Donc, comme € > 0 est quelconque, on a
montré que

Ve >0,INeN /VYn> N, |z, — ¥ <e.
Il s’ensuit que:

Si (x,,) est majorée, alors (z,) converge. (1.3)
En combinant (1.1)-(1.3) on voit donc que (z,,) a toujours une limite, qui est soit
finie soit égale & +00, et que cette limite est finie, et la suite (z,) convergente, si
et seulement si (z,,) est majorée. D’ol le théoréme. O

La notion de sous suite d’une suite est trés importante. Soit (x,) une suite
réelle. Une sous suite de (z,,) est une sélection des x,, que 'on réordonne en un ler
élément, un second etc. La définition formelle est donnée par le théoreme suivant.

DEFINITION 1.2. Soit (z,,) une suite réelle. Une sous suite de (x,) est une
suite qui s’écrit (xyny) ot @ : N — N est strictement croissante.

Plus visuellement:

x1 X2 €3 T4 X5 Te T xs X9
T X2 T3 x4 X5 2 o A ) T9
T Te() Te2) T Te@) T T Te@d) Te((s)

On montre facilement par récurrence que si ¢ : N — N est strictement croissante,
alors p(n) > n pour tout n (puisque dans N, m >n < m >n+1).

THEOREME 1.4. Toute sous suite d’une suite convergente est convergente et a
meéme limite.
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DEMONSTRATION. Soient (z,,) une suite convergente, £ sa limite, et ¢ : N — N
une application strictement croissante de N dans N. Par hypothese,

Ve>0,3NeN/Vn> N, |o, — 4 <c.

Comme ¢ est strictement croissante, ¢(n) > n pour tout n (voir la remarque ci-
dessus). Donc

Ve>0,IN €N /Vn> N, |z, — £ <e¢

et ainsi (z,(,)) est convergente et lim x,¢,) = £. Le théoreme est démontré. [
n—-+oo

Le théoreme qui suit est extrémement important. C’est un théoreme dit de
“compacité” qui exprime en fait que les intervalles fermés bornés de R sont des
compacts de R.

THEOREME 1.5 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Toute suite réelle bornée
posséde une sous suite convergente.

DEMONSTRATION. Soit (x,,) une suite réelle bornée. Pour n € N on note

Yn = SUP Tp
p=n
la borne supérieure de l’ensemble des x, pour p > n, donc de N,, = {z, / p > n}.
Comme (x,,) est borné, ’ensemble N,, est borné et il posséde donc bien une borne
supérieure. Comme N, 11 C N,, on a que yp+1 < yn. Donc la suite (y,) est
décroisante. Comme elle est aussi manifestement bornée, et donc minorée, elle est
convergente. Il existe donc ¢ € R tel que
lim y,=/¢.

n—-+4oo

Par définition de la borne supérieure:
(i) Vp = n, 2 <y
(i) Ve>0,Ip>n/xp >y, — €.

La premiere condition exprime que ¥, est un majorant de IV,,. La seconde qu’il n’y
a pas de majorant de N,, qui soit strictement plus petit que y,. Avec (i) et (ii),
Yn est donc le plus petit des majorants de N, ce qui est précisément la définition
de la borne supérieure. On construit maintenant, par récurrence, une application
¢ : N = N strictement croissante vérifiant pour tout n > 1,

1
|ytp(’l’b) - JCLp(n)| < E . (14)

La construction de (1) ne pose pas vraiment de probléme. Avecn =1 et e =1
on obtient & partir de (i) et (i) qu’il existe p > 1 tel que y1 —1 < z, < 1. On
pose ¢(1) = p. Par défintion de y,, x, < y,. Par ailleurs, (y,) étant décroissante,
Y1 > yYp. Donc y,—1 <z, < y, et ainsi, on a bien que |y,(1) —2,(1)| < 1. Supposons
maintenant ¢(1),...,p(k) construits avec donc p(1) < --- < (k) et (1.4) vérifiée
pour tout n = 1,...,k. Onpose n = p(k)+1et e =1/(k+1). Avec (i)-(ii) il
existe p > @(k) + 1 tel que

1
Yok)+1 ~ 177 < Tp S Yo(k)+1 -

+1
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On pose p(k + 1) = p. Alors p(k + 1) > ¢(k) et par définition de y,, on a que
To(kt1) < Yp(kt1)- Par ailleurs, comme (y,) est décroissante, Yo r+1) < Yo(k)+1-
Ainsi )

Yo(kt1) = 7777 < Tolkt1) S Yp(kt1)

et donc, en particulier, (1.4) est vérifié pour n = k + 1. On a donc bien construit,
¢ par récurrence. La suite (y,) étant convergente, la suite (y,(n)) l'est aussi,
puisque toute sous suite d’une suite est convergente. Avec (1.4) et le théoreme
1.2 des “gendarmes” on en déduit que (z,(,)) est convergente. Le théoreme est
démontré. O

Une des conséquences de ce théoreme est qu'une suite bornée qui ne converge
pas, ne converge pas “moralement” non pas parce qu’il est impossible de lui trouver
des limites mais parce que, en un certain sens (celui des sous suites), “elle en a trop”.
Une suite bornée qui ne converge pas aura forcément au moins deux sous suites
convergentes de la suite mais avec des limites différentes. Pour le voir supposons
que (x,) est bornée mais ne converge pas. Comme elle est bornée, elle a une sous
suite convergente. Soit ¢ la limite de cette sous suite. Par hypothese, (x,) ne
converge pas vers {. Donc

Je>0/VNeN,In> N avec |z, — €] > €. (1.5)

A partir de cette formulation on fabrique facilement une sous suite (z,,)) de (2,)

qui vérifie que |z, — £| > ¢ pour tout n. On pose N =1 et on pose p(1) = n donné

par (1.5) avec N = 1. Une fois ¢(1),...,¢(k) construits, on prend N = @(k) +1 et

on pose ¢(k + 1) = n donné par (1.5) avec N = ¢(k) + 1. On donc bien construit

(p(n)). Cette suite est bornée tout comme (x,,) I'était. Elle possede donc une sous

suite convergente (&, (y(n))). Une sous suite d'une sous suite est une sous suite. Si
lm  Zo(u(n) =

n——+oo
alors £' # £ puisque |2,y (n)) —£| > € pour tout n implique que [¢' —¢| > . Ainsi, si
(z,,) bornée ne converge pas, alors il existe au moins deux sous suites convergentes
de () qui ont des limites différentes. Un exemple tres simple: le cas de la suite des
(—=1)™ qui a deux sous suites (choix des n pairs et choix des n impairs) convergeant
chacune vers deux limites différentes —1 et +1.

REMARQUE 1.1. Une autre formulation de ce que l'on vient de dire fait inter-
venir la notion de valeur d’adhérence. On dira que x € R est valeur d’adhérence
d’une suite (xy,) s’il existe une sous suite (x,(n)) de (r,) avec

lim =z =x.
nostoo p(n)

Soit (x,,) une suite bornée. Si elle converge elle a une unique valeur d’adhérence
puisque toute sous suite d’une suite convergente est convergente et a méme limite.
On vient de montrer la réciproque. Donc: une suite bornée (x,) converge si et
seulement si elle a une unique valeur d’adhérence.

Il manque a cette section la notion de suite de Cauchy, que nous abordons
maintenant. Une suite de Cauchy est une suite qui s’écrase sur elle-méme.

DEFINITION 1.3. Soit (z,,) une suite réelle. On dit que (x,) est de Cauchy si
Ve > 0,IN € N / Vp,q > N,|z, — 24| <€ .
On écrira ausst que Ve > 0,IN € N / Vn > N,Vp > 0, |Tptp — Tn| < € .
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Il est facile de voir qu’une suite convergente est nécessairement une suite de
Cauchy. La réciproque n’est pas toujours vraie, mais elle I'est dans R. C’est l'objet
du théoreme qui suit.

THEOREME 1.6. Soit (z,) une suite réelle. Alors (z,) est convergente si et
seulement si elle est de Cauchy.

DEMONSTRATION. 11 est tout d’abord facile de vérifier que si (z,,) est conver-
gente, alors elle est de Cauchy. Supposons que

Ve>0,INeN /Vn> N, |z, — | <e
pour £ € R. En remarquant que
|7p — g = |(zp — ) + (. — 2q)|
S|$p—l'|+|l'q—]}|7

on obtient que pour tout € > 0 il existe IV tel que pour tous p,q > N, |z, — 4| < 2¢.
Comme ¢ > 0 est quelconque on a bien montré que

Ve >0,AN € N/ Vp,g > N, |z, —z4| < €,

et donc que (z,,) est une suite de Cauchy. La réciproque se déduit facilement du
théoreme de Bolzano-Weierstrass. Si (z,) est de Cauchy, en prenant ¢ = 1 et
g = N dans la phrase des suites de Cauchy on obtient que |z,| < |zn|+ 1 pour
tout p > N. Donc (z,) est bornée. Mais si (z,,) est bornée alors, avec le théoreme
de Bolzano-Weierstrass, il existe une sous suite (z,(,)) de (z,) qui converge. Soit
¢ sa limite. Alors

Ve >0,IN' e N /Vn > N, |z,m) — € <e.

On a ¢(n) > n pour tout n. Soit € > 0 fixé quelconque. Pour tout n > N,
[Ty — Ty(n)| < €. On pose N = max(N, N'). Alors

|xn - w‘ = |($n - xap(n)) + (37<p(n) - CL‘)|
< |$n - -rap(n)| + |xtp(n) - l‘|
< 2¢

pour tout n > N. Comme £ > 0 est quelconque, on a montré que
Ve>0,3NeN /Vn>N, |z, -] <e

Donc (z,,) est convergente. Le théoréme est démontré. ]

Ce théoréeme est tres utile et la théorie des séries est d’ailleurs basée sur ce
résultat. Le point fondamental ici est, qu’en dehors d’utiliser la croissance ou la
décroissance, il était jusque la impossible de montrer qu'une suite converge sans
avoir a deviner sa limite pour vérifier ensuite que la phrase de convergence vers
cette limite est vraie. Avec ce théoréme on a maintenant un autre outil qui ne
nécessite pas la connaissance de la limite: montrer que la suite est de Cauchy.
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2. Limites des fonctions

Par définition la limite des fonctions s’entend “par valeurs différentes”. Si
D C R on notera D le sous ensemble de R constitué des € R qui sont limites
d’une suite de points de D. Par exemple, si D =]a,b[ alors D = [a,b]. On a bien
stir toujours D C D (si € D, alors z est limite de la suite constante z,, = x pour

tout n, qui est bien une suite de points de D).

DEFINITION 1.4. Soit D C R un sous ensemble de R et f : D — R une fonction
réelle définie sur D. Soit a € D un point de D et soit £ € R un réel. On dit que f
admet £ pour limite lorsque x tend vers a si

Ve>0,In>0/VeeDx#a,lxv—al <n=|flx)—{ <e.

On écrit alors lim f(z) = (.
Tr—a

Il se peut tres bien dans cette définition que a soit & une des bornes de D, par
exemple si D = [a,b] avec b > a ou D = [¢,a] avec ¢ < a, auquel cas la limite telle
que définie ci-dessus renvoie en fait a la notion de limite & droite ou de limite a
gauche. Il se pourrait aussi trés bien qu’il n’y ait pas de x # a proche de a qui soit
dans D, par exemple si D = [0,1](J{2} et a = 2. Dans ce cas la définition est vide
et 'on s’abstient de parler de limite en a. Dans la plupart des cas étudiés, D est
un intervalle, ou une union d’intervalles, et cette situation étrange ne se rencontre
pas. A noter: la double condition = # a et |z —a| < n s’écrira aussi 0 < |z —a| < 7,
une formulation que l'on trouvera dans plusieurs ouvrages.

THEOREME 1.7. La limite, lorsqu’elle existe, est unique.

DEMONSTRATION. Supposons qu’une fonction f ait deux limites £ et £’ lorsque
x — a. Alors
Ve>0,In>0/VeeD,x#a,Jr—a <n=|flx)—¢ <e
Ve> 0,3 >0 /Voe e D,z #a,|lv—al<n = |flz) -] <e
On fixe € > 0 quelconque. Soit x € D, x # a, tel que |z — a| < min(n,n’). Alors
|f(z) — ¢ <eet]|f(x)—¢]|<e. Donc
(=] == f(z)+ f(z) = 1|

<|f(x) =+ [f(z) = 0|
< 2e.

On a ainsi montré que [¢ — ¢'| < 2e. Comme € > 0 est quelconque, nécessairement
¢’ = (. Le théoreme est démontré. O

La encore un parle de limites finies, mais on peut tres bien définir les limites
infinies, et méme les limites lorsque x tend vers —oo ou alors vers +o0o. Cela donne
les phrases suivantes pour les limites infinies en un a € D,

lim f(x) = —-c0siVA<0,In>0/VeeD,x#a,|lt—al<n= flz)< A

Tr—a

lim f(x) =40c0siVA>0,In>0/VeeD,x#a,|lt—a|<n= flz)> A

r—a
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les phrases suivantes pour les limites en —oo,
lim f(z)=-00siVA<0,AB<0/VzeD,xa<B= f(z)<A
r—r—00

EI}l f(x) =400siVA>0,AB<0/VzeD,x<B= f(z)>A
lim f(z)=4siVe>0,3B<0/VzeD,x<B=|f(z)—{ <e

r—r—00
ou ¢ € R, et les phrases suivantes pour les limites en +oco,
lim f(z)=-00siVA<0,3B>0/VexeD,z>B= f(z)<A

T—+00
liril (£) =+00siVA>0,3B>0/VeeD,x>B= f(z) > A
T—>+00
Erf (x)=4siV¥e>0,3B>0/Ve e D,z >B=|f(z)—{ <e

toujours avec £ € R. Soit D} I’ensemble des x de D qui sont tels que > a et D
I’ensemble des z de D qui sont tels que z < a. En remplagant D par D} dans les
phrases mathématiques des limites en a on obtient la notion de limite a droite en
a. En remplagant D par D, dans les phrases mathématiques des limites en a on
obtient la notion de limite & gauche en a. On écrit souvent

lim f(xz)et lim f(x)
z—at T—a~
pour les limites a droite et les limites a gauche.

LeEMME 1.2 (Limites, limites & droite, limites & gauche). Soit f : D — R
une fonction et a € D un point intérieur a D au sens ot il existe n > 0 tel que
la —n,a+n[C D. Alors f admet une limite £ en a si et seulement si elle admet
une limite a gauche en a, une limite a droite en a et ces deux limites a gauche et
a droite sont égales a £.

DEMONSTRATION. On se restreint au cas ou £ € R, mais le lemme reste vrai
pour ¢ = H+o0. Tout d’abord, qui peut le plus peut le moins. Il est donc clair que
si f a une limite £ en a alors elle a aussi des limites & gauche et & droite en a qui
valent toutes deux ¢. Réciproquement, supposons que f a des limites a gauche et
a droite en a qui sont égales. Soit ¢ cette valeur commune. On a donc

Ve>0,In>0/Vee D, ,x#a,|lxv—al<n=|flx)—{ <e
Ve>0,3n >0 /Vexe Dfz#a,|lzv—a|<n =|f(z) -4 <e.
En posant 7" = min(n,n") on obtient que
Ve >0, >0 /Vze D,z #a,lx—al<n’"=|fx) -4 <e,
soit donc que f a une limite en a qui vaut ¢. Le lemme est démontré. ([l
THEOREME 1.8. Soit D C R un sous ensemble de R et f : D — R une fonction
réelle définie sur D. Soit a € D un point de D. La fonction f admet une limite

lorsque x tend vers a si et seulement si pour toute suite (x,) de point de D\{a}
qui tend vers a lorsque n — +00, la suite des f(xy,) a une limite lorsque n — +00.

DEMONSTRATION. La premiere chose qui surprend dans cet énoncé est qu’on
ne demande pas une valeur commune aux limites des f(z,). On va tout de suite
régler ce petit probléme: si pour toute suite (z,) de point de D\{a} qui tend vers
a, la suite des f(z,) a une limite lorsque n — 400, alors ces suites (f(x,)) ont
toutes la méme limite. Considérons en effet deux suites (z,,) et (y,) de points de



18 1. CALCUL DIFFERENTIEL EN UNE VARIABLE REELLE

D\{a} qui tendent toutes deux vers a lorsque n — +00. Soit (z,) la suite définie
par zo, = &, et za2p,4+1 = Yn. On montre sans grande difficulté que les z,, sont dans
D\{a} et surtout que z, — a lorsque n — 4o00. Mais donc la suite des f(z,) a
une limite. Or les suites des f(x,) et f(y,) sont des sous suites de cette suite. Ces
trois suites ont donc la méme limite. En particulier la limites des f(z,) est égale &
la limite des f(y,). On passe maintenant & la preuve du résultat proprement dite.
Par “emboitement” (“rentrer” une relation dans une autre) il est aisé de montrer
que si la fonction f admet une limite lorsque = tend vers a alors pour toute suite
(2,) de point de D\{a} qui tend vers a lorsque n — 400, la suite des f(x,) a une
limite lorsque n — 400 qui vaut précisément la limite de f lorsque x tends vers
a. Réciproquement on suppose que pour toute suite (z,,) de point de D\{a} qui
tend vers a lorsque n — +00, la suite des f(z,,) a une limite lorsque n — 4+00. La
limite des f(z,) est toujours la méme comme on vient de le voir. Supposons cette
limite réelle pour fixer les idées. Soit ¢ cette limite. On montre que f(x) tend vers
£ lorsque x tend vers a. On raisonne par 'absurde et on suppose que f(x) n’a pas
£ pour limite (ou méme pas de limite du tout) lorsque z — a. Alors:

Jeg >0/ Vn >0, 3z € D\{a} avec |x —a| <net|f(x)—¥¢ >ep .

En posant n = 1/n pour n € N* on fabrique une suite (z,,) de points de D\{a} qui
est telle que |z, —a| < L et |f(z,) — | > &y pour tout n > 1. La premiére inégalité
donne par théoreme des gendarmes que x,, — a lorsque n — +o00. On devrait ainsi
avoir que f(z,) — ¢ lorsque n — 400, ce qui est rendu impossible par la seconde
inégalité. Une contradiction. Ce qui prouve le théoreme. ([

3. Continuité

On aborde maintenant la définition de la continuité d’une fonction en un point.
Intuitivement la continuité d’une fonction réelle sur un intervalle signifie que 1’on
peut tracer le graphe de cette fonction “sans lever la main”.

DEFINITION 1.5. Soit D C R un sous ensemble de R et f : D — R une fonction
réelle définie sur D. Soit a € D un point de D. On dit que f est continue au point
a si l'une des trois conditions équivalentes suivantes est vérifiée:

(i) lim f(x) = f(a)
(it) Ve >0,3In >0 / Ve € D, |z —a| <n = |f(z)— fla)|<e,

(iii) pour toute suite (x,), de points de D vérifiant que lir+n T, = a, on a
n—-+0oo

forcément que lim f(z,) = f(a).
n—-+oo
On dit que [ est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D.

La limite dans (i) s’entend pour les © € D, le domaine de définition de la
fonction (il est toujours sous entendu que la fonction est inconnue et non définie
en dehors de son domaine de définition D méme si, dans les faits, il peut arriver
qu’on la connaisse en dehors de D, par exemple parce qu’elle provient d’une formule
explicite). Dans le cas ou D = [a, b] cette définition inclue les notions de continuité
a droite en a et de continuité a gauche en b.

PREUVE DE L’EQUIVALENCE DE (I)-(III) DANS LA DEFINITION. Le point (ii) est
la traduction mathématique exacte du point (i). Par définition (i) et (ii) sont
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équivalents. Pour I’équivalence de (i) et (iii) on procede comme dans la preuve du
Théoreme 1.8. On répete les arguments car ils sont importants.

Montrons maintenant I’équivalence de (i) et (iii). Il est déja clair que (i) =
(iil). Supposons en effet (i) et soit (z,,) une suite de points de D qui converge vers
a. Alors (x,,) est aussi proche que 'on veut de a pourvu que n soit suffisamment
grand tandis que f(x) est aussi proche que l'on veut de f(a) pourvu que x soit
suffisamment proche de a. On en déduit facilement que f(z,,) est aussi proche que
lon veut de f(a) pourvu que n soit suffisamment grand. D’ou Paffirmation que (i)
implique (iii).

Réciproquement supposons (iii) et montrons (i). Comme (i) et (ii) sont en
fait équivalentes, on peut se “borner” & montrer que (iii) = (ii). Pour cela on va
raisonner par ’absurde. On suppose donc a la fois (iii) et le contraire de (ii), &
savoir:

Je >0 /Vn>0,3x € D vérifiant |z —a| <n et |f(z) — fla)] > €.

On se donne une suite (g,) de réels strictement positifs qui tend vers 0 lorsque
n — 4o00. Pour tout n on pose n = &,. On obtient alors une suite (x,) de points
de D qui vérifie

|f(zn) = fla)| 2 €,

pour tout n € N. La premiere de ces deux relations entraine que

{O<|mn—a|<sn,

lim z,=a.
n—-+oo

En ayant supposé (iii) cela implique que

n—-+o0o

Mais cette derniere affirmation est en désaccord total avec la seconde équation du
systéme précédent. D’oll une contradiction et on a bien que (iii) = (ii). Les trois
affirmations de la définition sont bien équivalentes. ([

[7 N [/ Graphe d'une fonction de IR dans IR. La continuité
FE (E%) exprime le fait que ce graphe peut étre trace sans lever la
AT h main.

Le théoreme suivant portera le nom de théoreme général sur la continuité.

THEOREME 1.9 (Théoréme général sur la continuité). Si f et g sont continues
en un point a, alors f + g et fg sont continues en a. Si de plus g(a) # 0 alors
g(z) # 0 pour x proche de a et L est continue en a. Si par ailleurs f est continue en
a et g est continue en f(a), alors go f est continue en a. Pour finir, les fonctions
polynémes, cos, sin, tan, exp, In sont continues la ot elles sont définies.
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DEMONSTRATION. Que f + g et fg soient continues en a si f et g le sont suit
facilement du point (iii) de la Définition 1.5 et du Lemme 1.1. Si g(a) # 0, et
g est continue au point a, il existe forcément n > 0 tel que g(x) # 0 pour tout
x € DgNja —n,a + n[, o Dy est le domaine de définition de g. Deux approches
pour démontrer cette affirmation sont possible. Par ’absurde, on fabriquerait sinon
une sous suite (z,(n)) de () qui converge vers a et pour laquelle g(x,,,)) = 0
pour tout n. Par passage a la limite n — +00 et continuité de g on devrait alors
avoir g(a) = 0. On peut sinon procéder par voie directe. Par continuité de g en a,

Ve>0,In>0/Vz e Dy, |z —a| <n = |g(z)—gla)| <e.

Comme g(a) # 0 on peut choisir £ = %|g(a)l. On obtient alors un n > 0 tel
que pour tout z € Dy vérifiant que |z —a| < 7, |g(z) — g(a)| < %[g(a)l]. Or
lg(x) — g(a)| > |g(a)| — |g(z)| et donc, pour tout x € D, vérifiant que |z — a| < 7,
l9(x)| > |g(a)|—3|g9(a)| = 3]g(a)| > 0. D’oli affirmation faite un peu plus haut. En
appliquant de nouveau le point (iii) de la Définition 1.5 et le Lemme 1.1, on obtient
la continuité de f/g en a si f et g sont continues en a et g(a) # 0. Pour go f notons
D le domaine de définition de cette composée. Soit (z,) une suite de points de D
convergent vers a. Avec le point (iii) de la Définition 1.5, appliqué a f, f(z,) — f(a)
lorsque n — +o00. En appliquant de nouveau le point (iii) de la Définition 1.5,
g (f(zn)) = g(f(a)) puisque g est continue en f(a). Comme (z,) est quelconque
dans D convergent vers a, ¢’est que, toujours en raison du point (iii) de la Définition
1.5, go f est continue en a. Reste a montrer que les fonctions usuelles sont continues
la ot elle sont définies. Pour les fonctions polynomes la preuve suite du point (iii)
de la Définition 1.5 et du Lemme 1.1. Pour les autres fonctions il faut a chaque
fois trouver un argument spécifique. On se restreint ici a une discussion rapide du
cas des fonctions sinus et cosinus. Pour la fonctions sinus on pourra montrer (en
comparant aires de triangles et aires de secteurs angulaires dans la représentation
circulaire du sinus) que pour tout z €] — /2, 7/2], | sin(x)| < |z|. De 14, on tire du
point (iii) de la Définition 1.5 que sin est continue en 0. Comme cos = /1 — sin?
au voisinage de 0, la fonction cos est elle aussi continue en 0 en vertu de ce que nous
avons démontré plus haut. Reste pour obtenir la continuité des fonctions sinus et
cosinus en un point a quelconque & utiliser les formules trigonométriques

sin(a + z) = sin(z) cos(a) + sin(a) cos(z)

cos(a + x) = cos(a) cos(x) — sin(a) sin(z)

et a utiliser la continuité en 0 que l'on vient de démontrer, le point (iii) de la
Définition 1.5 et le Lemme 1.1. D’ou le théoreme. O

Dans ce théoréeme certains énoncés peuvent présenter des difficultés cachées.
Par exemple il se peut que g o f ne soit au final défini qu’au point a, de sorte que
la question de la continuité de g o f devient tres relative. C’est par exemple le cas
si 'on considere la fonction f définie pour > 0 par f(z) = z|In(z)| si x > 0 et
f(0) = 0. Pour cette fonction Dy = [0, +00[, ou Dy est le domaine de définition de
f, et f est continue en 0 d’apreés notre définition. Si maintenant g est la fonction
définie sur | — o0, 0] par g(z) = zIn(—x) siz < 0 et g(0) = 0, alors D, =] — 00, 0], o1
D, est le domaine de définition de g, et g est continue en 0 d’apres notre définition.
Si l'on regarde g o f cette fonction n’est définie qu’en 0. Une telle configuration
limite ne se produira pas si g est définie sur au moins un intervalle ouvert contenant
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f(a). Dans ce cas, par continuité de f en a, il existe n > 0 pour lequel g o f est
définie sur |a —n,a + 7|

ProroOSITION 1.1. Soient I C R un intervalle de R, f : I — R une fonction
réelle définie et continue sur I, et a < b deuz points de I. On suppose que [ change
de signe en a etb et donc que f(a)f(b) < 0. Il existe alors ¢ €]a, b| tel que f(c) = 0.

DEMONSTRATION. Supposons que f(a) < 0 et f(b) > 0. Notons
J={t€la,b] |Vt €la,t], ft') <0} .

Clairement J est un sous intervalle non vide (a € J) de I. Notons ¢ la borne droite
de J. On a a < ¢ < b puisque

(i) f(a) < 0 et la continuité de f en a entrainent que f < 0 dans un intervalle
du type [a,a + )], et donc [a,a + n] C J,

(ii) f(b) > 0 et la continuité de f en b entrainent que f > 0 dans un intervalle
du type [b—n,b] pour 0 < n < 1.

Par continuité de f en c:
(iii) si f(c) < 0 alors f < 0 dans un intervalle du type [c, ¢+ 7]
(iv) si f(c) > 0 alors f > 0 dans un intervalle du type [c — n, ] .

Dans le premier cas ¢ ne serait pas la borne droite de J car on aurait en fait
[a,c+ ¢] C J. Dans le second cas ¢ ne serait toujours pas la borne droite de J car
cette fois-ci on aurait J C [a, ¢ — €]. Donc, forcément, f(c) = 0. La proposition est
démontrée. O

Il y a cachée derriere cette preuve une notion topologique importante: la con-
nexité (les intervalles de R sont connexes et les connexes de R sont des intervalles).
Le résultat est trivialement faux si on ne suppose plus que I est un intervalle (penser
au graphe de la fonction inverse z — L sur I =] — oo, 0[]0, +00[. Le résultat est
par ailleurs intuitif. Dans le tracé du graphe de f, si on part d’un point (a, f(a))
avec f(a) < 0 pour rejoindre un point (b, f(b)) avec f(b) > 0, et 'il est interdit de
lever la main, alors il faudra bien couper ’axe des x & un moment. A noter: rien
n’interdit de le couper plusieurs fois. La preuve ci-dessus fournit en fait la premiere
abscisse en partant de a o f s’annule. La proposition 1.1 est souvent énoncée sous
la forme suivante, connue sous le nom de théoréeme des valeurs intermédiaires.

THEOREME 1.10 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soient a < b deux
réels et f : [a,b] — R une fonction réelle définie et continue sur [a,b]. Alors f
prend toutes les valeurs entre f(a) et f(b).

DEMONSTRATION. Supposons f(a) < f(b). Si ce n’est pas le cas, on pourra
changer f en —f pour se ramener & cette situation. Si f(a) = f(b) le théoréme
dit juste que f prend la valeur f(a), ce qui est évident. On pourra donc supposer
que f(a) < f(b). Soit d €]f(a), f(b)[ et soit g = f — d. Alors g est continue sur
I, g(a) < 0 et g(b) > 0 de sorte que g(a)g(b) < 0. Donc il existe ¢ €]a, b tel que
g(c) =0, soit f(c) = d. Le théoréme est démontré. O
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Théoréme des valeurs intermédiaires: fest
continue sur [a,b]. Pour tout k dans [f{a) fib)]
il existe ¢ dans [a,b] tel que fic) = k.

Le théoréme des valeurs intermédiaires s’étend facilement au cas ou f :|a, b[— R
est continue, f a une limite s & droite en a, s € RU{+o00}, et une limite ¢ & gauche
en b, t € RU{£oo}. Alors f prend toutes les valeurs strictement comprises entre
s et t. Pour tout sous intervalle [A, B] strictement compris entre s et t on va
effectivement pouvoir trouver des ¢, d €]a, b[ tels que f(c) < A et f(b) > B et on se
ramene alors au Théoreme 1.10.

Le théoréme qui suit explore maintenant les relations entre compacité (ici la
compacité des intervalles fermés bornés de R) et continuité.

THEOREME 1.11. Soient I = [a, b] un intervalle fermé borné de R et f : I — R
une fonction réelle définie et continue sur I. Alors [ est bornée sur I et f admet
un point de mazrimum et un point de minimum sur I.

DEMONSTRATION. Cette fois-ci c’est la notion de compacité qui se cache derriere
ce résultat. Les intervalles fermés bornés de R sont des compacts et donc (en
topologie métrique) des ensembles ayant la propriété que toute suite de points
dans ’ensemble possede une sous suite convergente comme nous ’avons vu avec
le théoreme de Bolzano-Weierstrass. Montrons par exemple que f et majorée et
posséde un point de maximum dans [a, b]. Notons

M = borne sup {f(z),z € [a, b]}

ce qui se note traditionnellement M = sup,c; f(x). Par définition M est le plus
petit des majorants de I’ensemble {f(x), x € [a,b]} C R (et possiblement, & ce stade
de la preuve, on pourrait avoir M = 400). On a alors

(i) Vz € [a,b], f(x) <M
(i) Ve > 0,3z € T avec M —e < f(x) < M si M < +o0
(iii) VR > 0, 3z € I avec f(z) > R si M = +o0.

Prenons une suite (¢,,) de réels strictement positifs qui tend vers 0 lorsque n — +o00.
En prenant € = ¢,, dans le cas (i), et R = L dans le cas (iii), et ce pour tout n,
on obtient immédiatement une suite (x,) de points de I qui vérifie que
li =M.
o S (@)
Comme [ est fermé borné, il existe une sous suite (z,(,)) de (z,) qui est conver-

gente. Notons T sa limite de sorte que lim z,,) = T. Toute sous suite d’'une
n—-+oo

suite convergente étant convergente et de méme limite, on a aussi que

n—-+oo
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Comme f est continue (en particulier en T) on peut écrire (voir la Définition 1.5)
que limy, 1« f(2pn)) = f(T). D'ott f(Z) = M. En particulier M < 400 et, avec
(i), le théoreme est démontré. O

Un autre résultat est fréquemment associé & la compacité: si I = [a,b] est un
intervalle fermé borné de R et f : I — R est une fonction réelle définie et continue
sur I, alors f est en fait uniformément continue sur I, la continuité uniforme sur 1
signifiant que

Ve>0,3n>0/Vo,yel ly—z[<n=I[fy) - flz) <e.
Cette phrase de continuité uniforme est plus forte que la phrase de continuité en
tout = € I puisque, maintenant, dans la continuité uniforme, le  ne dépend que de

¢ et non pas du point z ol l'on regarde la continuité (d’ou la mention uniforme).
Le n est “uniforme” par rapport a x.

COROLLAIRE 1.1. Soient I = [a,b] un intervalle fermé borné deR et f : I — R
une fonction réelle définie et continue sur I. On suppose que f(a) = f(b). Alors
soit il existe ¢ €]a, b un point ot f atteint son minimum, soit il existe d €]a,b] un
point ot f atteint son mazimum, soit les deux.

DEMONSTRATION. Si f est constante la derniére situation est trivialement sat-
isfaite (tous les points de 'intervalle sont & la fois des points de minimum et de
maximum). Supposons que f n’est pas constante. D’apreés le Théoréme 1.11 il
existe ¢, d € [a, b] tels que

fle) = iréfl’f(ac) et f(d) =sup f(z) .

xzel
On ne peut avoir simultanément c,d € {a,b} puisque f(a) = f(b) et f n’est pas
constante. Donc soit ¢ € {a,b} et alors d €]a, b|, soit d € {a, b} et alors ¢ €]a, b,
soit encore ¢, d €]a, b[. D’ou le corollaire. O

4. Dérivée premiere

La dérivée d’une fonction en un point, lorsqu’elle existe, est la limite finie du
taux d’accroissement de la fonction en ce point. Elle s’interprete géométriquement
comme le coefficient directeur de la tangente au graphe de f en ce point.

DEFINITION 1.6. Soient I =|a,b[ un intervalle ouvert de R, ¢ €]a,b[ un point
de I, et f: I — R une fonction réelle définie sur I. On dit que f est dérivable au
point ¢ si le quotient

o) - 10 =1
T —c
admet une limite lorsque x tend vers c. Lorsque cette limite existe elle et bien sir

unique, on la note f'(c) et on dit que f'(c) est la dérivée de f en c. La fonction f
est dite dérivable sur I lorsqu’elle est dérivable en tout point de I.

L’écriture mathématique de la limite de la définition est la suivante:
F@ =10 piol<e. (1)

T —c
Une fonction dérivable en un point est forcément continue en ce point. C’est ’objet
du théoreme suivant. L’idée est que si le taux d’accroissement a une limite, comme
le dénominateur tend vers zéro, focément le numérateur tend lui aussi vers zéro.
Par suite lim f(x) = f(c) et f est donc continue en c.

Tr—rcC

Ve>0,In>0/Ve e I\{c}, |z —¢c|<n =
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THEOREME 1.12. Si une fonction est dérivable en un point, alors elle est con-
tinue en ce point.

DEMONSTRATION. On utilise (1.6). Soit € > 0 fixé quelconque. 11 existe alors
1 > 0 tel que pour tout = € I\{c},

[f(2) = Fl <If' () x |z — | + |z — ]

des que 0 < |z — ¢| < n. On pose

. . € 1
= min — .
! GRS,
Pour tout x € I\{c} tel que |z — ¢| < / on a alors que |f(x) — f(c)| < 2¢, et on

peut réintégrer x = ¢ puisque clairement 0 < 2¢. Comme ¢ > 0 est quelconque, on
a obtenu la phrase de continuité de f en c. Le théoréme est démontré. ([l

Tangente en a: Si fest dérivable en a, ['équation

C:y=£x) y = f'fa)(x-a)+fla)
— est l'equation d'une droite (en bleue sur la figure)
/ ’ appelée tangente a la courbe C (en rouge sur la figure)
— > de fen a.

Tout comme pour les fonctions continues, il y a un théoreme général pour les
fonctions dérivables.

THEOREME 1.13 (Théoréme général sur la dérivabilité). Si f et g sont dérivables
en un point c, alors f 4+ g et fg sont dérivables en c et

(f+9) () =F'(e)+g'(c), (f9) () = ['(e)g(c) + f(e)g'(c) -
b
I\ Qg = f(9)d'(0)
(g) = g(c)? '
Si par ailleurs f est dérivable en c et g est dérivable en f(c), alors go f est dérivable
en ¢ avec

Si de plus g(c) # 0 alors g(x) # 0 pour x proche de ¢ et L est dérivable en ¢ avec

(go ) () =g (f(e) x f'(e) -
Pour finir, les fonctions polynémes, cos, sin, tan, exp, Iln sont dérivables la ot
elles sont définies et on a que (") = na" !, cos'(x) = —sin(z), sin’(z) = cos(z),
exp/(z) = exp(z), tan'(z) = 1 + tan(z)?, In(z) = L.
DEMONSTRATION. Pour ne pas trop alourdir la présentation, on se restreint &
ne démontrer ce théoreme que dans le cas de fg. On écrit que

f(@)g(z) = f(e)g(e) = (f(z) = f(c) g(z) + f(c) (9(z) — g(c)) -
Par suite,

F@)ole) = F@ale) _ ) =16 o gy 23 =0(0)

Tr —cC r —cC Tr —cC
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Les taux d’accroissements de f et g en ¢ ont une limite lorsque = — ¢ par valeurs
différentes. De méme, par continuité de g en ¢, puisque dérivable implique continue,
g a une limite lorsque z — ¢. On en déduit facilement que le taux d’accroissement
de fg en ¢ a une limite lorsque x — ¢ par valeurs différentes, et que cette limite
vaut f'(c)g(c) + f(c)g'(c). D’ou le résultat. O

DEFINITION 1.7. Soit I un intervalle ouvert de R et soit f : I — R une fonction
rélle définie sur I. On dit que f est de classe C' sur I si f est dérivable sur I et
st dérivée f': I — R est une fonction continue sur I.

En “mélangeant” les théoremes généraux sur la continuité et la dérivabilité on
obtient facilement le théoreme suivant.

THEOREME 1.14 (Théoréme général sur la classe C1). Si f et g sont de classe
C! sur un intervalle ouvert I, alors f + g et fg sont de classe C* sur I. Si de plus
g # 0 sur I, alors g est de classe C' sur I. Si par ailleurs f est de classe C' sur

I et g est de classe C' sur J, avec f(I) C J, alors go f est de classe C sur I.
Pour finir, les fonctions polynémes, cos, sin, tan, exp, In sont de classe C' sur les
intervalles ouverts ou elles sont définies.

Par extremum local d’une fonction f on entend un maximum local ou un mini-
mum local de f. On dira que f a un maximum local en un point ¢ si f est définie sur
au moins un intervalle ouvert Jc—n, ¢+n| contenant ¢, donc n > 0, et si f(z) < f(c)
pour tout = €]c —n, ¢+ n[. On parle de maximum local strict si f(z) < f(¢) pour
tout x €lc — n,c+ |, r # ¢. De méme, on dira que f a un minimum local en un
point ¢ si f est définie sur au moins un intervalle ouvert Jc — 1, ¢ 4+ n[ contenant c,
donc n > 0, et si f(x) > f(c) pour tout & €]c —n,c+ n[. On parle de minimum
local strict si f(z) > f(c) pour tout x €]c —n,c+ [,  # c.

THEOREME 1.15. Si une fonction admet un extremum local en un point, et est
dérivable en ce point, alors sa dérivée en ce point est forcément nulle.

On dit encore que les extremums locaux d une fonction dérivable sont forcément
des (& rechercher parmi les) points critiques de de cette fonction. Par définition les
points critiques d’une fonction dérivable f sont les « pour lesquels f'(z) = 0.

DEMONSTRATION. Supposons que f a un minimum local en ¢ et que f est

dérivable en c. Alors f(z) — f(¢) > 0 pour x proche de ¢. D’un autre coté,
x)— f(c
PCENCY
T—c r—c

et le dénominateur x — ¢ change de signe selon que x tende vers ¢ en restant a la
gauche de ¢, ou que z tende vers ¢ en restant a la droite de ¢. On a donc pour Q
(selon que lon fasse tendre x vers ¢ en restant a la gauche de ¢ ou en restant a la
doite de ¢) des quotients du type

quantité positive ou nulle

 quantités tantot positives tantot négatives

et donc f'(c) devrait étre a la fois négative ou nulle et positive ou nulle. La seule
possibilité est que f/(c) = 0. Le théoréme est démontré. O
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5. Le théoréme des accroissements finis

Le théoréme des accroissements finis est & la base des analyses de croissance et
décroissance des fonctions. Il est une conséquence simple de ce qui a été dit jusqu’a
maintenant.

THEOREME 1.16 (Le théoréme des accroissement finis). Soit f : [a,b] — R une
fonction réelle continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Il existe alors ¢ €]a,b| tel

que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

DEMONSTRATION. On définit la fonction g : [a,b] — R par

g9(x) = (f(b) = f(a)) (z —a) = (b—a) (f(z) = f(a))

Alors g est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b] et elle vérifie que

gla)=g(b)=0.

D’apres le Théoreme 1.11, g étant continue puisque f est, il existe ¢1,ca € [a,b]
deux points ot ¢ admet un minimum (en ¢;) et un maximum (en c3). Si ¢1,c2 €
{a, b} alors g(c1) = g(c2) = 0 et g est donc la fonction nulle. Le théoréme est alors
trivialement vrai avec n’importe quel point ¢ de ]a, b[. Sinon, au moins 'un des deux
points ¢1, ¢o est dans Ja, b[. On note ¢ ce point. Alors g est extrémale en c et ¢ €]a, b|.
Donc, d’aprés le Théoreme 1.15, ¢’(c) = 0. Or ¢'(¢) = f(b) — f(a) — (b —a)f'(c).
D’otut le théoreme des accroissements finis. O

Par définition une fonction f définie sur un ensemble Dy C R est dite croissante
(respectivement strictement croissante) sur R si f(x) < f(y) pour tous x < y dans
Dy (respectivement f(z) < f(y) pour tous z < y dans Dy). De méme, f est dite
décroissante (respectivement strictement croissante) sur R si f(z) > f(y) pour tous
x <y dans Dy (respectivement f(x) > f(y) pour tous & < y dans Dy). La notion
de connexité se cache derriere le résultat suivant. Le résultat est trivialement faux
si on ne se place plus sur un intervalle, il suffit de penser a la fonction inverse sur
] — o0, 0[U]0, +o0].

THEOREME 1.17. Soit I un intervalle d’extrémités a < b, et soit f : I — R
une fonction continue sur I et dérivable sur]a,b[. Alors f est croissante sur I si
et seulement si f'(x) > 0 pour tout x €a, b et décroissante sur I si et seulement
si f'(z) < 0 pour tout x €)a,b[. De plus si f'(x) > 0 pour tout x €|a,b[, alors
[ est strictement croissante sur I et si f'(x) < 0 pour tout x €]a,b[, alors f est
strictement décroissante sur I.

DEMONSTRATION. Traitons le cas de la croissance (on passe de croissante a
décroissante en changeant f en —f). Supposons que f > 0 (resp. f' > 0) sur I.
Soient a < b deux points de I. Avec la formule des accroissements finis il existe
¢ €la, b[ tel que

f) = fla) =(—a)f'(c)
et si f/ > 0 (resp. f' > 0) sur I alors f'(¢) > 0 (resp. f’(¢) > 0) et donc
fla) < f(b) (resp. f(a) < f(b)). Comme a < b sont quelconques, f est croissante
(resp. strictement croissante). Réciproquement, si f est croissante, comme pour

tout c € I
f/(c) _ lim f(m) B f(C) ,

T—c,xFc Tr—cC
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on constate que f’(c) > 0 pour tout ¢ en remarquant que W > 0 pour tout
x # ¢ (sixz > con adu “positif sur positif” et si < c on a du “négatif sur négatif”,
donc encore du positif). Le théoréme est démontré. O

Les conditions f/(z) > 0 (respectivement f’(x) < 0) pour tout = €]a, b[ dans la
seconde partie du théoréme peuvent étre généralisées en: f'(z) > 0 (respectivement
f'(z) < 0) pour tout x €]a,b[\S lorsque S Cla, b[ est fini. Pour le voir, et si par
exemple S = {c1,...,¢,}, il suffira tout simplement d’appliquer le théoréme tel
qu’énoncé ci-dessus sur les intervalles [a, c1], [c1, 2], . . ,[en—1, ¢n], [cn, b].

6. Dérivées d’ordre supérieur

Dans le cas des fonctions rélles d’une variable réelle les dérivées d’ordre supérieur
se définissent en boucle par la formule de récurrence

1) = (57 (@)

a savoir la dérivée nieme de f au point a = la dérivée au point a de la dérivée
(n — 1)ieme de f. En particulier f”(a) = (f’)'(a) (on note traditionnellement
plutét f” que £, mais & partir de la dérivée troisieme on va plutot trouver les
notations f(3), f®) etc.)

DEFINITION 1.8. Soient I C R un intervalle ouvert de R, a € I un point de I
et f: I — R une fonction dérivable sur I. On dit que f est deux fois dérivable au
point a, et on note f"(a) la dérivée seconde de f en a, si la fonction f' : I — R
(donnée par Uhypothése que f est dérivable sur I) est elle-méme dérivable en a.
On a alors f"(a) = (f') (a). On dit que f est deuz fois dérivable sur I si f' est
dérivable en tout point de I. On récupére alors une fonction f" : I — R a partir
de laquelle on peut définir la notion de dérivée troisiéme, etc. Une fonction qui est
n-fois dérivable sur I et dont la dérivée d’ordre n est continue sur I est dite de
classe C™.

Dans cette théorie, savoir dériver une fois suffit donc pour savoir dériver autant
de fois que 'on veut. On notera que si f est n fois dérivable sur I, et puisque
dérivable = continue, les fonctions f, ', f”, f@®, ..., f»=1 sont automatiquement
continues sur I. Par convention f(© = f.

THEOREME 1.18 (Formule de Leibniz). Soient I C R un intervalle ouvert de
R et f,g: I — R deux fonctions n-fois dérivable en un point a € I. La fonction fg
est alors elle aussi n fois dérivable en a et

(n)a:n n ®) () g™k (q
(1)@ =3 (1) 7O M@

0) _ n

ot, par convention, f(©) = f et g g, et ot les (k) sont les coefficients binomiauz

donnés par (Z) = ﬁlk)'

DEMONSTRATION. On se borne & démontrer la formule. La preuve que fg est
bien n-fois dérivable en a procede de la méme approche par récurrence. Comme
dans la preuve de la formule du binéme, la clef dans la preuve est la formule de

Pascal:
<Z> * <pi 1> - (ZE) (1.7)
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pour tout n € N* et tout p € [0,n — 1]. On démontre la formule de Leibniz par
récurrence sur n. Sin = 0, la formule de Leibniz est immédiate. On suppose la
formule vraie a ’ordre n. On la démontre a 'ordre n + 1. On peut écrire avec le
Théoreme 1.13, et par hypothese de récurrence, que

(19)" (@) = ((f9)™) (a)
(3 ()5 @

k=
n n n
(k+1) (n k) (k) (n+1fk)
> ()£ @@+ 3 () 0@
k= k=0
n+ n

= (k) (n+1—k) (k) () g(n+1=F)

—kg_jl(k_l)f (@)g +§j( )f (@)
ou k est changé en k — 1 dans la premiere somme de la derniere ligne de la série

d’égalités ci-dessus. Avec (1.7) et ce que ’on vient de montrer on peut maintenant
écrire que

= O

19" =32((, ")+ () @)
R (@g(a) + Fa)g ) o)

=3 (")
k=1

ce qui est précisément la formule de Leibniz & l'ordre n + 1. Le théoreme est
démontré. 0

7. Formules de Taylor

La formule de Taylor-Lagrange est une extension du théoréme des accroisse-
ments finis aux dérivées d’ordres supérieurs.

THEOREME 1.19 (Formule de Taylor-Lagrange). Soient I C R un intervalle
ouwvert de R et f : I — R une fonction (n + 1)-fois dérivable sur I (donc en
particulier de classe C™ sur I), n € N*. Pour tous points a < b de I il existe un
point ¢ €|a, b[ pour lequel

(b—a)?

—a 3
) = f@) + (b= a)f'(a) + f”<a)+%f<3>(a>
—a)” —a)"® 1
+m+(bn!)f(n)(a)+(b(n+)1;!rf(n+l)(6) ;

ot les ) sont les dérivées kiémes de f.

Lorsque n = 0 on retrouve tout simplement le théoreme des accroissements
finis.
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DEMONSTRATION. On procede comme dans le cas du théoréme des accroisse-
ments finis avec la construction d’une fonction “astucieuse”. On pose

C‘W( Zn: £ )>7

=0

avec la convention X° = 1 quelque soit X. On définit ensuite la fonction g : I — R
par

_ zn: D ) () 4 “’(;f)f;l C.
k=0
On a alors
g(a) = g(b) = f(b)
et donc, en vertu du Corollaire 1.1 et du Théoréme 1.15, il existe ¢ €]a, b] tel que
g'(¢)=0. Or

i b gy 4 30 o s
=1 k=0 ’
(b— x)"
n! ¢
n—1 b n b
_ > ( k'x) f(k+1)(l’) + > ( k'x) f(k-‘rl)( )
(b—=)"
— C
n!
(b— )"

= (@) - )

n!

Ainsi il existe ¢ €]a,b[ tel que f("t1(c) = C, et c’est bien la formule de Taylor-
Lagrange qui était a démontrer. ([l

Une autre formule de Taylor est donnée par le théoréme suivant. La formule de
Taylor-Young généralise aux dérivées d’ordres supérieurs la relation premiere qui
suit de la définition méme de la dérivée. A savoir

f@) = f(e)+ (@ =) f'(c) + (z — c)e(x)
ou la fonction € : I — R est telle que liLn e(x) = 0. Cette relation est en effet bien
équivalente au fait que le taux d’accroissement Q(x) de f en ¢ a pour limite f/(c)

lorque =z — c.

THEOREME 1.20 (Formule de Taylor-Young). Soient I C R un intervalle ouvert
de R, a € I un point de I et f: 1 — R une fonction de (n — 1)-fois dérivable sur I
et n fois dérivable en a. Alors pour tout x € I,

(z—a)?

2
ot E 000y 4 (o - el

(z —a)®
3!

f@) = f(a) + (z = a)f'(a) + f(a) + ()

ot la fonction € : I — R est telle que lim e(x) = 0.
r—a
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Cette formule a 'apparence tres savante ne dit rien d’autre que

“ r—a k
fla) - 3 T fw ()
li_r>n k:(O i —0,

I’égalité du théoréme définissant de fait la fonction £ comme le quotient dans la
limite ci-dessus. C’est le fait que lim e(z) = 0 qui “dit” quelque chose.
Tr—a

DEMONSTRATION. On démontre la formule sous I’hypothese plus forte que f
est de classe C" sur I. Avec la formule de Taylor-Lagrange du Théoréme précédent
on voit que

(o) = o (7 e) — 1P @)

ou pour chaque z, a < ¢; < z ou x < ¢; < a selon que z est a gauche de a ou pas.
L’hypothese que (™) est continue entraine que lim £(x) = 0 puisque si 2 — a alors
r—a

¢, — a par ’encadrement méme de ¢,. D’ou la formule de Taylor-Young. O

Il existe enfin une formule de Taylor généralisant le théoréme fondamental du
calcul différentiel et intégral (pour lequel une primitive de la dérivée d’une fonction
est la fonction elle-méme). La formule de Taylor avec reste intégral (dit de Laplace)
est la suivante: soient I C R un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction
de classe C™*! sur I. Pour tous points a < b de I,

(b B a)2 " (b — a)3
@)+ 5P a)

I Mf(n)(a) + /b u]e(nﬂ)(t)dt ’

fb) = fa) + (b= a)f'(a) +

n! n!

ott les f*) sont les dérivées kitmes de f. Lorsque n = 0 on retrouve la relation
f(b) = f(a) = f; f/(t)dt du théoreme fondamental du calcul différentiel et intégral.

8. Problémes d’extremums

Un grand “classique” de 1’étude des fonctions réelles d'une variable réelle est la
recherche d’extremums locaux. On sait déja que ceux-ci sont a rechercher parmi les
points critiques de la fonction. C’est le Théoreme 1.15. Intuitivement on a envie
de dire qu’en un point de maximum local ¢ de f, la fonction f va étre croissante un
peu avant ¢ puis décroissante un peu apres, et qu’en un point de minimum local la
fonction f va étre décroissante un peu avant ce point puis croissante un peu apres.
Autant il est clair que si f et décroissante un peu avant ¢ puis croissante un peu
apres c alors elle va avoir un minimum local en ¢, autant la réciproque, que I'on
trouve pourtant dans plusieurs livres, est loin d’étre évidente (méme chose bien siir
avec les maximums locaux) ...Et pour cause: cette réciproque est fausse.

ProrosiTiON 1.2. Soit f : R — R la fonction définie par

1
flw) = ot sin ()
x
siz # 0, et f(0) = 0. La fonction f est C' sur R, elle admet un minimum en
0, et pourtant sa dérivée change constamment de signe a droite de 0, et cela aussi

proche que l’on soit de 0.
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DEMONSTRATION. On commence par montrer que f est C! sur R, la dérivée
en tout point x # 0 étant donnée par la formule

f(x) = 42® sinQ(%) — 222 sin(é)cos(%) . (1.8)

et la dérivée en 0 étant donnée par f'(0) = 0. La formule pour z # 0 s’obtient
facilement par calcul & partir des regles de dérivation. En 0 on a

fz) = f(0) 1

3 52
= z° sin“(—
r—0 (9:)
et comme pour tout z, 0 < sinz(%) < 1, on en déduit que

i L@ = 1)

x—0 xf() :0’

ce qui prouve que f est bien dérivable en 0 (la limite existe) et que f'(0) = 0. Pour
ce qui est de la continuité de la dérivée elle suit des regles élémentaires lorsque
x # 0. Le seul probleme possible est la continuité de f’ en 0. Les fonctions sinus
et cosinus étant bloquées entre —1 et +1, il suit de (1.8) que

lim f/(x) =0 = /'(0) .

Donc f’ est continue en 0. Clairement f admet un minimum en 0 puisque f > 0 et
f(0) = 0. On montre pour finir que la dérivée de f change constamment de signe
a droite de 0, et cela aussi proche que 'on soit de 0. Pour se faire, on va montrer
qu'il existe deux suite (zx)r et (yx)r de points dans RT™* (donc & droite de 0), qui
tendent toutes deux vers 0 mais qui sont telles que f’(z) < 0 pour tout k& > 1
(ie pour tout k grand) tandis que f’(yg) > 0 pour tout k& > 1. Pour démontrer
Pexistence de telles suites on reprend la formule (1.8) que I'on réecrit de la fagon
suivante:

f'(z) = 22* sin(l) (236 sin(l) - cos(1)> . (1.9)

T T x

On définit alors les suites (z)r et (yx)r par les équations

1
—:E+2k7ret—:3—7r+2k7r
vy 4 e 4

pour k € N. Clairement lim zy =0et lim y; = 0 puisque lim 2k7m = +oo.
k—+oco k—+oo k—+oco

Pour k£ > 1, la fonction sinus étant toujours bloquée entre —1 et +1, a la fois

Tk sin(ﬁ) et yi sin(ﬁ) vont étre tres petits. On a par contre

cos(—) = 1 et cos(i) —

T V2 w' V2

pour tous k. Enfin, sin(i) > 0 et sin(yik) > 0 pour tous k (les cosinus et sinus
de w/4 sont tous deux positifs, le sinus de 37/4 est positif mais son cosinus est
négatif). En conclusion, comme on le voit sur (1.9),

f'(zr) <0et f'(yx) >0

pour tous k > 1. La proposition est démontrée. [
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H Les oscillations de la fonction sin(1/x), définie pour x
| | & . nonnul, au voisinage de 0.

' '“”\ “| '. 'l

L’étude classique des problemes d’extremums consiste maintenant en deux
théorémes basés sur la formule de Taylor-Young a 'ordre deux.

THEOREME 1.21 (Précision). Soient I C R un intervalle ouvert de R et f :
I — R une fonction dérivable sur I. On suppose que f admet un extremum local
au point ¢ et que f est deux fois dérivable en c. Alors f"(c) > 0 s%l s’agit d’un
minimum et f"(c) <0 s%l s’agit d’un mazimum.

DEMONSTRATION. Comme f admet un extremum en ¢, forcément f/(c) = 0.

Avec la formule de Taylor-Young & l'ordre deux on a alors que pour tout x (proche
de ¢),

) = 50 + o= o (3(0) 42
o }cl_>nlc g(x) = 0. Si f admet un minimum local au point ¢ alors f(z) > f(c) pour
tout x proche de ¢. Donc
S0 +e(@) 2 0
pour tout x proche de ¢, et en faisant tendre x — ¢ on récupere que f”(c) > 0.

Méme genre de raisonnement bien sir avec les extremums (on peut aussi changer
fen —f), et le théoréeme est démontré. O

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir du signe de f”(c) en un extremum
c est de penser & la fonction f(x) = 2. Elle a un minimum en 0 et sa dérivée seconde
f"(0) = 2 est positive. Donc “minimum = dérivée 2nde positive” et “maximum
= dérivée 2nde négative”.

THEOREME 1.22 (Condition suffisante). Soient I C R un intervalle ouvert de
R et f: 1 — R une fonction dérivable sur I. Soit ¢ € I un point critique de f.
On suppose que f est deux fois dérivable en c et que f"(c) > 0 (resp. f"(c) <0).
Alors f admet un minimum local strict (resp. un mazimum local strict) au point c.

DEMONSTRATION. Supposons par exemple f”(c) > 0. Comme c est un point
critique de f, on obtient avec la formule de Taylor-Young & 'ordre deux que pour
tout = (proche de c),

@) = f0)+ (o= (5770 + <(a))

ou lim e(z) = 0. Clairement, puisque lim e(z) = 0, il existe n > 0 tel que pour
r—c r—c

tout @ €lc —n, ¢+ 1|, |e(z)| < (). Mais alors, pour tout x €]c — n, ¢+ ],

1 1
Q)+ () > 1) >0,
et donc f(x) > f(c) pour tout x €]c—n, c+n[ dés que x # ¢. D’ou le théoreme. O



CHAPITRE 2
Applications f : RP — R?

On précise quelques éléments de topologie dont nous aurons besoin avant un
retour sur la topologie aux Chapitres 3 et 6. Ici c’est 'espace R™ qui nous intéresse.
C’est un ensemble sur lequel on peut placer une norme (la norme euclidienne,
associée & sa structure d’espace vectoriel) et une distance (la distance euclidienne,
associée a la norme euclidienne). Si = (x1,...,2,) est un point de R™ la norme
euclidienne ||z|| de x est donnée par

La distance d associée est donnée par: si x = (x1,...,2,) et y = (y1,...,Yn) sont
deux points de R™, alors

d(z,y) = [ly — | =

Normes et distances vérifient les inégalités triangulaires ||z + y|| < ||z|| + ||ly|| pour
tous z,y, d’ott 'on déduit que ||y —x|| > |ly|| — ||z|| comme avec les valeurs absolues,
et d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) pour tous z,y,z. Dés lors qu’on a une distance on a
une topologie associée (des ouverts, des fermés, des compacts etc.). Les ouverts
de R™ sont les 2 C R™ qui vérifient la propriété suivante: pour tout point de €2 il
existe une boule centrée en ce point qui est entierement contenue dans 2. Donc:

Vo € Q,3r, >0 t.q. By(ry) CQ,

ol By(ry) = {y € R"™ / d(z,y) <r,}. Les fermés de R™ sont les complémentaires
des ouverts. Donc un sous ensemble F' C R™ est un fermé si et seulement si
Q = R™\F est un ouvert. Intuitivement: les ouverts sont les patatoides qui ne
contiennent aucun point de leur frontiere et les fermés sont les patatoides qui con-
tiennent tous les points de leur frontiere. Un ensemble peut trés bien n’étre ni
ouvert ni fermé s’il contient une partie des points de sa frontiere mais pas tous. Par
convention ’ensemble vide () et R™ sont & la fois ouverts et fermés.

Un sous ensemble K C R™ est dit compact si de tout recouvrement (€2;); de K
par des ouverts (& savoir K C J;c; %) on peut extraire un sous recouvrement fini
(a savoir K C (J;c; %, o J C I est fini). Par ailleurs, une suite (z,,) d'un espace

RP converge vers un point x, on écrit lim =z, =z, si
n—-+oo

Ve >0,INeN /Vn> N, |z, —z| <e,

ou || - || est la norme euclidienne de RP, et donc (x,) converge vers x si x, est
aussi proche que 'on veut de x pourvu que n soit suffisamment grand. En écrivant

33
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xn = (zk,...,2P) pour tout n, la suite (z,) est entierement représentée par ses p
suites coordonnées (z7,), ¢ = 1,...,p. Et bien str, si = (21,...,2,) est un point
de RP? alors

lim x, = x si et seulement si Vi =1,...,p, lim x! =2z’
n—oo n—-+o0o

Ce dernier point est intuitif mais découle mathématiquement du double encadrement
max |z < |z| < /p max |z
i=1,...,p i=1,...,p

pour tout = (21, ..., x,) dans RP qui entraine que ||x,,—z|| est petit si et seulement
si tous les |z, — 2| le sont. Le lien entre convergence des suites et compacité est
donné par le théoreme suivant. Comme dans le cas des suites réelles, une sous suite
d’une suite (z,,) n’est rien d’autre qu’une suite obtenue & partir des x,, par sélection
d’indices puis renumérotation. Une sous suite de (z,,) est donc une suite qui s’écrit
(Ty(n)) avec ¢ : N — N strictement croissante.

THEOREME 2.1 (Théoréeme de Bolzano-Weierstrass). Un sous ensemble K C
R™ est compact si et seulement si toute suite de points de K posséde une sous suite
convergente dans K.

Dans le cas spécifique de R™ (attention ce n’est plus forcément vrai pour des
espaces plus généraux, voir le Chapitre 3), le théoréme suivant a lieu. Par définition
on dit qu’un sous ensemble A C R™ est borné s’il existe R > 0 tel que A C By(R)
(et donc si aucune partie de A ne s’échappe a l'infini).

THEOREME 2.2. Les compacts de R™ sont précisément les fermés bornés de R™.

DEMONSTRATION. Ce théoréme est une conséquence directe du Théoréme 1.5.
Qu’'un compact soit un fermé borné est une propriété générale facile & démontrer
(voir le Chapitre 3). C’est la réciproque qui est plus intéressante. La il suffit de
procéder par extraction successive de sous suite avec la caractérisation des compacts
du théoreme de Bolzano-Weierstrass. Soit K un fermé borné de RP. Soit (x,,) une
suite de points de K. On note (z%), i = 1,...,p, les suites coordonnées. La suite
(z}) est bornée. Le Théoreme 1.5 donne l'existence de 7 : N — N strictement
croissante pour laquelle (m:ol(n)) converge. On considere alors la suite (mil(n)). Elle
aussi est bornée. En vertue du Théoreme 1.5 il existe donc @9 : N — N strictement

croissante pour laquelle (xil(m(n))) converge. Soit 1y = @1 0¢@a. Alors o : N — N
est strictement croissante. En remarquant que (lepz(n)) est une sous suite de (x(lpl (n))
on obtient que (wy, ) est convergente. Ainsi, (z,,.,) et (27,,,) sont toutes
deux convergentes. On considere alors la suite (xfz;z,(n))' Elle est bornée et possede
donc une sous suite convergente (mf’pz(%(n))). On construit ainsi une application
3 = 19 0 @3 strictement croissante de N dans N. Les suites (lebs(n)) et (mis(n))
convergent en tant que sous suites des suites convergentes (lepz (n)) et (m?pz(n)), et
(xf’ps( n)) converge par construction. On recommence ainsi jusqu’a atteindre p. Ainsi
toute suite de points de K possede une sous suite convergente. Reste a montrer
que la limite est forcément dans K, ce qui suit trivialement de la caractérisation
des fermés par les suites (voir le Chapitre 3). O

Une autre notion importante est la notion de complétude. Une suite (z,,) est
dite de Cauchy si les x,, s’écrasent les uns sur les autres comme dans le cas de R.
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Donc (z,,) est de Cauchy si
Ve >0,IN € N/ Vn > N, Vm > 0, ||Tptm — nl] <€ .

Une suite convergente est toujours une suite de Cauchy par inégalité triangu-
laire. Réciproquement, si (x,) est de Cauchy elle est forcément bornée. Il suit
du théoreme de Bolzano-Weierstrass qu’elle posséde une sous suite convergente.
On en déduit, comme dans R qu’elle est alors elle-méme convergente. Les suites de
Cauchy dans les espaces R” sont donc convergentes. On dit que R™ est un espace
complet. La dimension finie joue ici un role fondamental. Un tel résultat, comme
nous le verrons plus tard, cesse d’étre nécessairement vrai en dimension infinie.

Pour finir avec ces rappels de topologie, un sous ensemble X C R"™ est connexe
si, c’est la définition premieére de la connexité, il ne peut s’écrire comme réunion
disjointe de deux ouverts non vides. On montre que dans R™ un sous ensemble
ouvert est connexe si et seulement si il est connezxe par arcs, et donc si et seulement si
deux points quelconques de €2 peuvent étre joints par un chemin continu entierement
contenu dans . A savoir: un ouvert {2 est connexe par arcs (et donc connexe pour
les ouverts de R™) si et seulement si

Ve,y € Q,3y:]0,1] = Q,v continue, avec v(0) =z et v(1) =y

I,

Ici la continuité de + sur [0, 1] se traduit par le fait que pour tout ¢ty € [0,1
0,1].

limy ¢, y(t) = v(to) ou les ¢ qui tendent vers ¢y dans cette limite restent dans [0,

1. Continuité

Une remarque simple est la suivante: soit D C RP un sous ensemble de RP et
soit f : D — RY une application de D dans R?. En écrivant que f = (f1,..., fy),
I’application f est entierement représentée par ses ¢ fonctions coordonnées f;, i =
1,...,q. Les f; : D — R sont des fonctions réelles définies sur D. Le graphe d’une
fonction de R? de R se dessine dans RPH!,

Graphe d'une fonction de IR® dans IR.

DEFINITION 2.1. Soient D C RP un sous ensemble de RP, a € D un point de
D et f: D — RY? une application de D dans R1. On dit que f est continue au point
a si U'une des quatre propositions équivalentes suivantes est vérifiée:

(i) I f(x) = f(a)
(1) Ve > 0,30 >0 /Vz € D, |z —al| <n = |f(z) = fla)]| <&,
(iti) pour toute suite (x,), de points de D vérifiant que Erf Tp = a, on a

forcément que ngr}rloo f(zn) = f(a),
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(iv) les q fonctions coordonnées f; de f sont toutes continues au point a.
On dit que [ est continue sur D lorsque f est continue en tout point de D.

L’équivalence (i) < (ii) suit du fait que (ii) n’est rien d’autre que la définition
mathématique de (i). I’équivalence (i) < (iii) se démontre comme dans le cas réel
en remplacant les valeurs absolues de R par les normes euclidiennes des espaces RP
et R?. L’équivalence (i) < (iv) suit de la remarque précédant la définition.

THEOREME 2.3 (Théoréme général sur la continuité). Si f et g sont continues
en un point a, alors f + g et fg (dans le cas ¢ = 1) sont continues en a. Si de plus
g(a) # 0 alors g(z) # 0 pour x proche de a et 5 (dans le cas ¢ = 1) est continue
en a. Si par ailleurs f est continue en a et g est continue en f(a), alors go f
est continue en a. Pour finir, les fonctions coordonnées (x1,...,T,) — x; sont
continues sur R™ pour tout 1 =1,...,n.

DEMONSTRATION. Que f + g et fg (lorsque ¢ = 1) soient continues en a si f
et g le sont suit facilement du point (iii) de la Définition 2.1 et du Lemme 1.1. Si
g(a) # 0, et g est continue au point a, il existe forcément 7 > 0 tel que g(z) # 0
pour tout x € Dy N By(n), ot Dy est le domaine de définition de g et B,(n) est
la boule ouverte de centre a et de rayon 1. Deux approches pour démontrer cette
affirmation sont possible. Par I’absurde, on fabriquerait sinon une sous suite (x,,))
de (z,,) qui converge vers a et pour laquelle g(z,(,)) = 0 pour tout n. Par passage
a la limite n — +o0 et continuité de g on devrait alors avoir g(a) = 0. On peut
sinon procéder par voie directe. Par continuité de g en a,

Ve>0,In >0/ Ve e Dy, |lz—a| <n = |gz)—g(a)|] <c.

Comme g(a) # 0 on peut choisir € = | lg(a)||. On obtient alors un n > 0 tel
que pour tout z € Dy vérifiant que ||z — a| < n, |lg(z) — g(a)|| < 3|lg(a)|. Or
llg(z)—g(a)|| > |lg(a)l|—]lg(z)| par inégalité triangulaire et donc, pour tout z € D,
vérifiant que = — afl < 7, lg@)| > lg(@)] — tlg(@)| = Llg(@)ll > 0. Do
Paffirmation faite un peu plus haut. En appliquant de nouveau le point (iii) de
la Définition 2.1 et le Lemme 1.1, on obtient la continuité de f/g en a si f et
g sont continues en a et g(a) # 0 (et ¢ = 1 pour pouvoir parler du quotient).
Pour g o f notons D le domaine de définition de cette composée. Soit (z,) une
suite de points de D convergent vers a. Avec le point (iii) de la Définition 2.1,
appliqué a f, f(x,) — f(a) lorsque n — +oo. En appliquant de nouveau le point
(iii) de la Définition 2.1, g (f(z,)) — ¢(f(a)) puisque g est continue en f(a).
Comme (z,,) est quelconque dans D convergent vers a, c’est que, toujours en raison
du point (iii) de la Définition 1.5, g o f est continue en a. Reste & montrer que
les fonctions coordonnées sont continues, ce qui suit tres facilement de I'inégalité
lyi — ;| < |ly — || pour tout i = 1,...,n et tous x,y € R™. D’ou le théoréme. [

On démontre maintenant le théoreme des valeurs intermédiaires pour les fonc-
tion continues & valeurs dans R.

THEOREME 2.4 (Théoréme des valeurs intermédiaires). Soient D C RP un
ouvert connere de RP, f : D — R une fonction réelle continue sur D et a,b € D
deux points de D. On suppose que f change de signe en a et b, et donc que
fla)f(b) < 0. Il existe alors ¢ € D tel que f(c) = 0. On en déduit que f prend
toutes les valeurs comprises entre f(a) et f(b).
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DEMONSTRATION. Comme connexité et connexité par arcs coincident pour les
ouverts des espaces RP, D est aussi connexe par arcs. Soit v : [0,1] — D un
chemin entiérement contenu dans D joignant a & b. On définit ¢ : [0,1] — R par
g(t) = f (y(t)). Par composition, g est continue sur [0, 1]. Par hypotheése g change
de signe en 0 et 1. Le Chapitre 1 donne alors I'existence d’un point to €]0, 1] tel
que g(tg) = 0. En posant ¢ = ~(t9) on récupere que f(¢) = 0. La proposition
est démontrée. La premiere partie du théoreme est démontrée. Pour la second on
peut supposer que f(a) < f(b). On prend n’importe quel d €]f(a), f(b)[. On pose
g = f —d. Alors g est continue sur D et g(a)g(b) < 0 de sorte qu’il existe ¢ € D
avec g(c) =0, soit f(c) = d. Le théoréme est démontré. O

Une autre preuve possible de la premiere partie procede comme suit: on raisonne
par l'absurde et on suppose que f ne s’annule jamais sur D. On pose

Q={zeD/ flx) <0} et Qy={xeD/ f(x) >0} .

Alors ; = f71(] —0,0]) et Qo = f~1(]0,+00[) de sorte que Q; et Qo sont
deux ouverts de D (I'image réciproque d’un ouvert par une application continue
est un ouvert). Par hypotheése Q1 # () et Qp # () puisque a € Q; et b € Qs (ou
réciproquement). Par hypothese d’absurde Q; |JQ2 = D. Clairement 4 () Qs = 0.
Une contradiction avec la connexité de D. On ré’cupere aussi pour les fonction
continues a valeurs dans R les théoremes relatifs a la compacité.

THEOREME 2.5. Soient K C RP un sous ensemble compact de RP et f : K — R
une fonction continue sur K. Alors f est bornée sur K et elle y atteint ses bornes.

DEMONSTRATION. Elle est identique & la preuve du théoréme correspondant
du Chapitre 1. On prend une suite (z,,) de points de K telle que f(x,) — m lorsque
n — 400, o m = infg f (ou alors aussi m = supy f). Par compacité cette suite
posséde une sous suite convergente dans K. Si T est la limite de la sous suite, et
par continuité de f, on récupere f(Z) = m, ce qui clét la preuve du théoreme. O

On a ici la méme remarque qu’au Chapitre 1: un autre résultat fréquemment
associé a la compacité est que toute fonction continue sur un compact y est uni-
formément continue (et il n’est pas besoin ici de supposer que l'arrivée est R).

2. Le critere polaire de continuité

On considere ici les fonctions f : @ — R ol  est un ouvert de R%2. Pour
simplifier I’écriture on suppose que 0 € Q. 1l existe alors 7 > 0 tel que By(n) C £,
ot By(n) est la boule ouverte de centre 0 et de rayon 7.

THEOREME 2.6 (Critere polaire de continuité). Soit  est un ouvert de R?

contenant O et soit f : Q — R. Alors f est continue en 0 si et seulement si il existe
e:R™ — RT telle que

| f(rcos(9),rsin(8) — f(0,0)] < e(r) (2.1)

pour tout r > 0 suffisamment petit et tout 6 € [0, 2], avec lim+ g(r)=0.
r—0

DEMONSTRATION. Supposons que f est continue en (0,0). Alors f est bornée
au voisinage de (0,0). Pour (z,y) € © on pose x = rcos(f) et y = rsin(f). On
pose ensuite

e(r) = sup |f(rcos(d),rsin(@) — f(0,0)] .
0€[0,27]
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Cette fonction existe pour r > 0 suffisamment petit. Par ailleurs, il suit de la phrase
de continuité que

Ve >0, >0/V0<r<nVlel02n]le(r) <e.

Donc £(r) — 0 lorsque r — 01 et on a bien que (2.1) est vérifiée. Réciproquement
supposons qu’une telle fonction € existe vérifiant (2.1) pour tout 0 < r < rg, rg >0
petit. Soit € > 0 fixé quelconque. Comme &(r) — 0 lorsque r — 0% il existe
0 < n < g tel que |e(r)] < € pour tout 0 < r < n. En posant x = rcos(f) et
y = rsin(f), on obtient alors par (2.1) que |f(z,y) — f(0,0)| < € pour tout (z,y)
tel que ||(z,y)]] < n. On retrouve ainsi la phrase de continuité de f en zéro. Le
critere polaire de continuité est démontré. ([l

On passe facilement de la continuité d’une application f en a a la continuité
d’une application g en 0 en remarquant que f est continue en a équivaut a la
continuité en 0 de lapplication x — f(a + x).

3. Différentiabilité

On cherche a définir la notion de “dérivabilité” d’une fonction f : RP — R9.
Comme on ne peut plus diviser par des vecteurs on perd la notion méme du taux
d’accroissement qui ne fait plus sens:

f(z) — f(a)

Tr—a

n’a pas de sens pour  — a € RP lorsque p > 2 .

Soient © un ouvert de R?, a = (ay, ..., a,) un point de €2, et f : 2 — R une fonction
réelle définie sur 2. On considere les p fonctions réelles f2, i = 1,...,p, définies par

i) = flat,...,ai—1,t,aiy1,- .., ap) .
En d’autres termes,
fat) = f(t,az,... ap),
2(t) = fla,t,as,. .., ap),
ceey
fE(t) = flar,...,ap_1,t) .
Sachant que € est un ouvert de RP, il existe un € > 0 pour lequel B,(e) C £,

oul B,(g) est la boule ouverte de centre a et de rayon €. Il s’ensuit que pour tout
i=1,...,p, fl est définie sur au moins l'intervalle ouvert Ja; — €, a; + €.

DEFINITION 2.2. Soient Q un ouvert de RP, a = (a1,...,a,) un point de Q,
et f:Q — R une fonction réelle définie sur Q. On dit que f admet une dérivée
partielle par rapport a x; au point a si la fonction f. est dérivable auw point a;. On

note alors %(a) la dérivée de fi en a;, et

Of (2 _ v
(@) = (£2)'(a)

s’appelle la dérivée partielle de f par rapport a x; au point a.

L’existence des dérivées partielles en un point ne suffit pas a garantir la différentiabilité
de f en a. A noter: pour les fonctions de plusieurs variables réelles on utilise
différentiable plutot que dérivable, la dérivabilité étant associée a la limte du taux
d’accroissement pour les fonctions d’une variable réelle. Dire que f : Q — R? est



3. DIFFERENTIABILITE 39

différentiable en a ce sera dire que les dérivées partielles des f; en a existent toutes
et que
f(x) = f(a) + Df(a).(z — a) + oz — a)

ol o(x — a) est une application & valeurs R? telle que TI(;:;H) — 0 lorsque z — a, et

ou Df(a) € L(RP,R?) est 'application linéaire définie comme ci-apres.

DEFINITION 2.3. Soient Q un ouvert de RP, a = (a1,...,ap) un point de Q,
et f: Q=R f=(f1,...,fq), une application définie sur Q. On dit que f est
différentiable au point a si

(i) Pour touti=1,...,p et tout j =1,...,q les 6fj L(a) existent ,

(i) Ve > 0, In > 0 /Vz € Q\{a},
|z —all <n=|f(z) - fla) = Df(a).(z —a)|| <ellz—a],

ott Df(a) € L(RP,RY) est lapplication linéaire de RP dans R? qui est donnée par
-3

6%

pour tout X € RP, X = (Xy,...,X,), et tout j = 1,...,¢q. On dit que Df(a)

est la différentielle de f en a. L’application est dite différentiable sur 2 si elle est
différentiable en tout point de €.

On peut treés bien avoir (i) sans pour autant avoir (ii). Par exemple la fonction
f : R? — R définie par

f(xvy) x2+y2 si ( ) 7& (070)
f(0,0)=0,

a toutes ses dérivées partielles en (0,0) mais elle n’est pas différentiable en (0,0).

En effet, comme f(z,0) = 0 et f(0,y) = 0 pour tout = et tout y, les dérivées

partielles %(0,0) et 2—5(0,0) existent et valent 0. Donc (i) est vérifiée par f en
= (0,0). Par contre (ii) équivaut a

Ve >0,3n >0 / V(z,y) € R:\{a}, [(z.9)| <n = |f(.)l <ell(z)] -
En écrivant (z,y) = (rcos6,rsinf) on devrait donc avoir que

1
;f(rcos@,rsin@) -0

uniformément par rapport & 6 lorsque r — 0. Or f(rcos §,rsin %) = % pour tout
r > 0, ce qui interdit cette limite a zéro.

DEFINITION 2.4. La matrice de représentation de D f(a) dans les bases canon-
iques de RP et RY est la matrice

Hr@) .. )
Ja)=| :
U(a) ... (a)

Elle est appelée matrice jacobienne de f en a. Son déterminant (lorsque p = q) est
appelé jacobien de f en a.
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Pour mémoire la matrice de représentation d’une application linéaire dans deux
bases (une au départ et une & l'arrivée) est la matrice dont les colonnes sont con-
stituées des coordonnées dans la base d’arrivée de I'image par 'application linéaire
des vecteurs de la base de départ. Elle code les équations de ’application linéaire
dans ces bases. Sip =¢ =1on a Df(a).(z) = f'(a) x z et (f'(a)) se regarde
comme la matrice jacobienne de f en a.

PROPOSITION 2.1. Soient Q un ouvert de RP, a = (as,...,ap) un point de
Qoetf:Q—=RY, f=(f1,...,fy), une application définie sur Q. Alors f est
différentiable en a si et seulement si les f; sont différentiables en a pour tout j =

1,...,q.

DEMONSTRATION. L’équivalence des points (i) ne présente pas de difficulté.
Pour ce qui est de I’équivalence des points (ii) on remarque que la jéme coordonnée

deY = f(z) — f(a) — Df(a).(x — a) vaut
Y, = 5i(o) Z L (o)t - o)

et on sait que
max |V;] < [[Y]| < /g max [Yj].
Jj=1,....q Jj=1,....q

Par suite (ii) pour f : Q — RY est bien équivalent &
Vi=1,...,q,Ye > 0,3In >0/ Ve € N\{a}, ||z —al| <n

B)
file Zaﬁ 2 —a;)| <ellz —al .

D’ou la proposition. [

Dans la preuve précédente on voit que Df(a); = Df;(a) pour tout j =1,...,¢
(reconstruction de la différentielle). On revient maintenant briévement sur la for-
mule

Df(a).(x) = f'(a)a
pour les f : R — R. Le point ici est que, pour ces fonctions,
f(@) = fla) = Df(a).(x — a) = o(|z — al)
& f(z) = fla) = f'(a)(z — a) = o(z — a)
o @)= f@e=a) _

& T2 iy o)
ot L0000 =

Il y a bien équivalence, pour les fonctions de R dans R, entre différentiabilité et
dérivabilité et le lien entre différentielle (application linéaire de R dans R) et dérivée
(un réel) est donné par Df(a).(x) = f'(a)z pour tout z € R.

THEOREME 2.7. Une application différentiable en un point est continue en ce
point.
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DEMONSTRATION. Soit a le point en question. Il existe C' > 0 tel que
[f(z) = f(a) = Df(a)(x = a)|| = [|f(z) = fa)l| = | Df(a)-(x — a)|
> |[f(z) = fla)|| = Cllz —a
pour tout x € RP. Par suite il est clair que (ii) entraine que
Ve>0,9n>0/VeeQ,|x—al <n
= [[f(z) = fla)] <e.

Dans la preuve on récupére formellement une domination par (e4+C)n, et en choisis-
sant 7 suffisamment petit pour que (1+ C)n < g, puisqu’on peut toujours diminuer
7 dans le point (ii), on obtient la formule ci-dessus pour les 0 < ¢ < 1, puis donc
pour tous les € > 0. On a ainsi prouvé la continuité de f en a. D’ou le théoréeme. [

Pour les fonctions f : R® — R la différentiabilité en un point a donne lieu a
la notion d’hyperplan tangent (un hyperplan est un sous espace de “dimension”
1 de moins que l'espace entier). Le graphe de f va se situer dans R"*!. Si on
note (x1,...,2n,Tne1) les coordonnées de R™*! I'hyperplant tangent en (a, f(a))
au graphe de f a pour équation

Tni1 = f(a) + Df(a)(z —a) ,
ou x = (x1,...,%,). Cest une équation qui s’écrit

T = fla) + ) cilwi —ap)
i=1

ouna=(ay,...,an) et ¢; = %(a) pour tout 1 =1,...,n.

Hyperplan tangent au graphe d'une
fonction f de IR* dans IR.

Comme pour les fonctions d’une variable réelle on a un théoreme général sur
la différentiabilité.

THEOREME 2.8 (Théoréme général sur la différentiabilité). Si f et g sont
différentiables en un point a, alors f+g et fg (dans le cas ¢ = 1) sont différentiables
en a et, en tant qu’applications linéaires, D(f + g)(a) = Df(a) + Dg(a) et

D(fg)(a) = g(a)Df(a) + f(a)Dg(a) .

Si de plus g(a) # 0 alors g(x) # 0 pour x proche de a et 5 (dans le cas ¢ =1) est
ausst différentiable en a avec

D (g) (a) = —*— (4(a)Df(a) — F(a)Dy(a)) -
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Si par ailleurs [ est différentiable en a et g est différentiable en f(a), alors g o f
est différentiable en a avec

D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a) .

En particulier, les matrices jacobiennes se multiplient. Pour finir, si f € L(RP,R?)
est linéaire (ce qui est le cas par exemple des fonctions coordonnées avec ¢ = 1)
alors [ est différentiable en tout point a de RP et Df(a) = f pour tout a € RP.

DEMONSTRATION. Il y a beaucoup de choses & démontrer dans ce théoréme.
Pour ne pas trop alourdir la rédaction on va se limiter & traiter de fg (avec donc
g = 1) et du cas des applications linéaires f € L(RP,R?). En ce qui concerne les
dérivées partielles il suit du théoreme général de différentiabilité pour les fonctions
d’une variables réelle que les dérivées partielles de fg en a existent toutes avec

(f9); of; dg;

——(a) =gla)=—(a)+ fla)—(a

S22 @) = gla) 52 @) + @) 52 (@)

pour tousi=1,...,pet tous j =1,...,q. On écrit ensuite, comme dans le cas des
fonctions d’une variable réelle, que

f(@)g(x) — fla)g(a) = (f(z) — f(a) g(z) + (9(x) — g(a)) f(a) .

Comme g est différentiable en a elle est continue en a, et donc g(z) —g(a) = o(1) et
g(x) = O(1) au sens ol g(z)—g(a) tend vers 0 lorsque = — a (la signification de o(1))
et oll g est bornée au voisinage de a (la signification de O(1)). On a aussi, puisque
Df(a) est linéaire en dimension finie, que D f(a).(X) = O(X) au sens ou il existe
C > 0, la norme de 'application linéaire D f(a), telle que [|Df(a).(X)| < C||X]]
pour tout X. Par différentiabilité de f et g en a on a donc

f(z) = f(a) = Df(a)(x —a) = o(z —a) ,

9(x) —g(a) — Dg(a).(x — a) = o(z — a)
Par suite,

f(@)g(z
=(f(z

fla)g(a) —g(a)Df(a).(x = a) — f(a)Dg(a).(x — a)
() = f(a) = Df(a).(z — a)) g(z)
+ (9(x) = g(a)) Df(a).(x — a)
+ (9(x) — g(a) — Dg(a).(x — a)) f(a)
et en passant aux normes on obtient que
1f(x)g(x) = f(a)g(a) — g(a)Df(a).(x — a) — f(a)Dg(a).(x — a)|
=[0I x llo(z = a)[ + o] x [O(z — a)|| + [lo(z — a)l[ x [|f ()]

=o(z —a)

~
Q

ol, pour la derniere ligne, OH(;:;H) — 0 dans R lorsque x — a. D’ou la différentiabilité
de fg en a et la formule correspondante. Considérons maintenant f € L(RP,R?)
une application linéaire. Il existe alors des réels a;;, i =1,...,p, 7 =1,...,q tels

que

fi(@) =" aimi
=1
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pour tout x € RP, x = (z1,...,2p), et tout j = 1,...,¢. Par suite les dérivées

partielles de f existent en tout point a de RP et 'on a que %(a) = a;j pour tous

i=1,...,pet j=1,...,q. Des lors

=1 axl
P
= 2_aiXi
i=1
= fi(X)
pour tout X € RP, X = (Xq,...,X,), et tout j =1,...,¢. D’ ot égalité Df(a) =
f- Le théoreme est démontré. O

On retrouve facilement la formule D f(a) = f pour tout a (lorsque f est linéaire)
en remarquant que pour f linéaire, f(x) — f(a) — f(x — a) = 0 pour tout x et tout
a, et donc, a fortiori, est un o(z — a).

4. Le théoréme des accroissements finis

Le théoreme des accroissements finis en égalité, sous la forme du Chapitre
1, cesse d’étre vrai en général dans le cas vectoriel. Considérons par exemple
I'application f : R — R? définie par f(x) = (22,23). Soient aussi a = —1 et
b= +1. Clairement f est différentiable sur R et sa différentielle est donnée par

Df(c).h = h(2¢,3c?)

pour tout h € R. Notons f; et fa les fonctions de R dans R définies par fi(z) =z
et fo(z) = 2. L'égalité f(b) — f(a) = Df(c).(b — a) pour un ¢ €] — 1, +1], si elle
était vraie, entrainerait que

fil41) = fi(=1) = 4c et fo(+1) = fa(=1) = 6¢° .

Comme f1(—1) = fi1(+1), la premiére de ses deux équations donne ¢ = 0. La
seconde est alors impossible puisque fa(+1) — f2(—1) = 2. D’ou laffirmation. Il
faut en fait corriger I’énoncé du théoréme (par exemple) sous la forme suivante
(nous reviendrons plus en détail sur les accroissements finis lorsque nous traiterons
du cas des espaces de Banach). On rappelle qu'un sous ensemble A d’un espace
euclidien est convexe si pour tous z,y € A le segment [z, y] est entierement contenu
dans A. La convexité entraine de fagon évidente la connexité par arcs, donc aussi
la connexité.

2

THEOREME 2.9. Soient Q un ouvert convere de RP et f : Q — R? une ap-
plication différentiable sur Q. On suppose qu’il existe C' > 0 tel que pour tout
i1=1,...,p, tout j = 1,...,q et tout x € Q, ’%(m)‘ < C (donc que les dérivées
partielles de f sont toutes bornées dans ). Alors il existe C' > 0 telle que pour

tous x,y € €,
1f(y) — f@)l < Clly — ]|, (22)

et on peut prendre C" = Cp\/q. En fait, le meilleur C' possible dans cette inégalité
est C' = sup ||Df(z)| et donc le sup sur les x € Q des normes des applications
e

linéaires Df(x).
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DEMONSTRATION. On se borne & montrer I'existence d’une constante C’ > 0
pour laquelle (2.2) a lieu. Nous verrons dans le chapitre sur la différentiabilité pour
les applications entre espaces de Banach que cette constante est en fait le sup sur
les € Q des normes des applications linéaires Df(z). On note f;, i = 1,...,q,
les composantes de f. Soient z,y € Q. Le segment [z,y] est constitué des points
ty + (1 — t)z avec t € [0,1]. On note g; : [0,1] — R les fonctions données par
gi(t) = fi(ty+(1—t)x) pourt € [0,1] et i = 1,...,q. Le théoréme des accroissements
finis pour les fonctions d’une variable réelle donne que pour tout ¢ = 1,..., ¢ il existe
¢; €]0,1] tel que g;(1)—g;(0) = gi(c;). Pour tout i = 1,...,q, gi(c) = Df;(z.).(y—x)
et donc
_ N\~ Ofi

B ox,;
j=1 "7

gi(c)

(ze)(y; = 25)

ou z. = cy + (1 — ¢)z. On obtient donc

1) = £ = 132 52 e oy =)

1

P
<CY ly; —
j=1
< Cplly — =l
pour tout ¢ = 1,...,p. Sachant que

1) = @ < va max_|fily) — fila)]

on obtient que ||f(y) — f(z)[| < Cpy/qlly — x| ce qui prouve l'existence d’une
constante C’ > 0 pour laquelle (2.2) a lieu. D’ou le théoréme. d

5. Applications de classe C!

Les “ennuis” avec la théorie R? — R? commencent quand on veut définir la no-
tion d’application C! ou encore la notion de dérivée d’ordre supérieur. Le probleme
est que, contrairement a la théorie R — R, Df n’est plus de méme nature que f
puisque si f est différentiable sur 2 alors que

Df : Q — L(R”,RY) .

Pour contourner cette difficulté on“ triche” un peu en “sortant des définitions du
chapeau”. La théorie de différentiablité entre espaces de Banach rattrapera ce
probléeme.

DEFINITION 2.5. Soient Q un ouvert de RP et f: Q — R, f = (f1,...,fq),
une application définie sur Q. On dit que f est de classe C' sur Q si pour tout
i=1,...,pettoutj=1,...,q les % existent en tout point de ) et, en tant que

fonctions gfj : Q0 — R, sont continues sur €.

Zq

Cette définition élégante pose d’entrée un probleme: il faut démontrer que “C*!
= différentiable”, cette affirmation n’allant pas de soit a ce stade.

DEMONSTRATION DE C! = DIFFERENTIABLE. Pour simplifier on suppose que
p=2et g=1. Soit (a,b) un point de R? et soit (h,k) suffisamment proche de
(0,0) pour que pour tous t1,ts € [0,1], (a + t1h, b+ tak) € Q. Avec la formule des
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accroissements finis pour les fonctions réelles définies sur R, vue au Chapitre 1, on
obtient qu’il existe 6, €]0,1[ et 62 €]0, 1] tels que
fla+h,b+k)— fa,b)
=(fla+hb+k)— fa,b+k)+ (fla,b+ k) — f(a,b))
of
= hi
ox

(a+0:1h,b+ k) + k%(a’b + 02k)

On en déduit que

_of
ox

_of

fla+h,b+k)— f(a,b) By

(a,b)

(a,b)k‘

of
< |ZL _ 2L
< ‘8x(a+91h,b—|—k) ax(a,b) X |h|

af of
—(a,b+ 62k) — =—(a,b
L o) - Fan
Or les fonctions % et g—{/ sont par hypothése continues sur €2. Pour tout € > 0 il

existe ainsi 7 > 0 tel que si ||(h, k)|| < 7, alors

x |k| .

of af €
%( +01h,b+k)—%(a,b) < 5,
of of €
8y(a,b+92k)8y(a,b)‘ < 5 .

Comme par ailleurs |h| < [[(h, k)] et |k| < ||(h, k)]||, on obtient que
Ve>0,3n>0/0<|(hk)<n =

of of
Flat b4 ]) = flet) = 5 @on = S| <l
Il s’ensuit que f est différentiable au point (a,b). O

Le théoréme général sur la classe C! qui suit est une conséquence directe des
théoremes généraux sur la continuité et la dérivabilité.

THEOREME 2.10 (Théoreme général sur la classe C1). Si f et g sont de classe
Cl sur un ouvert Q alors f+g et fg (dans le cas ¢ = 1) sont de classe C* sur Q. Si
de plus g(x) # 0 pour tout x € Q, 5 (dans le cas ¢ = 1) est de classe C* sur Q. Si
par ailleurs f est de classe C* sur un ouvert Q et g est de classe C' sur un ouvert
Q' avec f(Q) C Q, alors go f est de classe C* sur Q. Pour finir, les fonctions
coordonnées (1, ...,T,) — x; sont de classe Ct sur R™ pour touti=1,...,n.
DEMONSTRATION. Le Théoréme 2.8 donne que

o +9); _0f; , 09,

ofg) .09 , Of
8$i _fafEl +gaxi ’
L) g5l -1
Ox; B g? '

gofk _ 99k 001

J
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et il reste ensuite a appliquer le Théoreme 2.3 pour avoir le résultat. Pour ce qui

. . dz; .
est des fonctions coordonnées on a que a—?(m) = J;; pour tout x, et ces fonctions
sont donc bien de classe C! sur R”. D’ou le théoréme. g

Les fonctions coordonnées étant de classe C'' toute application linéaire de
L(RP,R?) est de classe C! puisque chaque composante de f est une combinaison
linéaire des fonctions coordonnées de RP.

6. Le théoréme d’inversion locale

On traite du théoreme d’inversion locale dans cette section. Une clef pour
construire la bijection dans la preuve du théoreme d’inversion locale est un théoreme
de point fixe. Ce théoreme qui appartient au domaine de la topologie est démontré
au Chapitre ??, Théoreme 6.17. Les applications qui vérifient (2.3) avec C' < 1 sont
dites C-contractantes (sinon on parle aussi d’application lipschitzienne de constante
C' lorsque C n’est pas nécessairement strictement plus petite que 1).

THEOREME 2.11 (Théoréme du point fixe). Soientr > 0, Bj(r) la boule fermée
de centre O et de rayon r > 0 dans R™ et f: B\(r) — B{(r) une application. On
suppose qu’il existe 0 < C < 1 tel que pour tous x,y € Bj(r),

1f () = f@)| < Clly — =]l - (2.3)
Il existe alors un unique x € B{(r) qui soit un point fize de f, & savoir qui satisfasse
que f(x) = x.
On aborde maintenant la notion de difféomorphisme.
DEFINITION 2.6. Soient U un ouvert de RP, V un ouvert de R?, et f : U — RY

une application définie sur U. On dit que f est un difféomorphisme de classe C*
de U surV si

(i) f est de classe C* sur U ,
(i1) f réalise une bijection de U sur 'V

(iii) f=1, Uinverse de f, est de classe C* sur 'V .

On cherche ici des conditions simples sur f pour que f soit un difféfomorphisme
de classe C' de U sur V. On note Idg~ Iapplication identité de R™?. C’est une
application linéaire. De la formule de composition pour la différentielle et des
formules f~'o f = Idrs et fo f~! = Idg. on tire par différenciation de ces formules
que pour tout a € U,

Df~(f(a)) o Df(a) = ldgs ,
Df(a)o Df~*(f(a)) = Idga .

Par suite si f est un C'-difféomorphisme de U sur V alors D f(a) est un isomor-
phisme de R? sur RY, d’inverse Df~! (f(a)):

Df™ (f(a) =Df(a)™".
En particulier, comme un isomorphisme préseérve les dimensions (I'image d’une base
par un isomorphisme est encore une base), s’il existe un C*'-difféomorphisme de U
sur V alors nécessairement p = ¢q. Le théoreme qui répond a la question que nous
avons posée plus haut est le théoreme d’inversion locale. Si U est un ouvert de R™,
sia € Uetsif:U — R™ est une application définie sur U et différentiable en
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a, on rappelle que le jacobien Jf(a) de f en a est le déterminant de la matrice
jacobienne de f en a. Or (c’est de l'algebre linéaire) D f(a) est un isomorphisme
de R™ si et seulement si le jacobien de f en a est non nul. Donc:

Df(a) € Isom(R") < Jf(a)#0,

ot Isom(R™) est l'ensemble des isomorphismes de R™. Le théoréme d’inversion
locale s’énonce de la facon suivante.

THEOREME 2.12 (Le théoréme d’inversion locale). Soient U un ouvert de R,
a un point de U, et f : U — R™ une application de classe C' sur U. On suppose
que J f(a) #0. Il existe alors n > 0 tel que

(i) Bo(n) C U et f(Ba(n)) est un ouwvert de R™
(it) f est un difféomorphisme de classe C* de B,(n) sur f(Ba(n)),

ot By(n) est la boule ouverte de centre a et de rayon n dans R™. Si maintenant f
est injective sur U, et si en tout point x de U, Jf(x) # 0, alors f(U) est un ouvert
de R™ et f est un difféomorphisme de classe C* de U sur f(U).

Ce théoreme généralise ce que 'on savait déja pour les fonctions Si I est un
intervalle de R, si @ € I, et si f : I — R est une fonction de classe C' telle
que f'(a) # 0 alors soit f’(a) > 0 soit f'(a) < 0. Par suite, par continuité de
f!, pour n petit, et pour tout = dans Ja —n,a+ |, f'(z) > 0 (ou f'(z) < 0). En
particulier, f est strictement croissante sur Ja —n, a+n[ ou strictement décroissante
sur Ja — n,a + 7, et f réalise ainsi une bijection, et méme un difféomorphisme de
classe C', de Ja — n,a + [ sur intervalle ouvert f(Ja — n,a + n[). On notera
(en anticipant un peu sur la notion d’application de classe C*) que la classe de
différentiablilité s’adapte au théoreme d’inversion locale. Si f est en fait de classe
C*, avec k > 1, alors on récupere un C*-difféomorphisme.

DEMONSTRATION. Soient U un ouvert de R”, a un point de U, et f : U — R"
une application de classe C! sur U telle que Jf(a) # 0. On note ® = Df(a) et
g=®1of. Comme ® est un isomorphisme de R™, démontrer le théoreme sur f
ou sur g revient au méme (les linéaires sont de classe C'). On a ici

Dg(a) = D® (fa(a)) o D f(a)
= Idg~ ,
ou Idg~ est I'application linéaire identité de R™. Sans perdre en généralité, quitte
& changer g en x — g(a + ) — g(a), on pourra supposer que a = 0 et que g(a) = 0.
On considere maintenant ’application ¢ donnée par

p(r) =z —g(x) .
On a alors Dp(0) = 0, soit %(0) = 0 pour tous ¢,j. Par continuité des dérivées
partielles (classe C1) on obtient qu’il existe 7 > 0 tel que B)(r) C U et
&pj 1
<
| ox; @) < 2n+/n

pour tout = € B{(r). Avec le théoreme des accroissements finis on obtient alors
que pour tous z,y € Bj(r),

le(w) ~ 9@l < 3y —al
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Comme ¢(0) = 0 on a en particulier que ¢ (B{(r)) C Bj(r/2). Soit y € Bj(r/2)
fixé quelconque. On note ¢, 'application donnée par ¢, (z) =y + ¢(z). On a

r
2

pour tout x € By(r), et donc ¢, (By(r)) C Bi(r). On a aussi par accroissements
finis que

R
ley @) < llyll + lle@) < 5 +5 =7

lpy(z) = ey (@)l = le(z") — e(@)]

A

Uiy - ]
_23/ x

pour tous z,y € B{(r) et ¢, est donc C-contractante avec C' = % < 1. On peut
ainsi appliquer le théoreme du point fixe et on obtient qu’il existe un unique point
fixe x pour ¢,, soit un unique point € By(r) tel que g(z) = y puisque ¢, (z) = =
équivaut & g(z) = y. L’application g : g1 (B{(r/2)) — B\(r/2) est donc bijective.
Le reste de la preuve consiste & montrer que ¢! est de classe C'! sur un voisinage
By(n) de 0, ce que nous admettrons ici, et qui suffit & conclure pour la premiere
partie du théoréeme. La seconde partie du théoréeme tel qu’énoncé est une version
globale du théoreme. Elle se déduit facilement de la partie locale en remarquant
que si f est injective sur U alors f réalise une bijection de U sur f(U). La partie
locale impose ensuite que f(U) est ouvert et que f~* est C! sur f(U). O

7. Le théoréme des fonctions implicites

Soient U un ouvert de R"*?, et f : U — RP une application de classe C! définie
sur U. On écrit R™"? sous la forme R = R™ x RP, et on écrit les points de R™*+?
sous la forme (z,y) avec z € R™ et y € RP. Etant donné (a,b) un point de U, on
note f, 'application de RP dans RP définie par

fa(y) = f(aay) .

On vérifie facilement que le domaine de définition de f, est un ouvert de RP. De
méme, on note f application de R™ dans R? définie par

fo(z) = f(x,b) .

La encore, on vérifie facilement que le domaine de définition de f; est un ouvert de
R™. Puisque f est de classe C! sur U, il est clair que f, et f; sont aussi de classe C!
sur leurs domaines de définition respectifs. On note alors g—;j(a, b) la différentielle

de f, au point b, et g—i(a,b) la différentielle de f, au point a. On a donc

{%wwznn@,

9% (a,b) = D fy(a)

et g—i(m b) et g—i(a, b) sont respectivement des applications linéaires de RP dans RP
et de R™ dans RP. Le théoreme des fonctions implicites, objet de ce paragraphe,
s’énonce de la fagon suivante. Nous reviendrons plus en détail sur ce théoréme (et
sur sa preuve) lorsque nous traiterons du cas des espaces de Banach.

THEOREME 2.13 (Théoréme des fonctions implicites). Soient U un ouvert de
R"*P, (a,b) un point de U, et f : U — RP une fonction de classe C* sur U. On
suppose que g—i(a, b) € Isom(RP). Il existe alors un ouwvert V. de R"™P contenant le
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point (a,b) et contenu dans U, il existe un ouvert W de R™ contenant le point a,
et il existe une fonction g : W — RP de classe C' sur W tels que

(1) V(x,y) €V, si f(z,y) = f(a,b) alorsz € W et y = g(x)
(it) Ve € W, (z,g(x)) € V et f(x,g(x)) = f(a,b) .

En particulier, g(a) = b. L’application g est de plus unique (au moins au voisinage
de a).

La encore la classe de différentiablilité s’adapte au théoreme. Si f est en fait
de classe C*, avec k > 1, alors ¢ est aussi de classe C*.

8. Le théoréme de Frobenius

Le théoreme de Frobenius est un de ces grands théoremes de la catégorie des
théoremes des Sections 6 et 7. Dans sa forme fonctionnelle il donne une condition
nécessaire et suffisante d’intégrabilité locale d’un systeme d’équations aux dérivées
partielles du premier ordre du type “systeme de Pfaff”. On le donne ici sans preuve,
et tel qu’énoncé par exemple dans Spivak [Differential Geometry, Tome 1, Chapitre
6]. Le théoréme de Frobenius regoit plusieurs autres formulations équivalentes et
plus géométriques (voir 1a encore le Spivak). C’est un de ces théorémes dont il est
important de préciser la version a laquelle on fait référence, 1’équivalence de ses
différentes versions ne sautant pas nécessairement aux yeux. On anticipe la encore
sur la notion d’application de classe C*, k > 2.

THEOREME 2.14 (Théoréme de Frobenius - formulation fonctionnelle). Soit U
un voisinage ouvert de 0 dans R™, V un ouvert de R™ et f; : U x V. — R™ des
applications de classe C*, 1 < k < +00. Pour tout yo € V il existe au plus une
fonction a: W — V de classe C* et définie sur un voisinage ouwvert W de 0 dans
R™ satisfaisant que «(0) = yo et que

oo
= ; 2.4
oz, @) = fi(z,a(2) (2.4)
pour tout x € W et tous i = 1,...,n. De plus, on pourra trouver un voisinage

ouvert W de 0 dans R™ et une fonction o : W — V de classe C* vérifiant que
a(0) = yo et (2.4) si et seulement si

L m 0 m
Off 01 08 SN0t
ox; 0y O Ozxy "’
a=1 a=1
en tout point d’un voisinage ouvert de (0,yo) dans U X V, pour tous i,j =1,...,n

et tout £ =1,...,m.

La preuve du Théoréme de Frobenius fait appel au Lemme de Poincaré (les
formes fermées sont localement exactes) et au théoreme des fonctions implicites.

9. Différentielles d’ordre supérieur

On est la encore confronté a une difficulté similaire & celle rencontrée pour
parler de classe C': T’application différentielle Df n’est pas de méme nature que
f et on ne peut se borner a dire que f est deux fois différentiable si D f est une
fois différentiable puisque ’on ne sait pas (encore) définir la différentiabilité d’une
application & valeur L(RP,R?), sauf & assimiler de facon artificielle L(RP,R?) &
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RP4. Pour simplifier la présentation et éviter ’abondance d’indices on va ici sup-
poser que ¢ = 1 (on se restreint donc a parler des fonctions). Mais bien siir on
retiendra que pour f = (fi,..., f), la différentiabilité de f, le caractere C! de f,
la différentiabilité seconde de f, le caractere C? de f, etc. équivalent & ce que pour
tout j = 1,...,q les f; sont différentiables, de classe C", deux fois différentiables,
de classe C?, etc. On passe ainsi “facilement de la théorie RP — R & la théorie
RP — RY.

DEFINITION 2.7. Soient  un ouvert de R™, a un point de Q, et f : Q — R une
fonction réelle définie sur Q). On suppose que pour tout i =1,...,n, et tout x € €,
%(m) existe. Si elle existe, on appelle dérivée partielle seconde de f par rapport

a x; et vj au point a, et on note aazé)f (a), la dérivée partielle par rapport ¢ x; au

point a de la fonctzon 8 . Pour tous i,5 =1,...,n, et tout a € ), on a donc
of
P (3 ) @
a) = a) .
axi('):cj a,’L‘i

2 2
Lorsque i = j, on note %(a) au lieu de 8381; (a).

La définition de la différentiabilité seconde suit.

DEFINITION 2.8. Soient Q un ouvert de R™, a un point de Q, et f : Q@ — R
une fonction différentiable sur Q). On dit que f est deux fois différentiable au point
a si les dérivées partielles premieres de [ sont différentiables au point a, autrement
dit si pour tout i =1,...,n, les fonctions g—i : Q — R sont différentiables au point
a. Si f est deur fois différentiable au point a, la différentielle seconde D?f(a) de
f au point a est alors (par définition) la forme bilinéaire sur R™ définie en tous
h=(h1,...,hn), k= (k1,...,k,) € R" par

2 .
D f(a Z &Tlaxj hik;

1,j=1

2
ot les #afmj(a) sont les dérivées partielles secondes de f au point a. Par extension,
on dit que f est deux fois différentiable sur Q si f est deux fois différentiable en

tout point de 2.
Pour ce qui est de la définition de la classe C? on adopte la définition suivante.

DEFINITION 2.9. On dit que f est de classe C? sur Q si les dérivées partielles
premieres de f sont de classe C' sur Q, autrement dit si pour tout i =1,...,n, les
fonctwns 8 : Q1 = R sont de classe C1 sur Q.

En vertu de ce qui a été dit sur la classe C', une fonction de classe C? est
bien deux fois différentiable. Comme toujours, si f et g sont deux fois différentiable
(resp. de classe C?) alors f +g, fg et 5 si g # 0 sont aussi deux fois différentiables
(resp. de classe C?). De méme, si Q C R™ et Q' C R™ sont deux ouverts de R™
et R"2 f: ) — R"™ est une application deux fois différentiable (resp. de classe C?)
sur €, g : ' — R™ est une application deux fois différentiable (resp. de classe C?)
sur Q' et Im(f) C ', alors g o f est deux fois différentiable (resp. de classe C2)
sur €. Pour finir, les applications linéaires de L(RP,R?) (et donc aussi les fonctions
coordonnées) sont de classe C2.
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A priori, étant donnée f une fonction réelle différentiable sur un ouvert Q de
R™ et deux fois différentiable en un point a de Q, f possede n? dérivées partielles
secondes. En fait, pour des raisons de symétrie, il n’y en a que n(n + 1)/2. C’est
I'objet du théoréeme de Schwarz. On renvoie au chapitre sur la différentiabilité dans
les espaces de Banach pour sa preuve.

THEOREME 2.15 (Théoréme de Schwarz). Soient Q un ouvert de R"™, a un
point de Q, et f : Q@ — R une fonction différentiable sur Q. Si f est deux fois

différentiable au point a, alors pour tous i,7=1,...,n,
*f *f
Hp (@) = 5——(a) .
0x;0; O0x;0z;

Une autre facon de dire les choses est encore que la différentielle seconde D?f(a)
de f au point a est symétrique au sens ou pour tous h,k € R™, D?f(a).(h,k) =
D?f(a).(k, ).

Lorsqu’on passe aux différentielles d’ordre supérieur, et puisqu’on perd la chaine
d’hérédité sur les différentielles dans ce contexte, il faut “tricher”. La définition
propre récupérant une chaine d’hérédité comme dans le cas des fonctions définies
sur R revient lorsqu’on interprete tout cela dans le contexte des espaces de Banach
comme a la Section 14 du Chapitre 4. La notion de dérivée partielle a 'ordre k se
définit avec une pseudo chaine d’hérédité en posant que

af _ 0 ( af )
pour tous i1,...,4 € {1,...,n}, ce que Pon peut encore préférer écrire sous la
forme
af 0 g 0f
8$i1 <o 837% 633i1 o 833‘1',671 6xik '

L’ordre n’a finalement que peu d’importance car le théoreme de Schwarz s’étend
aux dérivées partielles d’ordre k > 3. Plus précisément, si f est de classe CP avec
p > k alors pour tout iy,...,i; € {1,...,n} et toute permutation o de {1,...,k},
la dérivée partielle de f correspondant a lordre x;, ...x;, est égale a la dérivée
partielle correspondant a l'ordre x;, ... T, -

k

DEFINITION 2.10. Soient Q un ouvert de R™ et f : Q@ — R une fonction
différentiable sur Q. Soit k € N*{J{+oo}. On dit que f est de classe C* sur
Q lorsque toutes les dérivées partielles de f jusqu’a Uordre k inclus (ou toutes les
dérivées partielles quelque soit l'ordre si k = 4+00) existent et sont continues sur ).
Si f est a valeurs RP, elle est dite de classe C* sur §) si ses fonctions composantes
fi,i=1,...,p, sont toutes de classe C* sur (.

10. Formules de Taylor

On discute ici la formule de Taylor a I’ordre deux pour les fonctions de plusieurs
variables réelles. L’ordre n est abordé a la Section 14 du Chapitre 4.

THEOREME 2.16 (Formule de Taylor & I'ordre 2). Soient Q un ouvert de R™,
a un point de Q,et f : Q — R une fonction réelle différentiable sur Q) et deuz fois
différentiable au point a. Pour tout h € R™, avec ||h|| petit,

fla+h)=f(a)+ Df(a).(h) + %sz(a)-(fu h) + |[hl[*e(h)
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ot € : R™ — R est une fonction qui vaut 0 en 0 et qui tend vers 0 en 0.

DEMONSTRATION. On suppose pour simplifier la preuve que f est C2. La
formule & démontrer équivaut a

1mi a _ a) — a _1 2 a _
A T2 <f( +h) = f(a) = Df(a).(h) = 5D f( ).(h,h)) 0.

Considérons g : [0,1] — R la fonction ¢g(¢t) = f (a +th). Ona ¢'(t) = Df(a+th).(h)
et g"(t) = D?f(a + th).(h,h). La formule de Taylor-Lagrange dans le cas R — R
(Chapitre 1) donne pour tout h petit I'existence d’un ¢, €]0, 1] tel que

9(1) = 9(0) + ¢'(0) + 34" (1)

Par suite,

Fa 1) £(6) = DFa)L) - 3D*F(a)(0h)
1
= 2P

0% f 0% f
< _
- O; ‘83518303 (CL + thh) 8$i8$j (CL)

1
|A]|?
|(D?f(a+ tyh) — D*f(a)) (h, h)|

)

2
ou C' > 0 est indépendante de h, et puisque les %@f% sont supposées continues, et

a+ tph — alorsque h — 0 ([t| < 1 et donc tph — 0 lorsque h — 0), on voit que

1112

lorsque h — 0. Le théoréeme est démontré. ([

Fa+ 1) = £(6) = DF@M1) - 3D*f(a)(0m)| 0

11. Problémes d’extremums

Comme dans le cas des fonctions d’une variable réelle, on cherche ici des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour qu’une fonction de plusieurs variables réelles ait
un extrémum. La théorie est locale comme dans le cas des fonctions d’une variable
réelle.

THEOREME 2.17 (Condition nécessaire 1). Soient Q@ C R™ un ouvert de R™,
a € Q) un point de Q) et f :  — R une fonction. St f admet un extremum local en a
et si f est différentiable en a alors g—i(a) =0 pour touti =1,...,n (ce qui revient
encore a dire que Df(a) = 0 en tant qu’application linéaire de R™ dans R). FEn
d’autres termes, les extremums locauz d’une fonction différentiable sont des points

critiques de cette fonction.

DEMONSTRATION. Sous les hypotheéses du théoréme, les fonctions partielles fi
sont dérivables en a; et admettent un extremum local en a;. Donc, d’apres le
Théoréme 1.15, (f)'(a;) = 0, ce qui revient & dire que g—i(a) = 0. Le théoréme est
démontré. (]

On passe maintenant aux dérivées secondes.
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THEOREME 2.18 (Condition nécessaire 2). Soient Q@ C R™ un ouvert de R™,
a € Q un point de Q2 et f: Q — R une fonction différentiable sur ) et deux fois
différentiables en a. Si f admet un minimum local en a alors D?*f(a) > 0 au sens
des formes bilinéaires et si f admet un mazimum local en a alors D?f(a) < 0 au
sens des formes bilinéaires.

Dire que D?f(a) > 0 au sens des formes bilinéaires signifie que D? f(a).(h, h) >
0 pour tout h € R™, et dire que D?f(a) < 0 au sens des formes bilinéaires signifie
que D2 f(a).(h,h) <0 pour tout h € R™.

DEMONSTRATION. Si f admet un extremum local au point a, on sait avec le
Théoreme 2.17 que a est un point critique de f. Il suit de cette remarque et de la
formule de Taylor a 'ordre 2 de f au point a que pour tout h,

Flatb) = fla) + 3 D F(@).(h, ) + [H]e(n)

Soit alors h donné, et soit ¢ un réel strictement positif. On écrit que
1
fla+th) = f(a) = 5D*f(a)-(th,th) + [[th|*e(th)
1
= (5D (@)-(h ) + b e(th) )2 .

Si maintenant f admet un minimum local au point a, on obtient que pour ¢t > 0, ¢
petit,

1

5D“‘f(a).(h,h) + ||h]|?e(th) > 0 .
En faisant tendre ¢ vers 0 dans cette inégalité, et puisque par propriété de la fonction

€, }ir% €(th) = 0, on obtient que D?f(a).(h,h) > 0. Soit D?f(a) > 0 au sens des
—

formes bilinéaires puisque h est quelconque. Le raisonnement est bien str de méme
nature si f admet un maximum local au point a. On récupere dans ce cas que
D2 f(a).(h,h) <0. Le théoréme est démontré. O

Pour passer a la condition suivante nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.1. Soit Q : R™ — R une fonction qui pour tout h = (hy,...,h,) € R"
s’écrit sous la forme

Q(h) = > aijhih;
ij=1

ot les a;; sont des réels. On suppose que pour tout h € R™\{0}, Q(h) > 0. I existe
alors un réel K > 0 tel que pour tout h € R™, Q(h) > K| h|>.

DEMONSTRATION. Notons S la sphere unité de R™ définie par
S={heR" /|h|=1} .

Alors S est un fermé borné de R™, donc un compact de R™. Par ailleurs, la fonction
Q est continue sur R", et donc en particulier sur .S. Puisque toute fonction continue
sur un compact est bornée est atteint ses bornes, il s’ensuit qu’il existe hg € S tel
que pour tout h € S, Q(h) > Q(ho). On pose K = Q(hp). Comme @ est supposée
strictement positive en tout point différent de 0, K est strictement positif. On
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remarque par ailleurs que pour tout t € R, et tout h € R™, Q(th) = t2Q(h). Pour
h € R"\{0} on pourra ainsi écrire que

@) =@ (1 (gn) ) =@ () = KIP

puisque mh € S. Le lemme est démontré. O

On aurait aussi pu démontrer ce résultat en utilisant Sylvester et I’équivalence
des normes dans R". La condition suffisante d’extremum local est donnée par le
théoréeme suivant.

THEOREME 2.19 (Condition suffisante). Soient Q un ouvert de R™, a un point
de Q, et f: Q — R une fonction différentiable sur ) et deux fois différentiable au
point a. On suppose que a est un point critique de f. Si pour tout h € R™\{0},
D%f(a).(h,h) > 0 (resp. pour tout h € R"\{0}, D?f(a).(h,h) < 0) alors f admet
un minimum local strict (resp. un maximum local strict) au point a.

DEMONSTRATION. On traite du cas des minimums sachant que celui des max-
imums en découle en changeant f en —f. D’apres le lemme précédent, il existe
K > 0 tel que pour tout h € R",

D?f(a).(h, h) = Kbl .

On écrit avec la formule de Taylor a l'ordre deux pour f au point a que

fla+h)—f(a)

%DQf(a).(h, h) + [|h|2e(h)

Inle (% +e(h))

Par propriété de la fonction e, il existe alors un n > 0 tel que pour tout h € R", si
18]l < n, le(h)] < K/4. Tl Sensuit que pour h tel que ||A|| < 7,

v

flath) — fla) = SR

En écrivant = a + h, on en déduit qu'il existe n > 0 tel que pour = € B,(n)\{a},
f(z) > f(a). D’ou le résultat. O



CHAPITRE 3

Espaces vectoriels normés, de Banach et de
Hilbert

On discute dans ce chapitre de la théorie des espaces vectoriels normés réels.
Par définition, un R-espace vectoriel E est un ensemble muni de deux lois + et x.
La loi + est interne (on additionne deux éléments de E pour récupérer un élement
de E). La loi x est externe (a (t,z) € R x E on associe tz dans E). On demande
que ces opérations vérifient que:

(0) (E,+) est un groupe commutatif;

(i) (Distributivité de x par rapport a + dans R) V¢, t' € R, Va € E,
(t+t)e =te+tx;

(ii) (Distributivité de x par rapport & + dans E) Vt € R, Vz, 2’ € E,
t(x + o) = to + ta';

(ili) (Associativité dans R) V¢, ¢’ € R, Vz € E, t(t'z) = (tt')x;

(iv) (Neutralité) Vz € E, 1 x z = z.

Le vecteur nul de FE est I’élément neutre de +. On vérifie facilement que
(P)Vz e E,0x z=0;

(P2) Vx € E, (—1) x 2 = —z (I'inverse de x pour +);

(P3) VteR, tx0=0;

PHVteR, Vz e E,tx =0 t=0o0uz=0.

En bref, un R-espace vectoriel est un ensemble £ muni d’'une addition qui permet
d’additionner ces éléments entres eux (comme on le fait dans R™), et d’une loi
externe qui permet de multiplier les éléments de E par des réels (comme on le fait
dans R™).

1. Normes et distances associées

La norme est ce qui mesure la longueur des vecteurs.

DEFINITION 3.1. Soit E un R-espace vectoriel. Une norme N sur E est une
application N : E — RT qui vérifie:

(1)Ver e E, Nz)=0& 2 =0,
(2) (inégalité triangulaire) Vz,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y),
(3)Vz € E, VA € R, N(\z) = [A|N(x).

Une norme N (z) se note le plus souvent ||z||, et on dit que le couple (E,|| -||) est
un R-espace vectoriel normé.

Une notion plus fine que la notion de norme est celle de produit scalaire.

55
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DEFINITION 3.2. Soit E un R-espace vectoriel. Une application B : EXE — R
est un produit scalaire sur E si elle est bilinéaire, symétrique, définie, et positive.
A savoir si:

(1) (bilinéarité) Pour tout x € E lapplication y — B(xz,y) est linéaire sur E,
et pour tout y € E, Uapplication © — B(x,y) est linéaire sur E,

(2) (symétrique) Yo,y € E, B(x,y) = B(y, ),

(8) (définie positive) Vo € E, B(xz,x) > 0 avec égalité si et seulement si x = 0.

On note souvent (x,y) au liew de B(x,y), et le couple (E,(-,-)) constitué d’un
espace vectoriel et d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien.

Il y a une hiérarchie entre produit scalaire et norme donnée par le théoreme
suivant.

THEOREME 3.1. A tout produit scalaire {-,-) est associé une norme || - || par
2]l = v/ (z,z)

pour tout x € E. Produit scalaire et norme associée vérifient l'inégalité de Cauchy-
Schwarz [{(x,y)| < ||z||x||y|| pour tous z,y € E. Il y a de plus égalité dans l'inégalité
de Cauchy-Schwarz si et seulement si x et y sont colinéaires.

DEMONSTRATION. On commence par montrer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Soient x,y fixés quelconques. On peut supposer que z # 0 et y # 0 car sinon
I'inégalité & démontrer est triviale. Pour tout ¢t € R, (x+ty, z+ty) > 0 avec égalité
si et seulement si x +ty = 0. On a

(@ +ty, o+ ty) =yl + 2(z, y)t + [|z]|* .

Ce polynéme du second degré (y # 0) ne change pas de signe. Il a donc au plus
une racine réelle. Son discriminant A est donné par A = 4 ((z,y)? — ||z[/?|ly[|?).
Donc, nécessairement A < 0, soit
(@, 9)* = llz]*yl* <0

et on a la 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Clairement, si z et y sont colinéaires il y
a égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Réciproquement, s’il y a égalité dans
linégalité de Cauchy-Schwarz (et y # 0) alors A = 0. Donc notre polynéme du
second degré a une racine tg. Mais par suite (z + toy, z + toy) = 0 et donc z et y
sont colinéaires. Si y = 0 n’importe quel vecteur x est colinéaire a y et on a donc
caractérisé le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz. Reste maintenant & montrer que
I || est bien une norme. Les propriétés (1) et (3) des normes sont automatiquement
satsifaites. Seule I'inégalité triangualire est vraiment a démontrer. On écrit ici que

lz+yl* = (2 +y,z +y)
= [zl + lyl* + 2¢z, )
< llll® + Iyl + 2llz[l x |yl (par Cauchy-Schwarz)
2
< ([l + llyll)

et on a donc bien que ||z + y|| < [|z| + ||y||, & savoir la propriété (2) des normes,
I'inégalité triangulaire. Le théoreme est démontré. O

Soit X un sous ensemble d’un espace préhilbertien (E, (-, -)), par exemple X =
F avec F sous espace vectoriel de E. L’othogonal X+ de X est alors défini comme
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étant l'espace des z € E qui sont tels que (z,y) = 0 pour tout y € X. Done, pour
X CE,onpose Xt ={zecE/VyecX,(x,y) =0}

THEOREME 3.2. L’orthogonal X+ d'un sous ensemble X C E d’un espace
préhilbertien (E, (-,-)) est toujours un sous espace vectoriel de E.

DEMONSTRATION. Clairement 0 € X+ et si \,u € Ret z,2' € X+ alors

Az + pa',y) = Ma,y) + plz’, y)
=0+0=0

pour tout y € X. Donc X est bien un sous espace vectoriel de E. O

2. Topologie dans les espaces vectoriels normés

Soit X un ensemble quelconque. Une distance sur X, nous reviendrons sur la
notion dans le chapitre sur la topologie, ainsi que sur les autres notions de topologie
traitées ici, est une application d : X x X — RT qui vérfie les propriétés suivantes:

(1) Va,y € X, d(’JJ,y) =0ez=y,
(2) Va,y € X, d(z,y) = d(y, z),
(3) (inégalité triangulaire) Va,y, z, d(x, z) < d(z,y) + d(y, 2) .

Le couple (X, d) constitué d’un ensemble et d’une distance est appelé espace métrique.
On a alors le résultat suivant.

THEOREME 3.3. Tout espace vectoriel normé (E,| - ||) posséde une structure
naturelle d’espace métrique (E,d), la distance d associée a la norme étant définie
par

d(z,y) = |y — =]
pour tous ¢,y € E.

DEMONSTRATION. Les propriétés (1) et (2) des distances suivent des propriétés
(1) et (3) des normes. Pour ce qui est de I'inégalité triangulaire on utilise I'inégalité
triangulaire des normes pour écrire que

d(x, 2) = ||z — x|
=(z=y) + (-2l
<z =yl +lly — =l
< d(y,z) +d(z,y)

pour tous z,y,z € E, ce qui démontre 'inégalité triabgulaire des distances, soit la
propriété manquante (3). Le théoreme est démontré. O

Des lors que (F,d) est un espace métrique, on récupere plusieurs notions sur £
comme celles de boules ouvertes et fermées, d’ouverts, de fermés, de suites conver-
gentes et de Cauchy, d’application continue, etc. Si a est un point de F, et sir > 0
est un réel strictement positif, on définit les boules ouvertes et fermées de centre a
et de rayon r par

B.(r)={x € E t.q. d(a,z) < r}

et B,(r) = {z € E t.q. d(a,z) <r}. On a alors la définition suivante des ouverts
et fermés.
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DEFINITION 3.3. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, et d la distance
associée a ||-]|. On dit qu’un sous ensemble 2 C E de E est un ouvert de E si pour
tout point a € Q, il existe r = r, strictement positif, tel que By (r) C Q, ot By(r)
est la boule ouverte de centre a et de rayon r définie ci-dessus. On dit qu’un sous
ensemble F C E est un fermé de E si E\F est un ouvert de E.

Par convention @) et E sont & la fois ouverts et fermés. En langage intuitif, qui
peut étre rendu précis: (i) un ouvert est un ensemble qui ne contient aucun des
points de sa frontiére, et (ii) un fermé est un ensemble qui contient tous les points
de sa frontiere. Un ensemble peut donc n’étre ni ouvert ni fermé.

DEFINITION 3.4. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, et d la distance
associée a || -||. Soit (x,) une suite de points de E. On dit que (), converge vers
un point x de E, sous entendu pour la distance d ou pour la norme || - ||, si

Ve > 0,3IN € N t.q. Vn > N,d(xp,x) < € .

On dit que x est la limite de la suite (x,) (elle est forcément unique). Lorsqu’il
ny a pas de confusion possible avec le choix d’une norme, on nmote x, — x ou
lim z, ==.

n—-+oo

L’unicité s’obtient trés facilement avec I'inégalité triangulaire. Si (z,) avait
deux limites différentes x et ', comme d(z,2’) < d(z,, z) + d(z,,z’) par inégalité
triangulaire, on devrait avoir que d(z,z’) = 0, ce qui constitue une contradiction
avec ' # x. Les fermés sont caractérisés par la propriété suivante:

THEOREME 3.4. Un sous ensemble F' de E est un fermé de E si et seulement
st pour toute suite (xy,)n de points de F, si (x,,), converge dans E, alors sa limite
x est forcément dans F'.

En remarquant (argument est intuitif mais il peut étre rendu précis) que tout
point de la frontiere d’un patatoide peut s’écrire comme limite d’une suite de points
intérieurs, ce lemme signifie juste que 'ensemble possede bien tous les points de sa
frontiere.

DEMONSTRATION. Supposons tout d’abord que F est un fermé de E, et soit
(z,,) une suite de points de F' qui converge dans E vers un point z. On veut
montrer que « € F. Par 'absurde, si @ ¢ F, alors x € F\F, et comme F est un
fermé, E\F est un ouvert. Par définition d’un ouvert, il existe alors r > 0 tel que
B, (r) C E\F. Or par définition de la convergence de (z,) vers z, il doit exister N
tel que x,, € B,(r) pour n > N. Mais comme z,, € F et B,(r) C E\F, on obtient
une contradiction. A l'inverse, supposons que pour toute suite (x,) de points de F,
si (x,,) converge vers un point z dans F, alors € F. On veut montrer qu’alors F’
est un fermé de E. La encore, on raisonne par l’absurde. Si F' n’est pas un fermé de
E, donc si E\F n’est pas un ouvert de E, alors il existe z € E\ I avec la propriété
que pour tout 7 > 0, B, (r)NF # (. On pose r = 1/n pour n € N, n > 1, et on fait
varier n. On obtient alors une suite (z,,) de points de F telle que d(x,,z) < 1/n
pour tout n > 1. Donc, par définition méme, (z,) converge vers z et, 1& encore, on
récupere une contradiction. Le théoreme est démontré. ([l

On aborde maintenant la notion d’application continue entre espaces vectoriels
normés. La notion de limite d’une fonction en un point s’entend comme dans le
cas RP — RY. Soient (E, || -||g) et (F,| -|lr) deux espaces vectoriels normés, dg la
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distance associée a || - ||, et dp la distance associée a || - ||p. Soient aussi X C E
un sous ensemble de F, a un point de X, et f : X — F une application définie sur
X et a valeurs dans F'. On dira que f tend vers £ € R lorsque x — a si

Ve>0,30>0/Voe X, 0<dp(a,z) <d=dp(f(z),l)<c.

Les limites sont toujours par valeurs différentes. La encore, il suit de I'inégalité
triangulaire que la limite, lorsqu’elle existe, est unique.

DEFINITION 3.5. Soient (E, ||-||g) et (F,||-||r) deuz espaces vectoriels normés,
dg la distance associée a || - ||g, et dp la distance associée a || - ||p. Soient aussi
X C E un sous ensemble de E, a un point de X, et f : X — F une application
définie sur X et a valeurs dans F. On dit que f est continue au point a, sous
entendu pour les distances dg et dp, ou pour les normes || - ||g et || - ||F, si Uune
des trois propriétés équivalentes suivantes est vérifiée:

(1) lim f(x) = f(a),
r—a
(it) Ve > 0,36 > 0 / Vo € X, dp(a,z) <6 = dp(f(a), f(z)) <e,
(#ii) pour toute suite (xy), de points de X vérifiant que liT Ty, = a, on a
n—-+0oo
forcément que lim f(x,) = f(a).
n—-+oo

Par extension, on dit que f est continue sur X si f est continue en tout point de
X.

L’équivalence (i) < (ii) suit du fait que (ii) n’est rien d’autre que la définition
mathématique de (i), sachant que si £ = f(a) alors il est inutile d’exiger que = # a
dans la définition de la limite puisque 0 < & pour tout € > 0. L’équivalence (i) <

(iii) se démontre comme dans le cas réel en remplagant les valeurs absolues de R
par les distances ou les normes des espaces F et F.

Une remarque simple mais importante est la suivante: si (F,|| - ||) est un R-
espace vectoriel normé, alors ’application norme de E dans R, qui & x associe ||z],
est continue sur E. On le voit en remarquant que ’||yH — lzll| < lly — ]|, soit
encore que |||ly| — [|lz]|| < d(z,y) ol d est la distance associée & || - ||. (I'application
est méme lipschitzienne). On a pour en finir avec ces généralités que le théoreme
suivant a lieu.

THEOREME 3.5. Soient (E, ||-||g), (F, ||'|lF) et (G,]||-||g) trois espaces vectoriels
normés, X est un sous ensemble de E, Y est un sous ensemble de F tel que f(X) C
Y eta € X un point de X. Si f: X — F est continue en a, et st g:Y — G est
continue en f(a), alors go f: X — G est continue en a.

DEMONSTRATION. On emboite les formules de continuité. Par définition,
Ve >0,36 >0 /Vz € X, dp(a,z) <6 = dp(f(a), f(z)) <e (3.1)
et
Ve' > 0,30 >0 /Vy €Y, dp (f(a),y) <8 = da(g(f(a),9(y) <& . (3.2)

On fixe ¢’ > 0, puis on choisit £ = ¢’ avec les notations des formules (3.1)-(3.2). On
obtient avec (3.1) un ¢ > 0 tel que pour tout = € X,

dp(a,z) < d = dp(f(a), f(z)) <&
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et en appliquant ensuite (3.2), on obtient que
dp(a,2) <8 =da(g(f(a),g(f(x)) <& .

Au final on a donc montré que
Ve > 0,30 >0/ V€ X, dg(a,z) <d=da(g(f(a),g(f(z)) <&,

et g o f est donc bien continue au point a. D’ou le théoréeme. O

3. Compacité et dimension

Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé. Soit K C E un sous ensemble de
E. On appelle recouvrement ouvert de K toute famille (£2;);c; d’ouverts de E telle
que K C [J;¢; . La définition formelle des compacts est la suivante.

DEFINITION 3.6. Soit (E, || -||) un R-espace vectoriel normé, et soit K C E un
sous ensemble de E. Par définition, K est un compact de E si de tout recouvrement
ouvert de K on peut extraire un sous recouvrement qui soit fini.

En d’autres termes, K C E est un compact de E si pour tout recouvrement
ouvert (£2;);er de K, il existe un sous ensemble fini {i1,...,43,} C I tel que K C
U§:1 ;. Un théoreme important en topologie est le suivant, dit de Bolzano-
Weierstrass (ici énoncé dans le cas des espaces vectoriels normés, mais il possede
une version topologique).

THEOREME 3.6 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass). Soit (E, || -||) un R-espace
vectoriel normé, et soit K C E un sous ensemble de E. Alors K est un compact de

FE si et seulement si toute suite de points de K possede une sous suite qui converge
dans K.

En d’autres termes, K C E est un compact de E si pour toute suite (z,), de
points de K, il existe ¢ : N 7 N, et il existe z € K, tels que z,(,) — = lorsque
n — —+oo (la notation ¢ : N 7 N signifie “application strictement croissante de N
dans N”).

DEMONSTRATION. Supposons que K est un compact. Soit (x,) une suite de
points de K. S’il existe x € K tel que pour tout r on peut trouver une infinité
de z,, dans B,(r), alors on construit facilement une sous suite de (z,) convergent
vers x. Et réciproquement, s’il existe une sous suite de (x,) qui converge, alors sa
limite vérifie cette propriété. On raisonne par ’absurde et on suppose que pour
tout x € K il existe r, > 0 qui est tel que B, (r;) ne contient qu’un nombre fini de
Zp. La famille des B, (r;) pour € K est un recouvrement ouvert de K. On peut
donc en extraire un sous recouvrement fini par compacité. Mais alors la suite (z,)
ne prend qu’un nombre fini de valeurs. L’une de ces valeurs est prise une infinité de
fois, et pour z cette valeur, B, (r) contient une infinité de x,, pour tout r > 0. Une
contradiction. Au final on a montré que si K est compact alors toute suite (z,,) de
points de K possede une sous suite convergente. Récirpoquement, on suppose que
toute suite (z,) de points de K possede une sous suite convergente. Soit (U;)ier
un recouvrement ouvert de K. On prétend que la propriété suivante est vraie:

Ir >0/ Ve K,B,(r) CU; pour au moins un i . (3.3)

On montre (3.3) par contradiction. Soit (r,) une suite de réels strictement positifs
convergent vers 0. Par exemple r, = 27". Par contradiction de (3.3), pour tout
n il existe =, € K tel que B,(r) ¢ U; pour tout ¢ € I. La suite (x,) est une
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suite de points de K. Il existe donc une sous suite (z,(,)) de () qui converge.
Soit = sa limite. Il existe 99 € I qui est tel que z € U;,. Soit rg > 0 tel que
By(ro) C Ui, Pour n> 1, By (Ty(n)) C By(ro) puisque Tyn) — T €t ) — 0
lorsque n — +oo. Or les By, (ry(n)) sont censées n’étre contenues dans aucun
des U;. Une contradiction et (3.3) est vraie. On montre maintenant la propriété
suivante

P

Jay,....ap € K | K C | Ba,(r), (3.4)

j=1

o r > 0 est donné par (3.3). L& encore on raisonne par I'absurde. On suppose
que pour tout n, et toute famille ay,...,a, de points de K, K ¢ U?Zl B, (r)
et donc que pour tout n, et toute famille aq,...,a, de points de K, il existe un
point a,y1 & U?Zl B, (r). Par récurrence on construit une suite (a,) qui est
telle que a,41 & U;-Lzl Bq, (r) pour tout n. Cette suite devrait posséder une sous
suite convergente (ag(n)). On pourrait alors rendre d(ag(n); ag(nt1)) aussi petit
que l'on veut pour n > 1. Or d(ag(n), dg(nt1)) = T €ar ay(mi1) & Ba,, (r), une
contradiction. Ainsi (3.4) est démontrée. Soit i; € I tel que B,,(r) C Us; pour
tout j =1,...,p, ot les A; sont donnés par (3.4) et 'existence de i, est donnée par
(3.3). On a alors avec (3.4) que K C Ule Ui, et donc, de tout recouvrement ouvert
(Ui)ier de K on peut extraire un sous recouvrement fini. Ainsi K est compact. Le
théoreme de Bolzano-Weierstrass est démontré. O

Une conséquence immédiate du Bolzano-Weierstrass est que tout compact est
forcément fermé et borné. En effet si K est un compact et si (x,) est une suite
de K qui converge vers un z dans F, alors comme () va posséder une sous suite
convergente dans K par Bolzano-Weierstrass, et que les limites d’une sous suite
d’une suite convergente et de la suite convergente elle-méme sont les mémes, on
obtient que x € K. On rejoint la caractérisation des fermés par les suites. Donc K
est fermé. De méme, si K n’était pas borné il existerait une suite (z,) de points
de K avec |z,| — +o0c. Or, par Bolzano-Weierstrass, il existe (z,(,)) une sous
suite convergente de (2,,). Si x est sa limite, ||z, — ||z lorsque n — +o0. Or
la suite des ||z, () || est une sous suite de la suite des ||z, ||. Elle devrait donc avoir
400 pour limite. Une contradiction. Ainsi K est forcément borné.

Plusieurs propriétés importantes se rattachent a la notion de compacité. Parmi
les résultats célebres on citera le théoreme de Weierstrass (I'image d’un compact
par une application continue est un compact), et le théoréme de Tychonoff (tout
produit d’espaces compacts est compact). On pourra encore montrer le théoreme
suivant, déja rencontré dans les chapitres précédents.

THEOREME 3.7. Soit (E, || - ||) un R-espace vectoriel normé, et soit K C E un
sous ensemble compact de E. Soit f : K — R une fonction continue sur K. Alors
f est bornée et elle atteint ses bornes.

DEMONSTRATION. Que f soit bornée, & savoir qu’il existe M > 0 tel que
|f(z)| < M pour tout x € K, suit facilement du théoreme de Weierstrass (un com-
pact de R est forcément borné). Montrons maintenant que f atteint son minimum
(la démonstration pour le maximum est identique, ou on peut changer f en —f).
Soit

™= 2 1)
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la borne inférieure de ensemble {f(z),x € K}. Par définition, m est le plus grand
des minorants de cet ensemble et donc:

(i) Vo € K, m < f(x), et
(i) Ve >0,Fx e K / m < f(z) <m+e.

On pose € = 1/n pour n € N\{0}. On obtient ainsi l’existence d’'un z,, € K tel que
Vn € N\{0},

1
mgf(acn)gm—i—ﬁ.

Donc f(z,) — m lorsque n — 4+o00. Comme K est un compact, il existe ¢ : N 7
N telle que (2,(n))n converge. Notons x sa limite. Une sous suite d'une suite
convergente étant convergente et de méme limite, on a encore que f(z,m)) — m
lorsque n — 4-00. Par continuité de f en z il s’ensuit que f(z) = m. Le théoréme
est démontré. (]

Méme remarque qu’aux chapitres précédents, un autre résultat fréquemment
associé a la compacité est que toute application continue sur un compact y est
uniformément continue. Par contre, le fait que les compacts soient précisément les
fermés bornés cesse d’étre vrai des qu’on rentre dans le monde de la dimension
infinie. Les compacts seront bien toujours des fermés bornés (voir ci-dessus), mais
la réciproque devient fausse si le compact est d’intérieur non vide. C’est I'objet du
second théoreme de Riesz qui suit.

THEOREME 3.8 (Second théoréme de Riesz). Soit (E,||.||) un espace vectoriel
normé, et soit B’ = By(1) la boule fermée de E de centre 0 et rayon 1. Alors E
est de dimension finie si et seulement si B’ est un compact de E.

Bien str le résultat restre valable si on remplace B’ par n’importe quelle boule
fermée B,(r). En particulier tout compact dans un espace vectoriel normé de
dimension infinie est d’intérieur vide (i.e ne contient aucune boule ouverte du type
B,(r), r > 0). La preuve que I’on propose passe & l'identique dans le cas des espaces
métriques. Nous reviendrons dessus dans le chapitre sur la topologie.

DEMONSTRATION. On montre que les compacts d'un espace vectoriel normé
de dimension finie sont les fermés bornés de cet espace. En dimension finie n
Pespace est homéomorphe (et méme isomorphe) a R™ et, dans R", les compacts
sont précisemment les fermés bornés (ce qui se démontre par extractions successives
de sous suites en utilisant le fait que les suites réelles bornées possedent des sous
suites convergentes). On utilise ici (cf. plus loin), que toutes les normes sur R”
sont équivalentes. En particulier, si F est de dimension finie, alors B’ est compacte.
Réciproquement, supposons que B’ est un compact de E. On veut montrer que E
est de dimension finie. Pour cela, on commence par remarquer que (Ba(%))a -y
est un recouvrement ouvert de B’. Par suite, et puisque B’ est supposé compact,
il existe des aq,...,a, € B’ tels que

Notons F le sous espace vectoriel de E engendré par les a;, ' = Vect(ay,...,an).
Clairement, F' est de dimension finie, puisque par construction, (ay,...,a,) est une
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famille génératrice de F'. On va montrer que £ = F. On raisonne par ’absurde et
on suppose que F' # E. 1l existe alors € F\F. Notons

= inf [lz —y]| .
o= nf |z —y]

Puisque F' est de dimension finie, il existe & € F tel que o = || — Z|| (les fermés
bornés dans F' sont compacts). En particulier, « > 0. Soit maintenant y € F tel
que

3a

<Nz -yl < 2=
a<l-yl <

et soit z = T ! (x - y) Alors 2z € B, et il existe ainsi ¢ € {1, e ,n} pour lequel

z—yll

z € Ba(%) On remarque maintenant que

y' =y+ 2 —yla;
appartient a F', et que

z=y+|lz—yllz.
Ainsi

a<lz—y|
= llz —yllllz — ail
3a 1 3«

<—-="<a
- 22 4

et on obtient donc une contradiction. Il s’ensuit que ' = F. En particulier, F est

de dimension finie. D’ou le théoreme. O

4. Espaces de Banach et de Hilbert

La notion, de suite de Cauchy (une suite qui s’écrase sur elle-méme) est au
centre de la notion de complétude.

DEFINITION 3.7. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé, et d la distance
associée a || - ||. Soit aussi (x,)n une suite de points de E. On dit que (xy,), est
une suite de Cauchy, sous entendu pour la distance d ou pour la norme || - ||, st

Ve > 0,IN €N t.q. Vp,q > N,d(zp,zq) <€ .

En d’autres termes une suite (xy,), est de Cauchy si les x,, s’accumulent les uns
sur les autres quand n — +o0.

Une remarque simple est qu’une suite convergente est toujours de Cauchy. 1l
suffit pour le voir d’écrire que

d(xp, z4) < d(:CpJJ) + d(xq,x) )

ou z est la limite de la suite. Si les x,, s’accumulent sur un point z, alors ils
s’accumulent les uns sur les autres.

DEFINITION 3.8. Soit (E, | -||) un espace vectoriel normé. On dit que (E, || -||)
est un espace vectoriel normé complet, ou encore un espace de Banach, si toute
suite de Cauchy dans E pour || - || converge dans E pour || -||. Si la norme provient

d’un produit scalaire {(-,-), on dit que (E, (-,-)) est un espace de Hilbert.
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Des exemples d’espaces de Banach et de Hilbert sont:

Ex.1: L’espace euclidien R” muni du produit scalaire euclidien (z,y) = >, z;y; est
un espace de Hilbert.

Ex.2: L’espace £2(R) constitué des suites réelles (xy,),, pour lesquelles la série Y x2

converge, muni du produit scalaire {((€n)n, (Yn)n) = Z:i% TnYn, €st un espace de
Hilbert.

Ex.3: Si (X,d) est un espace métrique, I'espace C'%(X) des fonctions réelles con-
tinues et bornées sur X, muni de la norme de la convergence uniforme ||f|co =
sup,cx |f(z)|, est un espace de Banach.

Pour démontrer qu'un espace est un Banach on se rameéne a un espace dont on
sait qu’il est complet, ce qui implique la convergence, mais dans une norme plus
faible, et on utilise le fait que la suite est de Cauchy dans la norme de départ pour
montrer que la convergence a lieu en fait dans cette méme norme de départ. Dans
Pexemple 3 par exemple si (f,,) est de Cauchy pour | - ||co, alors pour tout « € X,
(fn(x)) est de Cauchy dans R. Il y a donc convergence simple de la suite (f,) sur
X puisque R est complet. On obtient ainsi un candidat limite f : X — R. Reste a
montrer que f est bien continue et bornée pour avoir que f € C%(X), et & montrer
que (f,) converge vers f pour | - ||co. Tout ceci se montre en utilisant le fait que
(F —n) est de Cauchy pour || - [[co. A linverse, il est bien stir des espaces qui ne
sont pas de Banach. Ces espaces sont forcément de dimension infinie (comme on le
verra plus tard).

DEFINITION 3.9. Deuz normes || - |1 et || - |2 sur un espace vectoriel E sont
équivalentes s’il existe des constantes Cp,Cy > 0 telles que

Cilzlr < [[#]l2 < Callz|lx
pour tout x € E.
On vérifie facilement que I’équivalence des normes préservent les notions de
(1) suites convergentes et limites,
(2) suites de Cauchy.

En particulier, si ||-||1 et ||+ ||2 sont équivalentes, alors (E, || -||1) est un Banach si et
seulement si (E, ||-||2) est un Banach. Plus généralement, deux normes équivalentes
induisent deux distances équivalentes (méme type de définition, I'un controle autre
et réciproquement) et présérvent la topologie.

THEOREME 3.9. Sur un espace vectoriel réel de dimension finie, deux normes
sont toujours équivalentes.

DEMONSTRATION. Pour simplifier, on va supposer que £ = R"™, méme si la
démonstration procede en fait de fagon analogue pour F un espace vectoriel quel-
conque de dimension finie. On note ||.||p la norme standard de R™, définie par
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Comme on s’en convaincra facilement, démontrer le théoréeme revient a montrer
que toute norme ||.|| sur R™ est équivalente & ||.||o. Etant donnée ||.|| une norme sur
R™, et (e1,...,e,) la base canonique de R™, on écrit que

n
lzrer + -+ anenl <D il e -
i=1

Par suite, et si

n
M=) |eill
i=1
on obtient que pour tout x € F,

Jall < M( maxfoil) < Mo

Il s’ensuit que Papplication f de R™ dans R qui & = associe ||z| est continue pour
I - llo- Notons S la sphere unité de R™ pour ||.||o:

S={zeR"/ |afo=1}.

Clairement, S est un fermé et borné de R™, donc un compact de R™. Il s’ensuit
que la restriction de f a S est bornée et qu’elle atteint ses bornes. Sachant que
pour z € S, f(z) # 0, puisque sinon on devrait avoir 0 € S, on obtient qu’il existe
un réel m > 0 tel que pour tout € S, f(x) > m. En d’autres termes, il existe
m > 0 tel que pour tout « € S, ||z|| > m. Si maintenant x est un vecteur non nul
quelconque de R™, en remarquant que ——z € S, on obtient que pour tout z € R”,

Tz Tlo
[z]| = m|lz|lo. Posons pour finir A = max(--,M). On voit alors que pour tout
z e R”,
1
Slello < llzll < Al
D’ou le théoréme. U

Une des conséquences de ce résultat est le théoreme suivant.

THEOREME 3.10. Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace
de Banach.

DEMONSTRATION. Soient || - || la norme de E et B une base de E. On note
| - [lo la norme euclidienne de E définie par ||z|o = /D .27, ou les x; sont les
coordonnées de = dans B et n = dim(FE). Alors (E,| - ||o) est un Banach (pour les

mémes raisons que R” muni de la norme euclidienne est un Banach). Pour le voir,
et donc démontrer cette affirmation, on proceéde comme suit. Soit (x,) une suite de
E. On note xllj, ...,z les coordonnées de x;, dans B. Si (z;,) est de Cauchy pour
[|-lo alors les (27) sont de Cauchy dans R pour tout i = 1,...,n puisque |[z[o > ||
, p
la limite de (J:;) lorsque p — +o0 et x de coordonnées x4, ...,x, dans B. Comme
\x; — ;| = 0 pour tout 4 = 1,...,n lorsque p — +00, la suite (z,) converge vers
x pour || -|lo. Donc (E,] - ||o) est bien un Banach. Comme | - || est équivalente &
|- ]lo d’apres le théoréme précédent, (E, || -||) est aussi un Banach. Le théoréme est
démontré. O

pour tout ¢ = 1,...,n. Comme R est complet, les suites (z?) convergent. Soit x;

En dimension infinie il est par contre facile de construire des exemples d’espaces
vectoriels normés munis de deux normes non équivalentes. En fait, en admettant
le lemme de Zorn, le résultat suivant a lieu.
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THEOREME 3.11. Soit E un R-espace vectoriel. Alors E est de dimension finie
si et seulement si toutes les normes sur & sont équivalentes.

DEMONSTRATION. Si E est de dimension finie toutes les normes sur E sont
équivalentes d’apres le Théoreme 3.9. Supposons maintenant que E n’est pas de
dimension finie. Il existe alors une suite (u,),>1 de vecteurs non nuls qui est
telle que pour tout n € N*, la famille (uq,...,u,) est libre. On note H le sous
espace vectoriel de E constitué des vecteurs de E qui s’écrivent comme combinaisons
linéaires finies des ug. Du lemme de Zorn (admis ici) on tire le théoréeme de la base
incomplete en dimension infinie puis donc qu’il existe F' un sous espace vectoriel de
E supplémentaire de H dans E, et donc tel que E = H @ F. Soit || - || une norme
sur E et soit II la projection canonique II : £ — H qui a toute décomposition
u=xz+y dans H® F associe II(u) = z. Pour tout n € N* on pose ®(u,) = n||uy,||.
Par linéarité on a ainsi définie une forme linéaire ® o Il : E — R. Soit ® = ® o II.
Pour tout n € N*,

| (un)|

[[2n |

b

et donc ® n’est clairement pas continue sur (E, | - ||). On fixe || - || une norme sur
F et soit ¢ : E — R linéaire. Pour x € H, on pose

N(z) = =]l + | ()] -

Alors clairement NV est une norme sur F. Si toutes les normes sur E sont équivalentes
alors il existe C' > 1 telle que N(z) < CJlz|| pour tout « € E. Mais alors
lo(x)] < (C = 1)||z|| pour tout x € E et donc ¢ est continue sur (E,| - |). On
a donc montré que si toutes les normes sur un espace vectoriel E sont équivalentes
alors toute forme linéaire sur E est continue (quelque soit la norme placée sur E).
Or on vient de montrer que si F est de dimension finie alors, pour toute norme fixée

|| - || sur E, il existe une forme linéaire sur (E, || - ||) qui est non continue. Donc, en
conclusion, si toutes les normes sur F sont équivalentes alors forcément E est de
dimension finie. D’ou le théoréme. O

5. Plusieurs normes, plusieurs limites

En dimension finie toutes les normes sont équivalentes et une suite qui converge
pour une norme converge donc pour toute autre norme avec preservation de la
limite. En dimension infinie la situation change radicalement et une méme suite
peut avoir plusieurs limites quand on change la norme. On illustre ce phénomene
sur le résultat suivant.

THEOREME 3.12. Soit Py € R[X] un polynéme donné quelconque. Il existe
alors toujours une norme sur R[X] pour laquelle la suite (X™) converge vers Py.

DEMONSTRATION. Soit pg le degré de Py. On considere la famille infinie
B =(1,X,X2 ... Xpo xpotl _p, xpot2 _p, )

Cette famille étant échelonnée (le degré du premier élément est 0 et le degré du
(i + 1)éme élément est égal au degré du ieme élément plus un) elle constitue une
base (infinie) de R[X] au sens ou tout polynéme P € R[X] s’écrit de fagon unique
comme combinaison linéaire (finie cette fois-ci) d’éléments de B. Notons Qo, Q1,
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@2, ...les éléments de B. En intégrant des 0 pour coordonnées on peut écrire que
pour tout P € R[X] il existe des uniques g, aq,qs,...réels pour lesquels

+oo
P= Zaka )
k=0

et, dans cette somme infinie, seuls un nombre fini de oy, sont a chaque fois non nuls.

On définit alors
—+oo

|k |
1=
k=0
Il est facile de vérifier que || - || est bien une norme sur R[X]. Or pour cette norme
1

X'IL _ P _

X" Pl =
pour n > 1 suffisamment grand puisque @,, = X" — Fy pour n > 1. Donc X" — F,
lorsque n — 400 pour cette norme. Le théoréeme est démontré. (I

6. Projections et sous espaces supplémentaires

Soit (E, (-, -)) un espace préhilbertien. Un sous ensemble C' C E est un convexe
de FE si pour tous z,y € C le segment [z,y], constitué des (1 — ¢)x + ty pour
t € [0,1], est entierement contenu dans C. On dit que C est complet si I’espace
métrique (C,d), ou d est la distance associée au produit scalaire, est un espace
métrique complet. Si (E, (-,-)) est un Hilbert, alors C' est complet si et seulement
si C est fermé dans E (voir le Théoréme 6.12). Un exemple classique de convexe
complet dans F est donné par C' = F avec F sous espace vectoriel complet de F.
On définit pour finir la distance d(z,C) d'un « € E & un sous ensemble C' C E par

d(z,C) = [nf, d(z,y)

ou d est la distance associée au produit scalaire. La distance aux convexes complets
est caractérisée par le théoreme de projection suivant.

THEOREME 3.13 (Théoréme de projection sur les convexes complets). Soient
(E,(,-)) un espace préhilbertien et C' C E un conveze complet. Il existe une unique
application Po : E — C, dite projection sur C, qui est telle que pour tout x € E,
d(z,C) = d(xz,Po(x)). Pour tout x € E, Po(x) est l'unique point de C' vérifiant
que {x — Po(x),y — Po(x)) <0 pour tout y € C. Et si C = F est un sous espace
vectoriel complet de E, alors Po(x) € F est entiérement caractérisé par la condition
que © — Po(x) € F*, ou F* est l'orthogonal de F.

2 : Projections sur un convexe
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DEMONSTRATION. Soit § = d(z,C). Par définition de d(z,C) il existe une
suite (y,,) de points dans C telle que

1
0 <d(z,yn) <o+ — (3.5)

n
pour tout m > 1. Soit || - || la norme associée au produit scalaire. En écrivant que
Ym +Yn — 20 = (ym_x)+(yn_x) et que Y, — Yn = (ym_x)_(yn_x)> puis en
développant |lu+v||? = ||ul|? + ||v]|? +2(u, v), on remarque que pour tous m,n > 1,
2llyn — x”Q + 2(|ym — ‘T”Q = 1Ym + yn — 2I||2 + [|Ym — yn||2 . (3.6)

Or zpmn = % € C puisque C est convexe et donc

l5m + yn — 22)|% = 4d (z, 2m.n)° > 462 .
Avec (3.5) et (3.6) on obtient donc que

1 1
2(6 + 7)2 + 2(5 + —)2 > 452 + ||ym - yn||2
m n

pour tous m,n > 1, et donc (y,) est de Cauchy dans C. Comme C est complet,
Yn — y pour un y € C et, clairement, d(x,y) = d(z,C) par (3.5). Supposons
maintenant que y,z € C sont tels que d(z,y) = d(z,z) = d(z,C). Comme pour
Pétablissement de (3.6),

2lly — zl* + 2]z — 2l = ly + 2 — 22> + = — y||* . (3.7)

Et comme y;z € C, on récupere que 46% > 46% + ||z — y||?, donc que z = y. Ainsi

il existe un et un seul y € C qui est tel que d(z,y) = d(z,C). On pose alors
Pco(z) =y. On a donc,

|z = Po(z)]| < [lz — 2| (3.8)
pour tout z € C. Soit y € C' quelconque. Pour ¢ €]0,1[, 2 = (1 — t)Pe(x) + ty est
dans C' puisque C est convexe. Donc, avec (3.8) élevée au carré,

Iz = Po()|? < |lo = Po(x) + t(Po(z) = y)II?
< llo = Pe(@)|? + || Po(z) — yl|* = 2t{z — Pc(x),y — Po(x)) -

On en déduit puisque t > 0 que t||Po(x) — y||*> > 2(z — Po(x),y — Po(x)), et en
faisant tendre ¢ — 0T on récupere la condition du théoréme. Réciproquement si
z € C est tel que (x — z,y — z) <0 pour tout y € C alors

lz = ylI* = ll(z = 2) + (= = y)|I?
= llo =2l + lly — 2l = 2(z — 2,y — 2)
> ||z - z|)?

pour tout y € C, et donc z est tel que d(x,z) = d(x,C), soit z = Px(x). Donc
P.(x) est bien caratcérisé par Po(x) € C et (x — Po(z),y — Pe(x)) < 0 pour tout
y € C. Pour finir si C' = F est un sous espace vectoriel complet, en remarquant
que {y — Po(z),y € F'} = F, on obtient que (x — Po(z),y — Pc(x)) < 0 pour tout
y € F si et seulement si (x — Po(z),y) < 0 pour tout y € F. Puis en changeant y
en —y on voit que (x — Po(z),y — Po(x)) < 0 pour tout y € F si et seulement si
(r — Pc(z),y) = 0 pour tout y € F, et donc si et seulement si x — Po(z) € F*.
D’ou le théoreme. O

Du théoreme de projection dans le cas des sous espaces vectoriels on déduit
facilement le théoreme du supplémentaire orthogonal dans les Hilbert.



7. APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES 69

THEOREME 3.14. Soit (E,(-,-)) un espace de Hilbert. Soit F C E un sous
espace vectoriel fermé de E. Alors E=F & FL, ot F*+ est 'orthogonal de F.

DEMONSTRATION. On a toujours F N F+ = {0}. Reste donc & montrer que
E = F + F+. Comme H est un Hilbert et I est fermé dans H, F est complet
(Théoreme 6.12). Alors

x = Pp(x)+ (x — Pr(x)) ,

ou Pr est la projection sur F donnée par le Théoréme 3.13. On a Pp(x) € F et,
toujours en vertue du Théoreme 3.13, x — Pp(x) € F-. D’ou le théoreme. O

7. Applications linéaires continues

On aborde la notion importante d’application linéaire continue. Pour mémoire,
une application linéaire d’un espace vectoriel F dans un espace vectoriel F' est une
application f : E — F qui vérifie que f(z +vy) = f(z) + f(y) et f(Az) = Af(x)
pour tous z,y € F, et tout A € R.

THEOREME 3.15. Soient (E,|.|g) et (F,|.|r) deuz espaces vectoriels normés,
et soit f : E — F une application linéaire de E dans F. Les trois propriétés
sutvantes sont équivalentes:

(1) f est continue sur E,
(2) f est continue en 0,
(3)3M >0 / Yz € B, | f(@)llr < M|

ou f est dite continue si elle I’est en tant qu’application de l’espace vectoriel normé
(E,||.lg) dans lespace vectoriel normé (F,||.|r).

DEMONSTRATION. L’implication (1) = (2) est immédiate. Supposons main-
tenant que (2) a lieu. Alors

Ve>0,In>0/Vz€E, ||z|lg<n = ||f@)|r<c.

En prenant € = 1 dans cette relation, on obtient ainsi qu’il existe > 0 tel que pour
tout « € E, ||z||g < n entraine ||f(x)||r < 1. Etant donné = un point quelconque
de F, avec z # 0, on pose
=1 4.

2[|z]| e
En remarquant que |ly||g < 7, on obtient que || f(y)||r < 1. Par linéarité de f, cela
entraine que

Y

I @)r < %uan .

On a ainsi montré que (2) = (3). Supposons pour finir que (3) a lieu. Etant donné
x € F, soit y € E quelconque. Alors

1f () = f@)llr =1y —2)lle -

de sorte qu’avec 3) on obtient que pour tout y € F,

1f () = f@)lr <My -zl

Donc f est lipschitzienne, et il s’ensuit que f est continue au point x. Ainsi, (3) =
(1), et le théoreme est démontré. O
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Une remarque importante (mais néanmoins simple & démontrer) est que la com-
posée d’applications linéaires continues est encore une application linéaire continue.
Le résultat se démontre en écrivant que si f : F — F et g : F — G sont linéaires,
alors pour tout x € F,

lgo f(@)lle <gllz.r.o)llf(@)lF
<lglle.mallfllc.cz.mlzle -

Donc g o f est bien continue et on a méme obtenu que

lgo flle.z.c) < l9lle.re)lfllr.e.F)
si on définit la norme d’une application linéaire (voir ci-dessous) comme la plus
petite constante M dans (3). On peut se demander pourquoi la notion d’application
linéaire continue n’apparait pas en dimension finie. La raison en est donnée par le
résultat suivant.

THEOREME 3.16. Soient (E,|.|g) et (F,|.|r) deuz espaces vectoriels normés.
Si E est de dimension finie, toute application linéaire de E dans F est continue.

DEMONSTRATION. Soit (eq,...,e,) une base de E. On note .||’z la norme de
FE définie pour tout x = x1e; + --- + z,e, de E par

n
Izl =D lail
i=1

Sachant que F est de dimension finie, et d’apres ce qui a été dit plus haut sur
I’équivalence des normes, il existe une constante réelle C' > 0 telle que pour tout
xz € E, ||z|'s < C|lz||g. Etant donnés f une application linéaire de E dans F, on

écrit que pour tout x = z1e1 + -+ + xpe, de E

1 (@)l = I\szf (e)llr

n

< Y laiblfteol

< (,max {|f(e))lF)llz]’s

(:rglax 1 ea)lle)llz] s -

Il s’ensuit qu’il existe un réel M > 0,
M = C( max ||f(e:)llr) ,

tel que pour tout x € E, ||f(z)||r < M||x||E D’apres le théoreme précédent, cela
entraine que f est continue sur F. Le théoreme est démontré. ([

En dimension infinie les applications linéaires ne sont plus nécessairement con-
tinues. Un exemple d’une telle application linéaire non continue est donné par le
lemme suivant.

LEMME 3.1. Soit E l’espace vectoriel des fonctions réelles f : [—1,1] = R qui
sont continues sur [—1,1] et dérivables en 0. On munit E de la norme L définie
par || fl| L = maxe[—1,1) | f(2)| (qui est bien définie puisque toute fonction continue
sur [—1,1] est bornée et atteint ses bornes). La forme linéaire ® : E — R définie
par ®(f) = f(0) pour tout f € E n’est pas continue sur (E, || - | L).
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DEMONSTRATION. Si @ était continue il existerait une constant C' > 0 telle
que |f'(0)] < C||f|lL= pour toute fonction f € E. Pour n € N les fonctions
up (z) = sin(nz), z € [—1, 1], sont dans F et elles sont de normes L> égale & 1 pour
tout n > 2 puisque 7/2 € [-n,n] pour n > 2. Or ®(u,) = n. On devrait donc
avoir I'existence d’une constante C' > 0 telle que C' > n pour tout n > 2, ce qui est
bien str impossible. Donc ® n’est pas continue. ([l

De nombreux autres exemples d’applications linéaires non continues en dimen-
sion infinie sont bien stir possibles. Voir aussi la preuve du Théoréeme 3.11 ou, avec
le lemme de Zorn, on montre que pour tout espace vectoriel normé (E, || - ||) de
dimension infinie il existe u : E — R linéaire qui n’est pas continue sur (E, || - ||).

8. Le théoréme de Banach

Le théoreme suivant est difficle & démontrer. On le donne ici sans preuve.

THEOREME 3.17 (Théoréme de Banach). Si (E, |- ||g) et (F,||-||r) sont deux
espaces de Banach, et si f € L.(E,F) est bijective de E sur F, alors f~' €
L.(F,E).

Clairement si f est linéaire bijective de E sur F, f~! est linéaire de F sur E.
Ce n’est pas la linéarité de f 1 qui est 'affirmation difficile. Ce que dit le théoréme
de Banach, et qui est difficile & démontrer, est que la continuité de f entraine la
continuité de f~1. Ainsi, toute application linéaire continue bijective entres Banach
est en fait un isomorphisme bi-continu entre ces espaces.

9. Espaces des applications linéaires continues

Le résultat suivant est important.

THEOREME 3.18. Soient (E, ||.||g) et (F, ||.||r) deuz espaces vectoriels normés,
et soit L.(E, F) Uespace vectoriel des applications linéaires continues de E dans F'.

Soit || - ||, (e, F) la norme sur L.(E, F') définie par
flloemy = sup WEE
cerroy |zl
Alors non seulement || - || (g, ) est bien une norme sur L.(E,F), mais en plus,
Vespace (L(E, F), || - ||z.(e,F)) est un espace de Banach dés que (F, || -||r) est un
espace de Banach.
DEMONSTRATION. On vérifie facilement que | - || (g, ) est bien une norme.

On montre que (Lo(E, F), || - ||z.(p,F)) est un espace de Banach des que (F, || - ||r)
est un espace de Banach. On considere (f,), une suite de Cauchy dans L.(E, F).
Alors

Ve>0,INeN/Vp,q> N, |fy — foll.er <€ . (3.9
En particulier, par définition méme de || - ||z, (g, F), on obtient avec (3.9) que
Ve>0,3dNeN/Vp,q>N, Ve eF,
1fp(z) = fo(@)lF < elle]e

La suite (fn(x)), est donc de Cauchy dans (F,|.||r). Comme (F,|.]|r) est un
espace de Banach, elle converge dans (F, ||.||p). On note f(x) sa limite, et comme

(3.10)
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x est quelconque dans F, on récupere une application f : E — F. Pour z,y € F et
A ER,

[f(z+Ay) — f(z) = Af(Y)llF
= |f(z+Xy) = falz 4+ Ay) + ful@) + Muly) — f(2) = Xf(W)|lF
< f(@+Xy) = falz + M)l + | fa(2) = f@)lp + NI fe(y) = fW)llF

pour tout n, puisque f, est linéaire. En faisant tendre n — 400, on voit que f est
bien linéaire, a savoir que

flx+Ay) = f(z) + Af(y)

pour tous z,y € E et tout A € R. En faisant tendre p — +o00 dans (3.10), avec ¢
et ¢ fixés, par exemple ¢ = 1 et ¢ = N, on voit aussi que pour tout x € F,

1f@)lr = 11f(2) = fo(2) + fo(@)llF
<elzlle + 1 fq(2)llr
< (Mfalleecmry +€) llzle -

En particulier, f est continue sur E. Reste & montrer que (f,), converge vers f
dans (L.(E, F),| - ||z.(&,F)). Pour cela on revient & (3.10), on fait tendre q vers

I'infini, et on prend ensuite le supremum sur les € F\{0} dans la conclusion de
(3.10). Alors

Ve>0,3dNeN/Vp>N, sup MSE (3.11)
2eE\{0} lzlle

et puisque € > 0 est quelconque, (3.11) n’exprime rien d’autre que la convergence
de la suite (fy,)n vers f dans (L.(E,F),| - ||L.(z,F)), & savoir une relation du type

Ve>0,dNeN/Vp>N ,VeecE, |fy—flleaer <c¢.
L'espace (Lc(E, F),|| - ||r.(z,r)) est donc bien un espace de Banach. Le théoreme
est démontré. O
A titre de remarque, on a aussi
IfllL.e,P) = sup 1f (@)l

{zcE / ||lzllz<1}

ou encore

1l ey = sup 1f(@)lle -
{«€E / llz| 5=1}

En fait || f|z.(z,F) est le plus petit des réels M pour lesquels ||f(z)|r < M||z||g
pour tout x.

10. Premier théoréme de Riesz

Dans le cas hilbertien, les formes linéaires continues sont caractérisées par le
premier théoreme de Riesz.

THEOREME 3.19 (Premier théoreme de Riesz). Soit (H,({-,)) un espace de
Hilbert et soit f : H — R une forme linéaire continue sur H. Il existe alors
a € H tel que f(x) = {(a,z) pour tout x € H. De plus a est unique.
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DEMONSTRATION. Sans perdre en généralité on peut supposer que f n’est pas
identiquement nulle. Soit F' = Ker(f). Comme f est continue, F' est un sous espace
vectoriel fermé de H. Donc, en vertue du Théoreme 3.14, H = F@ F+. Soit b € F*+
tel que ||b|| = 1, ou || - || est la norme associée au produit scalaire. Un tel b existe car
F # H dés que f n’est pas identiquement nulle. Comme b # 0 on a que f(b) # 0.
Pour tout = € H il existe alors A € R tel que f(x) = A\f(b) qui est une égalité dans
R. En particulier, pour tout z € F* il existe A € R tel que f(z) = Af(b). Mais
alors 2 —Ab € FNF+ et ainsi z = A\b. Donc F* est de dimension un. Soit A9 = f(b)
et a = \ob. Alors a est un vecteur directeur (une base) de F+ et f(a) = ||a|>. Tout
x € H gécrit x =y + 2z avec y € F et 2 € F-. Donc tout « € H s’écrit = y + Aa
avec y € F et A € R. On a alors f(x) = \f(a) puisque f(y) = 0 tandis que

(z,a) = (y,a) + Ala|* = Af(a)

puisque y € F, a € F+ et f(a) = ||a|>. Dou f(z) = (a,x) pour tout = € H.
Pour montrer 'unicité supposons que a,a’ € H sont tels que f(z) = (a,x) et
f(z) = (d’,x) pour tout € H. Alors (o’ — a,z) = 0 pour tout € H et donc, en
particulier, ||’ — al]| = 0. D’olt @’ = a et on a bien existence et unicité d'un a € H
pour lequel f(z) = (a,z) pour tout z € H. Le théoréme est démontré. O

11. Applications multilinéaires continues

On considere Fy, ..., E,, F des espaces vectoriels. On considere aussi
f:Ei X xE, = F

une application de Fy X ... FE, dans F. L’application f est dite multilinéaire si
elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables. En d’autres termes, f est
multilinéaire si pour tout point (ai,...,a,) € By X --- X E,, et tout i = 1,...,n,
les applications partielles f; = E; — F définies par

fl(x) = f(alv ceey @1, T, At 1, - - aan)

sont linéaires en tant qu’applications de E; dans F. Si (Eq, || ||g,)s---, (En, | &)
sont des espaces vectoriels normés, on place sur £ = F; X --- X E,, 'une des deux
normes équivalentes

1X1 =

B, (3.12)

n n
Slleilg, ou 1X1 =3 )
i=1 =1

ou X = (21,...,z,). Elles sont équivalentes, comme on le voit par exemple en
montrant la double inégalité

n
> il
i=1

B = (il

n
Bt (Didre <V, | D llzill%, 5 et
=1

E;

n n
D i3, < vnmax||zi|s, < VOOMEA
=1 i=1

de sorte que
1
— X < IX]|| < X
ZHIXI < IX] < VAlX)

pour tout X = (x1,...,x,) dans Ey X --- X E,.
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THEOREME 3.20. Soient (E1,| - |[1),---, (En, |- |In), €t (Fy| - |F) des espaces
vectoriels normés. Soit aussi f : By X --- X E,, — F une application multilinéaire.
Les affirmations suivantes sont équivalentes:

(i) f est continue en tout point de Eq X -+ X Ey,

(i) f est continue a Uorigine (0,...,0) de By X --- X E,,

(15i) AM > 0 tel que ||f(z1,...,xx)||lF < M||z1|l1 X -+ X [|Zn]ln
pour tout (x1,...,2,) € F1 X -+ X E,, ot la norme placée sur Ey X -+ X E, qui
sert & définir la continuité est l'une des normes équivalentes (3.12).

DEMONSTRATION. Comme dans le cas linéaire on montre que (i) = (ii) = (iii)
= (i). Déja, il est clair que (i) = (ii). Supposons maintenant (ii). Alors

Ve>0, In>0/Y(xy,...,z0), ||(z1,- - 20)|| <7

= ||f(x1a v ,«xn)”F <e
otl, par exemple, ||(z1,...,2n)|| = X iy |zi]l;. On fixe e = 1. Soit (1,...,2,) un
point quelconque de Fy X --- x E,. Sil'un des x; est nul, alors f(z1,...,2,) =0
(car f(0) = 0 pour une application linéaire), et (iii) est trivialement vérifié par
(z1,...,2,). On suppose maintenant que z; # 0 pour tout 7. Le point (y1,...,Yn)
défini par y; = mxl est alors tel que ||(y1,-..,9n)|| < ». En particulier,
If(y1,-.-,yn)|lr <1, et puisque f est multilinéaire,
n\" 1
fy17"'7y :(7) f.rl,...,x .
e = (on) T, g 7000
On a ainsi obtenu que
2n n n
I nle < (%) Ll
/s
pour tout point (x1,...,2,) € E1 X --- x E,. Donc (ii) = (iii). Pour finir on

suppose (iii). Soient aussi X = (z1,...,2z,) et ¥ = (y1,...,yn) deux points de
Ey x--- x E,. On écrit que

f(yla"'ayn)7f(1‘17"'a‘rn)
= fyr — 1,92, Yn) + f(T1,92 — T2,Y3, - -+, Yn)
+"'+f($1a-~-7xnflayn_xn) .

Par exemple, lorsque n = 2,

fly,y2) = f(xr,22) = f(yr — x1,92) + f(@1, 92 — 22)

On fixe X = (21,...,2,). Si||Y = X|| <1, alors ||y;||; < 1+ ||a;||; pour tout 4, et il
existe ainsi K > 0, K = 1 + max; ||2;||;, tel que ||z;]|; < K et ||yi]|; < K pour tout
i. Par suite, par inégalité triangulaire, et d’apres (iii),

n
£ s osyn) = f@r, e a)lle < ME™Y "y — )l
i=1
— ME™ 'Y - X|
Il s’ensuit facilement que

Ve>0, >0/ VY [Y - X[ <n=[f(Y)-f(X)llr<e.
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11 suffit de choisir 7 tel que n <1 et n <e/MK" *. Donc (iii) = (i). Le théoréme
est démontré. (]

En dimension finie, les multilinéaires, comme les linéaires, sont toujours con-
tinues.

THEOREME 3.21. Soient (E1,||-[l1),- -, (En,|l-|ln) €t (F,||-||F) des espaces vec-
toriels normés. On suppose que les E; sont de dimensions finies. Toute application
multilinéaire f : By X -+ X E, — F est alors continue.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer qu’il existe M > 0 tel que

[f(@1,. - za)llp < Mlzyls x - X [zl
pour tout (x1,...,x,) € Fq X -+ X E,. Notons my les dimensions des Ej et
(ek ..., efnk) des bases de Ey, k = 1,...,n. Pour tout z; € Ej, on note =¥, . .. ,xfﬁlk
les coordonnées de x;, dans la base (e’f, . ,efﬁlk), k=1,...,n. Par équivalence des
normes en dimension finie, pour tout £k = 1,...,n, il existe C} > 0 tel que
my
k
> (@k)2 < Crllalln
i=1
pour tout xzp € Ex. Pour 41 € {1,...,m1},...,i, € {1,...,my}, on note main-
tenant
1
iy iy — f(eil, sy efn) .
Pour tout (z1,...,2,) € E1 X -+ x E,, on a alors, par multilinéarité de f,
1
flz, ... zn) = Z Ti T Gy,
i1yenyin
et donc, puisqu’on a toujours |z;| < jx?, on obtient avec ce qui a été dit

ci-dessus que

1@ z)lle =11 > a2l ai i lr

U1yeeeyin

<Cr.Con > ai ezl znls

Q1yeeeylin

En posant M = Cy...C, >  ||aiy.. i, ||, on obtient 'inégalité voulue. Le théoreme
est démontré. [l

Etant donnés (E1,|| - ||1),---, (En, || - |ln), €t (F, ]| - ||F) des espaces vectoriels

normés, on note L.(FE1, ..., E,; F) I'espace des applications multilinéaires continues
de F1,...,E, dans F. L’espace hérite d’une norme définie par
e, Bry = sup  [f(@1,.. 20)|F -

T, €Ey, ||z <1
On a alors que
1@zl S W lleo,mam el X - x ]l

pour tous (21, . ..,%,) € Ey1x---xE,. Une définition équivalente de || f||z, (2, ..., F)
est qu’il s’agit du plus petit des réels positifs M pour lesquels

[ @1,z < M|zl X lzn]ln
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pour tous (z1,...,2,) € Ey X --- x E,. On pourra vérifier que le résultat suivant
a lieu. Il se démontre comme dans le cas des applications linéaires.

THEOREME 3.22. Soient (Ex, || - [[1),.-, (En, |- |ln), et (F,|| - ||r) des espaces
vectoriels normés. L’espace (LC(El, v By F) - N no(eyen Eﬂ;p)) est un espace de
Banach dés que (F, | - ||r) est un espace de Banach.

12. L’isométrie naturelle de L.(E, L.(F,G)) avec L.(E, F;G)

On commence par définir ce qu’est une isométrie vectorielle entre espaces vec-
toriels normés. Soient (E, | - ||g) et (F,| - ||r) deux espaces vectoriels normés et f
une application linéaire de E dans F'. On dit que f est une isométrie vectorielle de
(&, |- lg) sur (| - [|lp) si:

(i) f est un isomorphisme de E sur F, et
(ii) ||f(z)||lF = ||z||g pour tout z € E .

En d’autres termes, une isométrie vectorielle est un isomorphisme qui préserve les
normes. Bien slr f est continue (car, en particulier, ||f(z)||r < ||z||g pour tout
x), et f~1 présérve aussi les normes (i.e ||f~1(y)||z = ||y|F pour tout y). En
particulier, f~! est continue, et f est un isomorphisme bi-continu (qui préserve les
normes).

THEOREME 3.23. Soient (E,|| - |g), (B, - |lr), et (G,] - |lg) trois espaces
vectoriels normés. L’application
& : Lo(E,F:G) — Lo(B, Lo(F,G))
qui o f € L(E, F;G) associe ®(f) € L.(E, L.(F,G)), définie par

(@(f)(@))(y) = f(z,y)
pour tout x € E et tout y € F, est une isométrie vectorielle de l’espace des
bilinéaires (L(E, F;G), || - |1.(e,ma)) sur (Le(E, Le(F,G)), || - l1.(B,L.(F.q))- En
particulier, via ®, lespace des bilinéaires L.(E, F;G) s’assimile naturellement a
Pespace L.(E, L.(F,Q)).

On vérifie facilement que ® est bien bijective et que I’application réciproque de
® est I’application

&' LE,L.(F,G)) = L.(E, F;G)
qui & f € L.(E, L.(F,Q)) associe ®~1(f) € L.(E, F;G) définie par
7 f)(x,y) = (f(2))(y)

pour tout z € E et tout y € F. On démontre maintenant le théoreme.

DEMONSTRATION. On commence par montrer que ® et ®~! sont bien définies.
Soit f fixée, f € L.(E,F;G). Clairement, puisque f est bilinéaire, ®(f)(z) €
L(F,G) (i.e ®(f)(x) est linéaire de F dans G) ou (®(f)(z))(y) = f(z,y). De
méme, on vérifie facilement que ®(f) € L(E, L(F,G)). Comme f est continue,

1f (@ w)lle <[/l

LC(E,F;G)”‘THEHZ/”F .

On en déduit que
(@) @) Wle < (Iflz.erolzle)lyle
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et donc que ®(f)(z) € L.(F,G), avec

[N @)zcrey < Iflleerolzle -
Ensuite, on tire de cette inégalité que ®(f) € L.((E, L.(F,G)) et que

12N LB rera)y < MfllL.Ere) - (3.13)
Donc @ est bien une application de L.(E, F;G) dans L.(E, L.(F,G)). Clairement,
® est linéaire en f. Avec (3.13) on récupere alors que ® est continue et que ||®|| < 1.
De la méme facon on montre que ®~! est bien définie, qu’elle est linéaire continue,
et que ||| < 1. Comme par ailleurs ® o ®~1 = Id, en passant aux normes, on
trouve que

1< ot x o .
Du coup, ||®| =1 et ||®7| = 1. En écrivant que
1fllz.e.me) = 127 (RN LuEre < 127 X 1®(H)lLuE.L. o)

on en déduit que ||®(f)|r (e ,L.rc)) = IIfllL.(&,F;c) et donc que ® est bien une
isométrie vectorielle. Le théoréeme est démontré. O






CHAPITRE 4

Calcul différentiel dans les Banach

Il s’agit ici de développer la théorie du calcul différentiel pour les applications
entre espaces de Banach.

1. Applications différentiables

On inverse les priorités. On ne cherche plus & calculer la différentielle mais
bien & définir la différentiabilité. C’est elle qui vient en premier, et c’est la “bonne”
fagon de voir les choses.

DEFINITION 4.1. Soient (E, |- ||g) et (F, || ||r) deuz espaces de Banach, Q un
ouvert de E, a € Q un point de ), et f: Q — F une application de Q) dans F. On
dit que f est différentiable au point a s’il existe une application linéaire continue

g € L.(E,F) telle que
f(z) = f(a) — g(z — a) = ||z — al| ge(z) (4.1)

pour tout x € Q, ot e : Q — F est telle que e(a) = 0 et e(x) — 0 (pour || - ||r)
lorsque x — a (pour || - ||g). On dit que g est la différentielle de f au point a et on
la note Df(a).

Formellement, (4.1) signifie que
Ve >0,3n >0/ Ve € Q\{a}, ||z —allg <n
= [If(x) = fla) —g(z —a)llr <ellx —alle
On montre que g est unique lorsqu’elle existe.
LEMME 4.1. L’application linéaire g, si elle existe, est unique.
DEMONSTRATION. Si deux g1, g2 € L.(E, F') vérifient (%), alors
g1(x —a) — g2(x — a) = | — a pe(x)

pour tout z € €2, ot € : & — F est telle que e(a) = 0 et e(x) — 0 lorsque z — a.
Soit h € E un élément quelconque de E. Comme €) est un ouvert, il existe rqg > 0
tel que pour tout ¢ €] —rg, +ro[, le point & = a+th est dans Q. Bien str, a+th — a
lorsque ¢ — 0. En posant x = a + th dans I’égalité ci-dessus, avec t > 0, et par
linéarité de g1 et go, on obtient que

91(h) = g2(h) = [kl zen(t)

pour tout ¢t > 0 suffisamment petit, ot e5(t) = e(a + th) est telle que e (¢t) — 0
lorsque t — 0. En faisant effectivement tendre ¢ — 0, il suit que g2(h) = ¢1(h) pour
tout h € E, et donc que g2 = g1. On a donc bien unicité de g et on peut donc bien
s’en servir pour définir D f(a) = g. a

79
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Dans le cas de la dimension finie on retombe bien avec la Défintion 4.1 sur ce
qui a été dit dans le Chapitre 2.

PROPOSITION 4.1. Si E = RP et F' = RY alors on retrouve bien que

Df(a).(H) = (Df(a)l.(H), ... Df(a)9.(H)) avec
af]
Z &m

pour tout H = (hi,...,hp) € R?, ot les fi,..., fq sont les fonctions composantes
de f.

DEMONSTRATION. Pour faire simple supposons ¢ = 1. On a

f(x) = f(a) —g(z —a) = [l& — al|[pe(x) (4.2)
avec £(a) = 0 et e(x) — 0 lorsque x — a. Prenons successivement z sous la forme
T =y avec

T = (al, N ,ai,l,t,aHl, ce ,ap) .
Si fi(t) = f(ai,...,ai—1,t,ai41,...,a,) est la itme fonction partielle du Chapitre
2, alors (4.2) s’écrit aussi
falt) = falai) — @it — ai) = |t —asle(t) (4.3)

ou £(a;) = 0 et e(t) — 0 lorsque t — a;, et la fonction
®,(t) =g(0,...,0,t,0...,0)

(le t & la iéme place) est une fonction linéaire de R dans lui-méme. Les fonctions
linéaires de R dans R s’écrivent toutes sous la forme ¢ — At pour A € R un réel
donné. Donc, en remplagant, si on note ®;(t) = A;t, on obtient avec (4.3) que

Fat) = falas) = Nilt — ;) = [t — aile(t) - (4.4)
A partir de (4.4) on obtient que

fa(t) — fa(ai)

t—ai,t#a; t—a;

et donc

= (@) = g@ .

En remarquant que g(H) = >_"_, ®;(h;) pour tout H = (hy,...,h,), on voit que
p
of
H) = h;
o) = 3 5@

pour tout H = (hy,...,h,). Dol la proposition. O

Pourquoi demander dans (4.1) que g € L.(E, F), et non pas tout simplement
que g € L(E, F) sans continuité sur g ? En raison du résultat suivant. .., et donc
de caractere incontournable de I'implication “dérivable = continue”.

THEOREME 4.1. Soient (E, || ||g) et (F,||-|r) deuzr espaces de Banach. Soient
Q un ouwvert de E, a € ) un point de 2, et f : QQ — F une application de ) dans
F. Si f est différentiable au point a, alors f est aussi continue au point a.
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DEMONSTRATION. On a

f(@) = fla) = g(z —a) = ||z — al|pe(x) (4.5)
avec £(a) = 0 et (z) — 0 lorsque © — a. Comme g est continue, lim,_,, g(x —a) =
0. Donc (comme aussi ||z — a||ge(z) — 0 lorsque  — a), on voit avec (4.5) que

lim f(2) = f(a) .
et f est bien continue en a. D’ou le théoreme. ([

La différentiabilité sur 2 se définit classiquement comme la différentiabilité en
tout point de 2.

DEFINITION 4.2. Soient (E,| - ||g) et (F,|| - ||r) deuz espaces de Banach, et
soit 0 un ouvert de E. Soit f : Q0 — F une application de Q dans F. On dit que f
est différentiable sur Q si f est différentiable en tout point a de §.

Si f:Q — F est différentiable sur {2, alors on récupére une application
Df:Q— L.(E,F)

qui & z € Q associe Df(x) € L.(E,F). Les applications Df et f sont de méme
type (ou méme nature): ce sont deux applications d’un espace de Banach dans un
autre espace de Banach. On place ici sur L.(E, F') sa norme naturelle

d(x
@M. e,y = sup ®(@)llr
se\{o} llzlle

et on rappelle (cf. Chapitre 3) que (LC(E, )|l - HLC(E,F)) est un Banach des que
(F,]| - ||r) est un Banach.

La remarque que 1’on vient de faire est d'importance. Elle permet de définir de
facon naturelle les applications de classe C!, les applications deux fois différentiables,
les applications de classe C2, les applications trois fois différentiables, etc. & partir
des seules notions d’application différentiable et d’application continue entre Ba-
nach, comme c’était le cas pour les fonctions de R dans R. Evidemment, si la théorie
est claire et simple, dans la pratique les espaces se compliquent considérablement
au fur et & mesure que 'on différencie:

Df:Q— L.(E,F), D*f:Q— L.(E,L.(E,F)) ,

D3f:Q— L.(E,L.(E,L.(E,F))) , ...
Les espaces d’arrivées seront & simplifier (par assimilation). Par exemple (cf.
Chapitre 3), L. (E, L. (E,F)) =~ L. (E,E; F).

DEFINITION 4.3. Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deuz espaces de Banach, et
soit Q0 un ouvert de E. Soit f : Q — F une application différentiable de Q2 dans F'.
On dit que f est de classe C' sur Q si Df : Q — L.(E, F) est continue sur ).

La continuité de DF en un point a €, () s’écrit

Ve>0,3In>0/VexeQ,|lz—a|lg<n
= |Df(x) = Df(a)llr.e,r) <€
et donc
Ve>0,9n>0/VeeQ|z—a|g<n
= ||[Df(z).h — Df(a).h||r < ¢||h||g pour tout h € E .
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Les deux formulations sont équivalentes en vertue de la définition méme de la norme
d’une application linéaire continue (et puisque € > 0 est quelconque).

2. Gateaux-différentiabilité

La notion de différentiabilité que I'on vient de voir dans la section précédente
(et aux Chapitres 1 et 2) est aussi appelée différentiabilité au sens de Fréchet. Il
existe d’autres notions de différentiabilité. L’une, moins forte, est la notion de
différentiabilité au sens de Gateaux. On la discute trés brievement ici, essentielle-
ment pour la culture.

DEFINITION 4.4. Soient (E, |- ||g) et (F, || ||r) deuz espaces de Banach, Q un
ouvert de E, et a € Q un point de Q2. Soit f : QU — F une application de ) dans
F. On dit que f est Gateauz-différentiable au point a si pour tout h € E la dérivée
directionnelle de f en a suivant h, donnée par la limite

Plasny =t T =10

existe et si Uapplication h — f'(a; h) est linéaire continue.

Toute fonction différentiable au sens classique de Fréchet est différentiable au
sens de Gateaux et alors f.(h) = Df(a).(h). Par contre la réciproque est fausse.
Une fonction peut étre Gateaux-différentiable mais pas Fréchet-différentiable (ni
méme d’ailleurs continue). Par exemple, soit p > 1 et soit f : R? — R la fonction
définie par

f(x,y) = 0siy = |z[P et (z,y) # (0,0),
f(z,y) =1 sinon .

Alors f est Gateaux-différentiable en (0,0) de différentielle de Gateaux en (0,0)
nulle. Plus précisément, f’((0,0); (h,k)) = 0 pour tout (h,k) € R? puisque étant
donné (h, k) € R2, f(th,tk) = £(0,0) = 1 pour t petit (3 savoir ¢ — 0). Par contre
f n’est pas Fréchet-différentiable en (0,0) puisqu’elle n’y est méme pas continue
(puisque par exemple f(2P,x) = 0 pour tout x > 0 et donc f(zP,z) 4 f(0,0)
lorsque = — 07).

Soit  C R™ un ouvert de R", a € Q et f : Q& — R une fonction Gateaux-
différentiable en a. Les dérivées partielles ng( f) de f en a existent et sont données
par f'(a;e;) ol e; est le iéme vecteur de la base canonique de R™. Comme la fonction
h — f'(a; h) est linéaire, il existe p € R™ tel que f’(a;h) = {p, h) pour tout h € R™,
ol (-, ) est le produit scalaire euclidien. Par suite, forcément, f'(a; h) = (Vf(a),h)
pour tout A € R™, o Vf(a) € R™ est le gradient de f en a, a savoir le vecteur de
R™ de composantes les dérivées partielles g—i(a) de f en a.

3. Différentiabilité et normes équivalentes

On montre que les notions de différentiabilité et de différentielle sont invariantes
par changement de normes équivalentes.

PROPOSITION 4.2. Soient (E, || - ||g) et (F,| - ||F) deuz espaces de Banach,
un ouvert de E, et a € Q un point de Q. Soit f : Q — F une application de 2 dans
F différentiable au point a de différentielle en ce point Df(a) € L.(E, F). Si || |I's
et || - ||» sont deuz autres normes sur E et F, respectivement équivalentes d || - || g
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et || - ||r, alors [ est encore différentiable par rapport aux nouvelles normes et sa
différentielle par rapport auz nouvelles normes est toujours D f(a).

DEMONSTRATION. On commence déja par remarquer que L.(F, F) ne change

pas par changement de normes équivalentes. Maintenant, comme || - ||g et || - ||’g
sont équivalentes sur E, dire que © — a pour || - | g équivaut & dire que  — a pour
I - |’z- De méme, comme | - ||F et || - ||’z sont équivalentes sur F, dire que ¢(z) — 0
pour || - ||r équivaut & dire que £(z) — 0 pour || - ||’=. Donc dire que l'on a

f(@) = fla) = g(z —a) = ||z — al| pe(x)
pour tout z € Q, ou € : Q — F est telle que e(a) = 0 et e(xz) — 0 (pour || - ||F)
lorsque  — a (pour || - || g), équivaut & dire que 'on a

f(@) = fa) = g(z = a) = ||z — a|pe(x)
pour tout z € Q, ot € : @ — F est telle que e(a) = 0 et e(x) — 0 (pour | - ||’7)
lorsque  — a (pour || - ||%z). D’ou la proposition. O

4. Différentielles de fonctions composées
On traite de la différentiabilité d’une composée.

THEOREME 4.2. Soient (E,| - ||g), (F\||-|lr), et (G,| - |lc) trois espaces de
Banach, Q un ouvert de E, Q' un ouvert de F, et a € Q un point de Q2. Soient
f:Q — F une application de Q dans F, et g : ' — G une application de ' dans
G. On suppose que f est différentiable au point a, que f(QQ) C ', et que g est
différentiable au point f(a). Alors go f : Q — G est différentiable au point a de
différentielle en ce point D(go f)(a) = Dg(f(a)) o Df(a).

DEMONSTRATION. On a
9(y) — g (f(a)) = Dg (f(a)).(y — f(a)) = [ly — fla)l[FE(y) ,
f(x) = f(a) = Df(a).(x — a) = ||z — al|ge(x) ,

ou e(z) — 0 lorsque z — a et £(y) — 0 lorsque y — f(a). Posons y = f(x) avec
x — a. Alors y — f(a) par continuité de f en a. Et donc

9 (f(@)) —g(f(a)) = Dg(f(a)).(f(z) — f(a))
= [If() = f(a)llré(x) |
ou £(x) — 0 lorsque z — a. On a
f(@) = fla) = Df(a).(z — a) + ||z — al| pe(x) .
Par continuité de D f(a) (en tant qu’application linéaire donc), on en déduit que
1f(z) = f(a)llr = O (= — allx)
ou par O (]|z — a||g) on entend un terme dominé par C||z — a||g pour C > 0 une

constante (c’est au moins vrai pour x au voisinage de a, et il n’y a que cela qui
nous intéresse). Par continuité et linéarité de Dg (f(a)),

Dg(f(a)).(lz = allpe(x)) = ||z — al| g€ (2)
ou &'(x) — 0 lorsque = — a. De toutes ces relations on tire que
9 (f(x)) —g(f(a)) = (Dg(f(a)) o Df(a)) .(x — a)
= [f(z) = fla)llrE(z) ,
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ot (x) — 0 lorsque z — a. Or Dg(f(a)) o Df(a) € L.(E,G), et donc go f est
différentiable en a avec
D(go f)(a)=Dg(f(a))o Df(a) .

La proposition est démontrée. O

5. Différentielles d’applications particuliéres

On se propose ici de calculer des différentielles d’applications particulieres.
Déja, de facon évidente, une application constante est différentiable en tout point
et la différentielle d’une application constante est nulle en tout point. En d’autres
termes, si f : Q — F est constante, 2 ouvert de F, alors f est différentieable en
tout point a de Q et Df(a) = 0 est Papplication linéaire nulle de E dans F. On
calcule dans ce qui suit les différentielles des applications linéaires, et multilinéaires.

THEOREME 4.3. Soient (E,| - ||g), (F,|| - ||r) deuz espaces de Banach, et f €
L.(E, F) une application linéaire continue de E dans F. Alors f est différentiable
en tout point a de E de différentielle constante sur E donnée par Df(a) = f.

DEMONSTRATION. De facon évidente, pour tout = € E,

f@) = fla) = f(x—a) =0

et on peut donc écrire a fortiori que

1f(2) = fa) = f(z = a)llr = ||z — al|pe(2)

pour tout € E, ot e(x) — 0 lorsque x — a (il suffit de prendre ¢ = 0), ce qui
prouve que f est différentiable au point a de différentielle en ce point Df(a) = f. O

L’application Df : E — L.(E, F) est continue (puisque constante), et donc f
est méme de classe C! sur E (et ses dérivées successives sont nulles). On aborde
maintenant la différentiabilité des applications bilinéaires.

THEOREME 4.4. Soient (E1, || ||g,), (B2, |- |E,), et (E,]| - ||F) trois espaces de
Banach, et f € L.(E1, E9; F) une application bilinéaire continue de Eq X Ey dans
F. Alors f est différentiable en tout point a = (a1, az) de Ey x Ey de différentielle
en ce point donnée par

Df(a).(h) = f(a1,h2) + f(h1,a2)
pour tout h = (hy, he) dans Ey X Es.

DEMONSTRATION. On place sur By x Fy 1'une des deux normes équivalentes

(@1, z2)|| = |21l + [22]lEs, ou [[(z1,22)l = \/llz1]l%, + l|22[|%,. Par exemple,
1 2
on place la norme

[(z1, 22)l| By x B2 = |21 By + (22| -
Soit a = (a1, a2) un point fixé de Ey x Fs, et soit g : B4 X Ey — F Dapplication
définie par
g(h1,ha) = f(ai, he) + f(h1,a2)
pour tout (hi,hs) dans E; x Ey. Comme f est bilinéaire, g est une application
linéaire de Fy x E5 dans F'. L’application g est de plus continue car f l'est. En
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effet,
lg(ha, ko)l F
< If(ar, ho)llp + | f (1, a2)| F
<Nl mamllarll g2l e, + | L. 1,50 1Rl B4 a2 £
< Il
et on obtient ainsi la continuité de I’application linéaire g. Par bilinéarité de f,
f(z1,22) — fla1,a2) — fla1,z2 — az) — f(z1 — a1, a2)
= flar + hi,a2 + ho) = f(a1,a2) — f(a1, ho) — f(h1, a2)
= f(h1,h2) = f(x1 — a1, 22 — az) ,

ol hy = x1 — ay et hy = 29 — ay. Par suite, pour tout (z1,x2) € E1 X Es,

Lo(Br,B2:F) (a1l 5, + llazl|g,) [[(h1, h2) || By x B,

| f(x1,22) — flai,a2) — f(ar,x2 — az) — f(x1 — a1, a2)||F

<N, osmy 11 — a1l By |22 — azl| g,
1
< s

et on a montré que pour tout (x1,x2) € Eq X Ea,

f(x1,22) — f(ar,a2) — fay,x2 — az) — f(z1 — a1, a2)

= H(ml —Q1,T2 — a2)||E1><E25(x17x2) )

Lg(El,Ez;F)”(xl — a1, T2 — a'2)||2E1><E2 )

ou e(x1,x2) — 0 lorsque (z1,22) — (a1,a2). En particulier, f est différentiable au
point a = (ay, az2) de différentielle en ce point

Df(a).(h) = f(ax, h2) + f(h1,a2)
pour tout h = (hy, he) dans E; X E5. Le théoréme est démontré. ]

La proposition que ’on vient de démontrer se généralise aux applications mul-
tilinéaires d’ordre quelconque.

THEOREME 4.5. Soient (E1,|| - |gy),---(En, || - |£,), (F,| - |lr) des espaces
de Banach. Soit f € L.(E1,...,E.; F) une application n-linéaire continue de
Ey x -+ x E, dans F. Alors f est différentiable en tout point a = (aq,...,a,) de
Ey x--- x E,, de différentielle donnée par

Df(a).(h) = f(h1,a9,...,a,) + f(a1,ha,as,...,ay)
+--+ flar, -y an—1,hy)
pour tout h = (hy,...,hy,) dans Ey x --- X E,.
DEMONSTRATION. Il est facile de vérifier que ® = D f(a) donné par le théoréme
est linéaire et continue pour la norme produit au départ et la norme de F' a 'arrivée.

Pour ne pas alourdir la rédaction, on démontre le théoréeme dans le cas spécial ou
n = 3. On place sur Fq X E5 X E3 une des normes produits naturelles, par exemple

(@1, 22, 23) |5y x Box 5 = 171l B, + 122l £, + |23l £ -
On écrit que
flx1, 22, 23) — f(a1, a2, as3)

= f(z1 — a1, a2,a3) + f(x1,22 — a2, a3) + f(x1, 22,23 — az)
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de sorte que si ® est Uapplication linéaire donnée par D f(a) dans le théoréme,
f(w1,22,23) — f(a1,a2,a3) — ®(x1 — a1, 22 — az, r3 — az)
= f(x1 — a1, 22 — ag,a3) + f(v1, 72,23 — a3) — f(a1,a2,73 — a3)
= f(@1 — a1, 22 — ag,a3) + f(w1, 02 — a2, 23 — a3z) + f(v1 — a1,a2,v3 — az) .
Par continuité de f en tant qu’application 3-linéaire, on obtient que
| f(z1,22,73) — f(a,az,a3) — ®(x1 — a1, v2 — az, 23 — a3)||r
< | f(zr = a1, 22 — az,a3)||F + || f (21, 22 — az, 23 — a3)||r
+ [f(z1 — a1, 02,23 — as)||r
< Cillzy — aill g, |2 — a2l B, + Collre — a2l s, lzs — as||g,
Csl|z1 — ar|g, [|2s — as| e,
ou C,C5,C5 > 0 sont des constantes strictement positives qui ne dépendent pas
de z, mais uniquement de f et de a. On en déduit que
If(z1, 22, 23) — flai,az,a3) — ®(x1 — a1, v2 — az,v3 — a3)||r
< Oll(x1 — a1, 22 — a2, 23 — a3) | %, x5y < 5,
pour tout x = (x1,x2,23). Et, clairement, ||(z1 —a1, x2 — a9, 3 —613)||%1><E2xE3 est
un ||z — al| g, x By x5s£(x) ol e(x) — 0 pour ||-||F lorsque & — a pour || - || g, x £y x 5 -

On en déduit que f est différentiable au point a de différentielle ®, ce qui constitue
le résultat voulu. O

6. Applications a valeurs dans un produit d’espaces de Banach

On considere (E,| - |g), (F1, |l - |F)s -5 (Fks |l - || 7,) des espaces de Banach.
On place sur le produit F' = F} X - -+ X F}, I'une des deux normes produits définies
comme auparavant par

k
H(yla""yk)Hle”'XFk = ZHyl| F; » OU
i=1

H(yla e ayk)Hle-uka -

k
> lwill3, -
i=1

Etant donnés €2 un ouvert de E, et f : Q — F, avec FF = F} X --- X F}, une
application de €2 dans le produit Fj X - -+ X F}, on note f; : 0 — F; les applications
définies par f = (f1,..., fx). Donc f(z) = (f1(z),..., fx(x)) pour tout x € Q.

PROPOSITION 4.3. L’application f:Q — F est différentiable en un point a de
Q si et seulement si les applications f; le sont. De plus, pour tout © € F,

Df(a).(x) = (Df1(a).(x),...,Dfr(a).(x))

ot les Df(a) € L.(E,F) et Df;(a) € L.(E, F;) sont les différentielles de f et f; en
a.

DEMONSTRATION. Placons sur F la norme

k
(s ) e, = Y gill e -
=1
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Un raisonnement avec I’autre norme donnerait le méme résultat puisque différentiabilité
et différentielle sont des notions invariantes par changement de normes équivalentes.
Supposons que f est différentiable en a. Il existe alors g € L.(E, F') telle que

1f(x) = fla) = g(z —a)llr = ||z — a] pe(x) (4.6)
pour tout z € Q, ot £ : Q — RT est telle que g(z) — 0 lorsque  — a. Clairement
g s’écrit sous la forme g = (g1,...,9xr), ou les g; : E — F; sont linéaires continues

de F dans F;. Comme

F;

k
1/ () = fa) —g(z—a)|lr = Z 1fi(z) = fi(a) = gi(z — a)]|

on déduit de (4.6) que pour tout 4,
[ fi(z) — fila) — gi(z —a))|

Ainsi f; est différentiable au point a, et g; = Df;(a). A l'inverse, on obtient tout
aussi facilement que si les f; sont différentiables au point a, alors f I'est aussi avec

Df(a).(x) = (Dfi(a)(x), ..., Dfi(a).(z)) .

D’ou la proposition. [l

F = [lz - allpe(@) -

Une application bien utile de cette proposition et de la proposition portant sur
la différentiabilité des applications bilinéaires est donnée par le corollaire suivant.

COROLLAIRE 4.1. Soient (E,|| - ||g), (F,||-||F) deux espaces de Banach. Soit
® . FE x E — F une application bilinéaire continue de E X E dans F, donc ® €
L.E,E;F). Lapplication f : E — F définie par f(x) = ®(x,x) est différentiable
sur E de différentielle en tout point a de E donnée par D f(a).(x) = ®(a, 2)+P(z, a)
pour tout © € E. En particulier, Df(a).(x) = 2®(a,x) pour tout v € E si @ est
symétrique.

DEMONSTRATION. On écrit que f est la composée de ® et de I'application F :
E — E x E définie par F(z) = (x,x). On vérifie facilement que F est différentiable
sur E de différentielle en a donnée par

DF(a).(z) = (z,z) .
Par différentiabilité des fonctions composées, et différentiabilité des applications
bilinéaires, on en déduit que
Df(a).(z) = D®(F(a)). (DF(a).(x)) = D®(a,a).(z,z) = ®(a,z) + (z,a)

pour tout x € E, et donc le corollaire. (I

Une autre fagon de voir les choses consiste a écrire que
fla+h)=®(a+h,a+h)
= f(a) + ®(a, h) + ®(h,a) + (h, h)
= f(a) + Fu(h) + [|h]|pe(h)
avec €(h) — 0 dans F lorsque h — 0 dans E, puisque ||®(h,h)||r < C|h||%,

et F, : E — F qui est linéaire et continue (pusique ® l'est). Par suite f est
différentiable en a et D f(a).(h) = F,(h), ce qui est le résultat voulu.
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A titre d’application immédiate du résultat, notons L?(R) I’espace de Lebesgue
des fonctions mesurables de R dans R qui sont de carré intégrables, a savoir qui
sont telles que fR u?dr < +oo. La norme

lullzs = / w?de
R

fait de L?(R) un espace de Banach. L’application f : L?(R) — R définie par
u — [ uPdx est alors différentiable sur L?(R) de différentielle

Df(u).(v) =2/uvdm

R
En effet, (u,v) — [, uvdz est une forme bilinéaire symétrique continue (par Cauchy-
Schwarz) sur L2(R) et on peut appliquer le corollaire que I’on vient de démontrer.

7. Pseudo produits d’applications différentiables

Soient (Ev ” : ”E)a (Ela H ’ ||E1)’ (EQ, ” : ||E2)7 et (Fa ” : ”F) quatre espaces de
Banach. Soient de plus € un ouvert de E, u; : Q@ — Fq et us : Q — F5 deux
applications de ) dans F; et Es, et f : E; X Es — F une application bilinéaire
continue de F; X F5 dans F. On définit le pseudo-produit u de u; et us comme
étant I'application u : Q — F donnée par

u(@) = f (ua(z), uz(x)) -
On parle de pseudo-produit par analogie avec le cas réel ou ug : R = R, ug : R — R,
et u(z) = ui(x)uz(z) (& savoir f(z,y) = zy de R x R — R). On démontre la
proposition suivante.

PROPOSITION 4.4. Soient (E,| - ||g), (B, || &), (B2 - llEs), €t (B - ||lF)
quatre espaces de Banach. Soient de plus 0 un ouvert de E, uy : Q@ — Ej et
ug : Q0 — FEy deux applications de Q dans Ei et Ey, et f : E1 X By — F une
application bilinéaire continue de Ey X Ey dans F. Siuy, ug sont différentiables en
un point a, alors u : Q — F est aussi différentiable en a et

Du(a).(z) = f (Dui(a).(x),u2(a)) + f (u1(a), Duz(a).(x))
pour tout x € E.
DEMONSTRATION. On écrit que u est la composée de f et de l'application
F :Q — FEj x By définie par F(x) = (u1(z),uz(z)). Clairement F est différentiable
en a si uy et uy sont différentiables en a, et sa différentielle en a est donnée par
DF(a).(z) = (Duy(a).(x), Dus(a).(z))

pour tout x € E. Par différentiabilité des fonctions composées, et différentiabilité
des applications bilinéaires, on en déduit que

Du(a).(x) = Df(F(a)). (DF(a).(x))
= Df (u1(a),uz(a)) . (Dui(a).(z), Duz(a).(x))
= f(Dui(a).(z),u2(a)) + f (u1(a), Duz(a).(z))
pour tout z € E. La proposition est démontrée. O

On retrouve avec cette proposition, par exemple dans le cas R — R, la formule
de Leibniz (uv) = v'v + uv'.
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8. Dérivées partielles

On considere ici le cas ou 'espace de départ est un produit d’espaces de Banach.
Soient donc (E1, | - [|&,);---,(Eks || - &), et (F, || - ||#) des espaces de Banach. On
place sur £ = F; X --- X Ey I'une des deux normes produits équivalentes

E;, , OU

k
(@1, B, = D i
=1

k

>Nzl -

i=1

H(xh s 7mk‘)||E1 XX B —

On place par exemple la premiere de ces deux normes. Soit 2 un ouvert de F,
a € Q un point de Q, et f:  — F une application. On note a = (ay,...,ax) ou les
a; € E;. Comme € est un ouvert, il existe r; = r;(a), r; > 0, tel que pour tout z; €
By, (r;), on ait (a1,...,6i—1,Ti Git1, ..., a5) € Q, ol Bg,(r;) est la boule de centre
a; et rayon r; dans E;. En effet, comme a € ) et € est un ouvert, il existe r > 0 tel
que By (r) C Q, et il reste a remarquer que (ay,...,ai—1,Ti, Git1,--.,a5) € Ba(r)
pour tout x; € By, (r) de sorte que 'on peut prendre r; = r.

Cette remarque faite, on peut maintenant construire k applications partielles
fi de f en a, définies au voisinage de a; par
fix)=f(at,...,ai_1,2,ai11,...,a1) .
Donc fi:Q; — F ot Q; C E; est un voisinage de a; dans E;, a savoir Q; est tel

que By, (r;) C Q; pour un certain r; > 0.

PROPOSITION 4.5. Si f: Q — F est différentiable au point a € €2, les applica-
tions partielles f : Q; — F sont différentiables au point a; pour tout i =1,... k,
et

k
Df(a).(x) = Dfia:).(x:)
i=1

pour tout = (x1,...,xy) dans E.

Les Dfi(a;) sont souvent notés a%,(a)' Attention, ce ne sont pas des réels

(comme au Chapitre 2) mais des applications linéaires continues:

of
€ L.(E;, F
5-(0) € Le(E, )
pour tout ¢ = 1,..., k. La relation du théoreme s’écrit alors
k
of
Df(a).(x) = 3 £2-(0).(z2)
i1 i
pour tout x = (x1,...,x) dans E. Les dérivées partielles d’une application sont

ainsi liées a la structure d’espace produit au départ. On démontre la proposition
dans ce qui suit.

DEMONSTRATION. L’application 0; : E; — E qui & x associe

01(1') = (al, ey A1, Ly A4 1y - - .,(lk)
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est clairement différentiable au point a; de différentielle en ce point 'application
Db;(a;) € L.(E;, E) donnée par
Déb;(a;).(x) = (0,...,0,z,0,...,0)
pour tout x € E;. On pourra par exemple appliquer ce qui a été dit dans la section
précédente. Comme f! = f o 6;, on obtient que f! est bien différentiable en a;. Sa
différentielle vaut D fi(a;) = Df(a) o D;(a;), et donc
Df(a).(0,...,0,2;,0,...,0) = Dfi(a).(z;)

pour tout z; € F;. En écrivant que

k k
Df(a).(z1,...,ax) = Y_Df(a).(0,...,0,2:,0,...,0) = > Dfi(a;).(x:) ,
i=1 i=1
on obtient la proposition. O

9. Applications de R dans un Banach

Si f: R — R est dérivable en un point x, alors on récupére deux notions de
dérivées en z, la dérivée f'(x) et la différentielle D f(z), toutes deux reliées par

Df(x).(h) = f'(x)h

pour tout h € R. La remarque s’étend au cas ou l'espace d’arrivé est un Banach
(mais l'espace de départ est R). Supposons que f soit une fonction de R, ou d’un
intervalle ouvert de R, & valeurs dans un espace de Banach (F,| - ||r). A savoir
f:R — F. Alors la encore on peut définir une dérivée f'(x), avec f'(x) € F, et une
différentielle Df(x) € L.(R, F'). Et 1a encore, les deux sont reliées par la formule

Df(z).(h) = hf'(x)

pour tout h € R (le membre de droite fait sens comme un réel que multiplie un
vecteur). On a ||Df(x)|r, w7 = ||f'(x)||F. Plus précisemment, on définit f'(x)
par

1
f(x)=lim
y—=T,y#£r Y — T

(f(y) = f(x))

et on vérifie que

(1) si f'(x) existe, alors f est différentiable en x et Df(x).(h) = hf'(x) pour
tout h € R,

(2) si f est différentiable en x, alors f/(z) existe et Df(z).(h) = hf'(z) pour
tout h € R.

Pour le voir on commence par remarquer qu’'une application linéaire de R dans un
espace vectoriel F' est forcément du type h — hX pour X un vecteur de F' (tout
simplement: X = f(1)). Si f est différentiable en a alors il existe X € F tel que

f(@) = fla) = (z —a)X = |z —ale(x) ,

ou e(x) — 0 lorsque © — a. En divisant par  — a et en faisant tendre x — a, on
obtient que
x)— f(a
L f@ )

T—a,x#a Tr—a
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Donc X = f'(a) et (2) est démontré. A linverse, si

f(x) = f(a)

li =f
m—)(llr,ra};ﬁa r—a f (a) ’
alors
— — / J—
b {@ 1@ = @@ =a) _
T—a,x#a r—a
et donc

f@) = fa) = (z = a)f'(a) = |2z — ale(x) ,

ou £(z) — 0 lorsque  — a. D’ou (1).

10. Le théoréme des accroissements finis

On l'a déja vu au Chapitre 2, le théoréeme des accroissements finis en égalité,
tel qu’énoncé pour les fonctions f : R — R, doit étre modifié lorsqu’on passe aux
dimensions supérieures. Un des éléments importants de la modification est constitué
du lemme suivant.

LEMME 4.2. Soient (F,|-||r) un espace de Banach, f : [a,b] = F, et g : [a,b] —
R deux applications continues d’un intervalle [a,b] de R respectivement dans F et
R. On suppose que f et g sont toutes deuzx différentiables sur ]a,b| et que

IDf(@)|L.z,r) < 9'(2)

pour tout x €la,b[, ou ¢'(x) est la dérivée de g, et || - ||L.r,F) est la norme de
Le(R, F). Alors || f(b) — f(a)||F < g(b) — g(a).

DEMONSTRATION. Soit € > 0 quelconque. On va montrer que pour tout = €
[a, b],

1 (@) = fla)llr < g(z) —g(a) +e(x —a) +¢. (*)

Comme ¢ > 0 est quelconque, il s’ensuivra en posant x = b et en faisant ¢ — 0 que
lon a bien que || f(b) — f(a)||r < g(b) — g(a). Notons ® : [a,b] — R la fonction

O(z) = [f(z) = f(a)|lr — 9(z) + g(a) —e(z —a) .

On veut montrer que ®(x) < e pour tout x € [a, b]. Il est déja clair, puisque f et g le
sont, que la fonction ® est continue sur [a,b]. Comme ®(a) = 0, et donc P(a) < ¢,
il suit de la continuité de ® que ®(z) < & pour & > a voisin de a. Maintenant, soit
®(z) < e pour tout x € [a,b], auquel cas on a l'inégalité que I'on voulait, soit, en
raisonnant par ’absurde, on peut supposer qu’il existe d €]a, b] tel que ®(d) > e.
Notons

I= {m € [a,b] / ®(t) < e pour tout ¢ € [a,x}} .

En raison de ce que l'on vient de dire, I est un intervalle du type I = [a, ¢] (fermé &
droite par continuité de ®) avec a < c et ¢ < b (car ¢ < d). Toujours par continuité,
O(c)=¢.

Comme ¢ €]a, b[, on a par hypothese que || D f(c)||z.®,F) < ¢'(c). Par définition de

Df(c),
Ve' >0, In>0/Ve€la,b[, |t —c| <n
= [If(z) = f(e) = Df(e)-(x = o)lr < €lw —cf .
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En posant &/ = /2, et par inégalité triangulaire, on récupeére que

1/ (x) = F(O)llr

€
—-<|D
|z — ¢ 9 = IDf(r. e F)

pour x €]c,c+ n[. De méme, quitte a diminuer 1 > 0, on va aussi pouvoir montrer

que
xr) — &
g,(c)gg( )—9(0) |
T —c
pour = €lc, ¢+ 1. L'inégalité || Df(c)|1, & r) < g'(c) du théoreme donne alors que

1f(x) = F(O)llr < g(x) — g(c) +e(z —¢)
pour tout ¢ <z < ¢+ n. Comme ®(c) = ¢, on a que
1f(c) = fla)lr —g(c) + g(a) —e(c —a) =€ .
Il suit de ces deux dernieres relations que
1f (@) = fla)llr < [If(x) = fl)llr +[[f(c) = fla)llr
<g(@) —gla) +e(x—a)+e
pour ¢ < x < c+n, et donc qu’il y a des = > ¢ qui sont tels que x € I, ce qui est

impossible puisque I = [a, ¢]. Par I'absurde on a donc montré ®(x) < e pour tout
x € [a,b]. Le lemme suit facilement. O

<
2

)

Soit (E,| - ||g) un espace de Banach, et soit {2 un ouvert de E. Etant donnés
x,y €  deux points dans €2, on dit que le segment [z, y] est entiérement contenu
dans  si pour tout t € [0, 1],

tr+(1—t)ye.
On démontre la version vectorielle du théoréme des accroissements finis.

THEOREME 4.6 (Théoréme des accroissements finis.). Soient (E,| - ||g), (F, ]| -
lF) deux espaces de Banach, Q0 un ouvert de E, et f : Q@ — F une application
différentiable dans Q). Soient aussi x,y € 0 deux points de Q avec la propriété que
le segment [x,y] est entierement contenu dans Q2. Alors

1f () = f@)llFr < Ally —zlle ,
ou A= sup ||Df(tx + (1 —1t)y)l|lL.e,F) peut étre infini.
teo,1]

Une situation ou 'on sait que A est fini est la situation ou f est de classe
C", car alors A est la borne supérieure d’une fonction continue, la fonction ¢t —
|Df(tx 4 (1 = t)y)||lz.(p,F), sur le compact [0, 1], et une fonction continue sur un
compact est bornée (et atteint ses bornes).

DEMONSTRATION. On note h la fonction de ¢ définie par

h(t) = f(tx + (1 —t)y) .
Alors h est définie et différentiable sur un intervalle du type | — ¢,1 + €[ (car [z,y]
est contenu dans Q, et  est un ouvert). Sa différentielle en un point ¢ est donnée
par le théoreme de composition en remarquant que h est la composée de f avec
L(t) =tz + (1 —t)y. Sa différentielle en t vaut alors Dh(t) = Df(L(t)) o DL(t), et
sa dérivée en ¢ (on rappelle que h'(t) = Dh(t).(1)) vaut donc

h'(t) = Df(L())-(z —y) -
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En particulier,
DR L., = W ()]lF
< Ally —=lle = 4'(t)
pour tout ¢t € [0,1], ol g : R — R est la fonction définie par
9(t) = Ally — =[5t .
Avec le lemme il suit que
[1(1) = h(0)[|F < g(1) — 9(0) ,

ce qui est 'inégalité du théoreme des accroissements finis. O

Par définition, un ouvert €2 est dit convexe si pour tous x,y € 2, le segment
[x,y] est contenu dans Q (par exemple une boule dans un espace vectoriel normé
est convexe). Par ailleurs, on rappelle qu'une application f : X — Y entres espaces
métriques (X, dx) et (Y,dy) est dite lipschitzienne sur X s’il existe un réel K > 0
tel que

pour tous x,y € X. Une fonction lipschitzienne est toujours uniformément continue.

COROLLAIRE 4.2. Soient (E.| - ||g), (Fy| -|lr) deuz espaces de Banach,  un
ouvert convexe de E, et f : Q — F wune application différentiable dans Q. On
suppose qu’il existe K > 0 tel que pour tout x € Q, ||Df(x)|1,(g,r) < K. Alors

1f(y) = f(z)l|lr < K|y —z|&

pour tous x,y € Q2. En particulier, f est lipschitzienne sur 2.

DEMONSTRATION. Le résultat suit directement du théoreme des accroissements
finis. |

Toujours par définition, un ouvert 2 est dit connexe s’il n’est pas réunion de
deux ouverts disjoints non vides. Donc €2 ouvert est connexe s’il n’existe pas 2; et
Q, deux ouverts non vides tels que Q2 = Q; U Qs et Q3 N Qs = . Une propriété
remarquable des espaces vectoriels normés est la suivante: “Un ouvert 2 d’un
espace vectoriel normé est connexe si et seulement si pour tous x,y € Q il existe
v :[0,1] — © un chemin continu qui ait z et y pour extrémités, a savoir qui soit tel
que v(0) =z et y(1) = y.” On dit encore qu'un ouvert d’un espace vectoriel normé
est connexe si et seulement si il est connexe par arc.

COROLLAIRE 4.3. Soient (E,| - |g), (F,| - ||F) deuz espaces de Banach, S
un ouvert connexe de E, et f : Q — F une application différentiable dans Q2. Si
Df(x) =0 pour tout x € Q, alors f est constante sur Q.

DEMONSTRATION. Il y a un peu plus a dire que pour le corollaire précédent.
Les boules étant convexes, si f est telle que D f(z) = 0 pour tout x € Q, alors f est
localement constante sur €2 en vertue du corollaire précédent. A savoir: pour tout
x € Q, Ir > 0 tel que f = Cste sur B,(r). Soient maintenant = et y deux points
dans . Comme (Q est connexe, il existe v : [0,1] — Q un chemin continu tel que
~v(0) = z et y(1) = y. L’application fo~:[0,1] — F est continue sur [0, 1], comme
composée d’applications continues, et localement constante sur [0, 1] puisque f est
localement constante sur 2. Notons g = f o, et soit

I={te[0,1]/vre0., gir)=g(0)} .
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Comme g est localement constante au voisinage de 0 (f est localement constante
au voisinage de x) on peut écrire que I n’est pas vide. Alors I est un intervalle du
type I = [0,%p]. Or tg < 1 est impossible car alors f devrait étre constante sur un
intervalle du type ]t — ,tp + €[ pour un certain ¢ > 0, et donc on devrait avoir
to > to + &, ce qui est impossible. Donc g = 1 et f(z) = f(y). Or x et y sont
quelconques dans 2. D’ou le corollaire. O

11. Accroissements finis et dérivées partielles

On revient a la notion de dérivée partielle et on considere donc le cas ou I'espace
de départ est un produit d’espaces de Banach. Soient (E1q, || ||g,), - -,(Ek, || - || 2.),
et (F,] - ||r) des espaces de Banach. On place sur E = Ey X --- x Ej, 'une des
normes produits équivalentes habituelles. On démontre alors le théoréme suivant.

THEOREME 4.7. Soient (Ev, || -&y),--»(Ex, | - |E.), €t (F,||-||F) des espaces
de Banach,  un ouvert de E1 X --- X Ey, et f: Q — F une application. Alors f
est de classe C' sur §) si et seulement si les dérivées partielles % de f existent
pour tout i et sont continues sur §2.

DEMONSTRATION. Pour simplifier on démontre le théoréme dans le cas ot k =

2. On change alors les notations pour considérer trois espaces de Banach (E, || - || z),
(Fy ] - |lr), et (G, - llg), © un ouvert de E x F, et f: Q — G. On note (z,y)
la variable de E x F. Supposons pour commencer que f soit de classe C' sur Q.
Alors ses dérivées partielles % et g—f existent en tout point de ) et on a que

y

af af
pour tous (z,y) € Q et tous (h,k) € E x F. On a déja démontré ce résultat. Reste
maintenant & montrer que les dérivées partielles sont bien C! si f l'est. On a

of
=
%wwMM=Dﬂ%WWE

('Tvy)(h) = Df(xvy)(h70) , et

pour tous (z,y) € Q, tous h € E, et tous k € F. On en déduit que

af af
H%(%y) - %(a’b)”Lc(E,G)
B 15 (2, y).(h) — %L (a,b).(h)l|c
= sup
heE,h#0 ||h||E
_ o IDf@y) - Df(a,b) (h,0)]c
= p
Iy e

< |IDf(x,y) — Df(a,b)|lL.ExFa)

pour tous (a, b) et (z,y) dans Q. En particulier, la continuité de % en (a,b) suit de
celle de Df en (a,b). Un raisonnement analogue peut étre fait pour % et on voit
donc que si f est de classe C! sur  alors % et % sont aussi de classe C! sur Q.

Réciproquement, on suppose maintenant que % et g—ch sont continues sur 2. Etant



11. ACCROISSEMENTS FINIS ET DERIVEES PARTIELLES 95

donné (a,b) € 2, on écrit que

fla) = fla) = 5L @b - a) = @y -
= Ja,9)~ flay) ~ L (a.b) (o~ a)

+ﬂmm—ﬂmm—§§mww—m.

Pour (z,y) suffisamment proche de (a,b) les points (a,b), (a,y), et (x,y) vont étre
dans une boule B(a,b)(r), avec r > 0 petit de sorte que la boule soit contenue dans
Q. Soit € > 0. Comme les dérivées partielles de f sont continues, quitte a choisir

r > 0 suffisamment petit on va pouvoir écrire que

of of €
||%(x,y) - %(%b)”LC(E,G) < 5 et
of of €
||3*y(a72/) - @(avb)||Lc(F,G) <3

pour tous (z,y) € B (r). On applique maintenant le théoreme des accroisse-

ments finis aux applications
0
g fley) ~ (@) a), e
x
of
g2y = fla,y) = 5-(a,b).(y = b) .
Y
Ces applications sont différentiables de différentielles respectives

0 0
Dou(e) = L)~ oy et

Le théoreme des accroissements finis appliqué a g; et go donne alors que

9 9
l91(2) = g1(a)lle < Sz —alle et llg2(y) = 92(0)lle < 5 lly = bllr

soit encore que

) = @) = 5L @b =) = L@y~ bl

< Slle—alls+ 5y~ bllr
<ell(@,9) - (@bl £xr

pour tous (z,y) € B(qp)(r). En d’autres termes on a montré que f est différentiable
en tout point (a,b) de Q de différentielle en ce point I'application donnée par

DS (e b)(h k) = 5 (0,010 + 5 (0,0
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pour tous (h, k) € Ex F. Reste a montrer que Df : Q — L.(E x F, Q) est continue.
En écrivant que

IDf(z,y) — Df(a, b)”Lc(ExF,G)
||Df(x,y)(h, k) — Df(a’b)(h7k)”G

= sup
(h,k)#(0,0) Iz + [|kllF
< s 5L (2, y).h — 3L(a,b).h]c
T (hk)#(0,0) Az + [IklF
1% (@, 9).k — 5L (a,b) kllc

+ SUP(h,k)#(0,0)

of of of of
< H%('%y) - %(a’b)”Lc(E,G) + |‘@($,y) - @(a’b)lch(F,G)

1Pl + NIl

on voit que la continuité de D f en (a,b) suit de la continuité des dérivées partielles
de f en (a,b). D’ou le théoreme. O

12. Le théoréme d’inversion locale

Par définition on appellera voisinage ouvert d’un point a (dans un espace de
Banach FE) tout ouvert contenant a. On dira qu’une application f : U — V entre
deux ouverts d’espaces de Banach est un C!-difféomorphisme de U sur V si:

(i) f est de classe C* sur U,
(ii) f est bijective de U sur V,
(iii) f~! est de classe C! sur V.

On note Isom(E, F') le sous espace de L.(E, F) constitué des isomorphismes conti-
nus de E sur F. Le théoreme de Banach (Théoréme 3.17) donne que si ¢ € L.(E, F)

est bijective de E sur F' (E et F des Banach) alors automatiquement ¢! est con-
tinue et donc ¢ € Isom(E, F).
THEOREME 4.8 (Théoréme d’inversion locale). Soient (E,| - ||g) et (F,| - |lr)

deux espaces de Banach, ) un ouvert de E, et f : Q — F une application de classe
Cl. Soit a € Q. On suppose que Df(a) € Isom(E, F) est un isomorphisme de E
sur F. Alors il existe un voisinage owvert U de a, U C 2, et un voisinage ouvert
V de f(a) pour lesquels f est un C'-difféomorphisme de U sur V.

Le théoreme d’inversion locale est long a démontrer. Pour ne pas trop alourdir
la rédaction on va se limiter a commenter le théoreme, sans le démontrer. Pour
une preuve compléte on renvoie au remarquable ouvrage d’Henri Cartan [Cours de
Calcul Différentiel, Hermann, 1982]. Dans le cas de la dimension finie, on renvoie
aussi a la preuve faite pour le théoreme d’inversion locale au Chapitre 2.

Une premiere remarque est que si application f : U — V est un C'-difféomorphisme
de U sur V, alors pour tout x € U on a Df(x) € Isom(FE, F) et, de plus,

Df(x)™ =Df ! (f(x)) - (4.7)

En effet, fo f~!(y) = y pour tout y € V tandis que f~'o f(x) = 2 pour tout z € U.
On différencie ces relations et on obtient alors avec la formule de composition que

Df™t(f(z)) o Df(x) = Idg et Df (f~(y)) o Df '(y) = Idp .
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En posant y = f(x), on trouve la relation annoncée. On peut alors voir le théoreme
d’inversion locale comme une réciproque locale de cette propriété: si D f(x) est un
isomorphisme pour un z, alors f est un C'-difféomorphisme au voisinage de z.

Une seconde remarque concerne le cas de la dimension finie. Dans ce cas on
rappelle qu’il convient déja de demander que les deux espaces aient méme dimen-
sions (car il n’y a pas d’isomorphisme entres espaces de dimensions différentes). Et
on rappelle que lorsque E = F = R" (tout espace vectoriel de dimension n est un
R”™ par choix d’une base) la condition Df(x) € Isom(R"™,R™) équivaut & la non
nullité du jacobien de f en x (voir le Chapitre 2).

On énonce et démontre maintenant une version dite “globale” du théoreme
d’inversion locale.

COROLLAIRE 4.4. Soient (E,| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces de Banach,
Q un ouvert de E, et f : Q — F une application de classe C*. Alors f est
un Cl-difféomorphisme de Q2 sur f(§) si et seulement si f est injective sur § et
Df(x) € Isom(E, F) pour tout x € Q.

DEMONSTRATION. Si f est un O'-difféomorphisme de 2 sur un ouvert Q' =
f(9) de F alors clairement f est injective sur £ (car bijectif implique injectif), et
on a (cf. ci-dessus) automatiquement que Df(z) € Isom(E, F') pour tout = € .
Réciproquement, supposons que f soit injective sur Q et que Df(z) € Isom(F, F)
pour tout x € ). Comme “bijectif équivaut a injectif et surjectif”, il est clair que
f réalise une bijection de © sur f(2). Par le théoréme d’inversion locale, pour
tout = € € il existe U un voisinage ouvert de = dans €2, et V' un voisinage ouvert
de f(x) dans f() tels que f réalise un C'-difféomorphisme de U sur V. Une
premiére conséquence est que tout y = f(z) dans f(£2) posséde un voisinage ouvert
V C f(Q2). 1l Sensuit que f(Q2) est donc bien un ouvert. Une seconde conséquence
est que tout y = f(x) dans f(Q2) possede un voisinage ouvert V C f(Q) sur lequel
la bijection réciproque f=1: () — Q est de classe C! (il n’y a qu’une application
réciproque f~1). Et étre de classe C! au voisinage de tout point d’un ouvert ou
étre de classe C' sur I'ouvert sont deux notions identiques. Il s’ensuit que f~! est
de classe O sur f(Q2) et donc que f est bien un C*-difféomorphisme de Q sur un
ouvert ' = f(Q) de F. D’ou le corollaire. O

En anticipant sur la notion d’application de classe CP, on notera que la classe
de différentiabilité s’adapte au théoreme d’inversion locale: on peut remplacer C!
par n’importe quel CP du moment que p > 1.

LEMME 4.3. La classe de différentiabilité s’adapte au théoréme d’inversion lo-
cale. Si f est de classe CP avecp > 1 alors on récupére dans le théoréme d’inversion
locale, ainsi que dans sa version globale, un CP-difféomorphisme (et non pas unique-
ment un C-difféomorphisme).

DEMONSTRATION. Un des ingrédients essentiel de la preuve est que Isom(FE, F')
est un ouvert de L.(E, F) et que 'application ® : w — u~! de Isom(E, F) dans
L.(F,E) est de classe C*°. En dimension finie, en passant par les déterminants et
les formules d’inversion des matrices, cette affirmation est assez simple a démontrer.
En dimension infinie elle est plus subtile et on renvoie la encore au remarquable
ouvrage d’'Henri Cartan [Cours de Calcul Différentiel, Hermann, 1982] pour sa
preuve. La formule (4.7) donne maintenant que

Dfl=®oDfof!
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et il est alors facile de montrer par induction finie que si f est un C!-difféomorphisme
et de classe CP alors f~! est aussi de classe CP. (]

13. Le théoréme des fonctions implicites

Le théoreme des fonctions implicites est plus délicat a comprendre que le
théoréme d’inversion locale (les deux théorémes sont pourtant équivalents I'un &
Pautre). En gros, avec le théoréme des fonctions implicites, on veut dire que si
f:+ Ex F — G est une application avec des hypotheses “convenables”, alors une
équation du type f(x,y) = 0 va définir (implicitement, d’ott le nom du théoréme)
une fonction g : E — F telle que

flay)=0ey=g().
Soient (E,|| - ||lg) et (F, || - |lr) deux espaces de Banach. On place sur E x F une
des normes produit usuelles.

THEOREME 4.9 (Théoréme des fonctions implicites). On considére (E, || - ||g),

(B, - |r) et (G, - la) trois espaces de Banach. Soit @ un ouvert de E x F', et
f:Q — G une application de classe C*. Soit (a,b) € Q tel que f(a,b) = 0. On
suppose que

o1 b) el F,G)

By (a,b) € Isom(F,G) .
Alors il existe U un voisinage ouvert de (a,b) contenu dans Q, il existe un voisinage
V de a dans E, et il existe g : V — F de classe C! tels que si (z,y) € U vérifie
f(z,y) =0, alors x € V et y = g(x). Réciproquement si x € V et y = g(x), alors
(x,y) €U et f(z,y) =0.

On a supposé ici que f (a,b) = 0. Si ce n’est pas le cas il suffit de considérer
lapplication f = f — f(a,b). Par ailleurs on a bien siir que b = g(a) puisque
(a,b) € U.

DEMONSTRATION. On rameéne la preuve du théoréme des fonctions implicites
au théoreme d’inversion locale. On considere f : Q — E x G Vapplication définie
par

flz,y) = (z, f(z,y)) .
Cette application est clairement de classe C! sur €, et sa différentielle en un point
(z,y) de Q est donnée par

D)) = (b, L)) + 5 (e 09)

Clairement, D f(a,b) € Isom(E x F, E x @) dés lors que %(a’ b) € Isom(F,G). Par
exemple,

Df(a,b).(h, k) = (W, k)

& h=~h et
_ ﬂ -1 /o 87 l
k= By (a,b) (k: o (a,b).h" ) ,

de sorte que D f (a,b) est bien inversible de F x F' sur E x GG. Pour le caracteére
continue de l'inverse on peut soit appliquer le théoréme de Banach (Théoreme 3.17),
soit le vérifier diréctement sur la formule ci-dessus. Sachant que f est de classe C*



13. LE THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 99

et que Df (a,b) € Isom(E x F, E x G), on peut appliquer le théoréme d’inversion
locale & f. On obtient l'existence d’un voisinage ouvert U de (a,b) dans E x F, et
d’un voisinage ouvert W = f(U) de f(a,b) = (a, f(a,b)) = (a,0) dans E x G pour
lesquels f réalise un C-difféomorphisme de U sur W. En raison de la forme de f,
le difféomorphisme réciproque est forcément du type

fHz,2) = (2,9(2,2)) |
ot donc § : W — F est de classe C'. Clairement on a équivalence entre les deux
propositions:

(1) (z,y) € U et f(z,y) = z,
(2) (x,2) e W et y = g(z, 2).

Pour le voir il suffit de remarquer que f(z,y) = z équivaut a f(amy) = (z,2),
puis d’appliquer f’l a cette équation pour dire que cela équivaut a son tour a
f Yz, 2) = (x,y), et donc & y = §(x,2). On pose maintenant z = 0 dans (1) et
(2). Alors les deux propositions suivantes deviennent équivalentes:

(3) (x,y) eUet f(xvy) =0,
(4) (z,0) € W et y = g(=,0).

Reste a remarquer si V = {x € E / (z,0) € W}, alors V est un voisinage ouvert de
a dans E, et que si g(x) = g(x,0), alors g est de classe C! dans V. Les propositions
(3) et (4) donnent alors (x,y) € U et f(x,y) = 0siet seulement siz € Vet y = g(z),
ce qui est exactement ce qu’affirme le théoreme des fonctions implicites. ([

On vient de voir que le théoréeme des fonctions implicites est une conséquence
du théoreme d’inversion locale. La réciproque est vraie. En quelques mots, soit
f i+ E — F telle que

Df(a) € Isom(E, F) .

On considere l'application ® : F' x E — F' définie par
(y,x) = f(z) —y .

Si b= f(a), alors ®(b,a) =0 et

0P

—(b,a) =D

= (b,4) = Df(a)
est un isomorphisme de E sur F. On déduit alors du théoreme des fonctions
implicites qu’il existe g : ' — E (en ne faisant pas attention au domaine) telle que
®(y,9(y)) =0, et donc telle que f(g(y)) = y. En gros, g est 'inverse de f et on a
récupéré le théoreme d’inversion locale. Une remarque sur le théoréme des fonctions
implicites est que g(a) = b. Une remarque supplémentaire est qu’en différentiant
I’équation f(x, g(m)) = 0 on obtient la valeur de Dg(a). Plus précisemment,

0 0

@)+ 5 (@b o Do) =0
et donc 5 5

Dyfa) = ~5-(@b) o L a,b).

Une autre remarque est que g est unique (au moins au voisinage de a). Si on a
deux applications g; et go qui vérifient le théoreme des fonctions implicites, alors
g1 = g2 au voisinage de a. Une derniere remarque est que la encore le théoreme
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s’adapte & n’importe quelle classe de différentiation: on peut remplacer C! par CP
des lors que p > 1.

LEMME 4.4. La classe de différentiabilité s’adapte au théoréme des fonctions
implicites. Si f est de classe CP avec p > 1 alors g l’est aussi.

14. Différentielles secondes et d’ordres supérieures

Soient (E,||-||g) et (F,|| -||r) deux espaces de Banach, et soit Q un ouvert de
E. Soit aussi f :  — F une application différentiable sur 2. On dit que f est
deux fois différentiable en un point a € 2 si Papplication Df : Q@ — L.(E, F) est
différentiable au point a. On note D?f(a) la différentielle de cette application en
a. Alors D?f(a) € L. (E, L.(E, F)) Cela étant dit, on a vu au chapitre 3, qu’il y
a une isométrie naturelle entre cet espace L. (E, L.(E, F)) et Vespace L.(E, E; F)
des applications bilinéaires continues de E x E dans F. On regardera alors D?f(a)
comme étant un élément de cet espace L.(F, E; F'). Donc

D*f(a) € L.(E,E; F) ,
ce qui revient & poser que D?f(a).(h,k) = (D?f(a).(h)).(k) pour tout (h, k)

E x E. Tl y a un probléme de convention: on aurait aussi pu poser D?f(a).(h, k)
(D?f(a).(k)).(h). Ce probléme est réglé par le lemme de Schwarz.

I m

THEOREME 4.10 (Lemme de Schwarz). Soient (E, ||-||g), (F\,||-||r) deuz espaces
de Banach, Q un owvert de E, et f : Q — F une application différentiable sur )
et deur fois différentiable en un point a € Q. Alors D?f(a), regardée comme
application de L.(E, E; F), est symétrique. A savoir D?f(a).(h,k) = D?f(a).(k, h)
pour tout (h,k) € E X E.

DEMONSTRATION. On démontre trés brievement ce théoréeme. On note @ :
E x E — F 'application

O(h, k)= fla+h+k)— fla+h)— fla+k)+ f(a) .

Clairement ® est symétrique en h et k. Pour ne pas alourdir la preuve on admet
(ce n’est pas trivial) que

1D f(a).(h k) = ®(h. k)| r = o (I2]% + IF]E)

au sens ou o (|h]|% +11kl%) = (IRI% + |k]|%) e(h, k) avec e(h,k) — 0 lorsque
(h,k) — (0,0). Par suite, avec cette relation,

ID? f(a).(h, k) — D*f(a).(k, h)llr = o (IRlI% + IIKIZ)

et on va maintenant exploiter la non homogénéité de cette relation. On fixe h, k € F
et on considere les vecteurs Ah et Ak, ou A > 0 est quelconque. Alors

1D? f(a).(Ah, Ak) — D? f(a).(Ak, Ah) || #
= N||D*f(a).(h, k) — D*f(a).(k, )| r
=N (IRlE + k%) e(N)
ot £(A) — 0 lorsque A — 0. En particulier,
1D2£(a).(h, k) = DAF(@).(k, )| = (011 + [KIZ) 2V)
pour tout A > 0. On fait alors tendre A — 0, et on récupere que
D?f(a).(h, k) = D*f(a).(k,h) .
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Comme h et k sont quelconques, le théoréeme est démontré. ([

On définit la différentiabilité d’ordre n par induction avec la formule d’hérédité
D" = DD, Soient (E, |- ||g) et (F,||-||r) deux espaces de Banach, et soit © un
ouvert de E. Soit aussi f : @ — F une application différentiable sur 2. On veut
définir la différentielle D™ f(a) d’ordre n de f en a comme application multilinéaire
de L.(E™; F). A savoir on veut

D"f(a) € L.(E™ F) ,

ou L.(E™; F) est I'espace des applications n-linéaires continues de E x --- x E (n
fois) dans F'. Pour n = 2 on a déja vu comment procéder. Pour n = 3, lorsque f
est deux fois différentiables sur €, on regarde D?f comme application

D?f:Q— L.(E,E;F) .
Par suite, D3 f(a) = DD?f(a) est une application
D*f(a) € L.(E,L.(E,E; F)) .
Or on va facilement pouvoir assimiler L, (E7 L.(E,F; F)) aL.(E,E,FE;F)enposant
P(z,y,2) = (2).(y, 2) -

Et on procede ainsi de suite par récurrence pour passer an = 4, n = 5, etc. On peut
alors sereinement définir la notion d’application n-fois différentiable en un point ou
encore d’application de classe C¥.

DEFINITION 4.5. Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deuz espaces de Banach, et
soit Q) un owvert de E. Soit k € N. Une application f : Q — F est k fois
différentiable en un point a € Q si elle est (k — 1)-fois différentiable dans un voisi-
nage de a et si D*=1f est différentiable en a. On alors D*(a) = D(D*~1f)(a) et
D¥(a) € L.(E*; F). L’application est dite de classe C* sur Q si elle est (k—1)-fois
différentiable en tout point de §) et si sa différentielle D¥f : Q — L.(E*; F) d’ordre
k est continue sur Q. L’application est dite de classe C*® si elle est de classe C*
pour tout k € N*.

L’extension du lemme de Schwarz, dont on trouvera une preuve dans l'ouvrage
ouvrage d'Henri Cartan [Cours de Calcul Différentiel, Hermann, 1982], donne: si f
est n fois différentiable en un point a € €, alors D™ f(a) est symétrique. A savoir

D"f(a).(hh ey hn) S D”f(a).(ha(l), ey ha(n))

pour tous hy,...,h, € E, et toute permutation o de {1,...,n}. Les Définitions
2.10 et 4.5 coincident dans le cas des applications R? — R?. On énonce la formule
de Taylor asymptotique qui suit sans en donner de preuve.

THEOREME 4.11 (Formule de Taylor asymptotique). Soient (E, ||-||g), (F,|-||l7)
deuz espaces de Banach, Q un ouvert de E, f : Q — F une application (n — 1)-fois
différentiable sur Q et n-fois différentiable en un point a € Q2. Alors

fla+h)=f(a)+ Df(a).(h) +---+ %D"f(a)-(h") + [[hllEe(h)

pour tout h suffisamment petit, ot e(h) — 0 lorsque h — 0, et ot la notation
D™ f(a).(h™) tient pour D™ f(a).(h™) = D™ f(a).(h,...,h) (n-fois).
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Sin =1, on a juste écrit ici la définition de la différentiabilité au point a.
On renvoie 1 encore au remarquable ouvrage d’Henri Cartan [Cours de Calcul
Différentiel, Hermann, 1982] pour la preuve de cette formule de Taylor asymptotique
et pour ses variantes avec reste intégral et avec reste de Lagrange.

15. Extremums et minimisation sous contraintes

On va brievement s’intéresser ici aux problemes d’extrémums, comme a la Sec-
tion 11 du Chapitre 2, puis ensuite aux problemes de minimisation sous contraintes,
c’est & dire de minimisations d’une fonction f sous des contraintes ®;(z) = ay,
1=1,...,n.

Les recherches d’extremums se passent dans le cadre banachique comme dans
le cadre R™, & ceci pres qu’on perd le Lemme 2.1 en dimension infinie. On le
réintroduit donc dans les hypotheses des conditions suffisantes. A part cela, tout se
passe de la méme fagon. Le théoreme suivant a lieu. Il regroupe les théoremes 2.17,
2.18 et 2.19 du cas R". La preuve du Théoréme 4.12 suit exactement la preuve
des trois théoremes 2.17, 2.18 et 2.19. On renvoie donc au Chapitre 2 pour les
arguments impliqués dans la démonstration du Théoreme 4.12.

THEOREME 4.12. Soit (E, || - ||) un espace de Banach, Q C E un ouwvert de E,
a € Q un point de Q) et f: Q — R une fonction.

(1) [condition nécessaire 1] Si f admet un extremum local en a et si f est
différentiable en a, alors Df(a) = 0 et les extremums locauz de f sont donc des
points critiques de cette fonction.

(2) [condition nécessaire 2] Si f admet un minimum local en a et si et si f
est différentiable sur Q et deux différentiable en a, alors D?f(a) > 0 au sens des
formes bilinéaires et si f admet un mazimum local en a alors D?f(a) < 0 au sens
des formes bilinéaires.

(8) [condition suffisante] On suppose que f est différentiable sur Q et deux
différentiable en a et que a est un point critique de f. S’il existe o > 0 tel que pour
tout h € R™\{0}, D?f(a).(h,h) > a||h||? (resp. s’il existe a < O tel que pour tout
h € R™\{0}, D?f(a).(h,h) < «||h||?), alors f admet un minimum local strict (resp.
un mazximum local strict) au point a.

On passe maintenant aux problémes de minimisations sous contraintes. Il s’agit
ici d’écrire les équations relatives aux minimums d’une fonctions f lorsque le mini-
mum en g est réalisé sous des constraintes ®;(x) = a;, ¢ = 1,...,n. En I'absence
de contrainte I’équation vérifiée par f et zg est D f(xg) = 0. Avec contraintes c’est
le théoreme des multiplicateurs de Lagrange qui répond a la question.

THEOREME 4.13 (Théoréme des multiplicateurs de Lagrange). Soit (E, ||-||) un
espace de Banach, Q C E un ouvert de E et f : Q — R une fonction différentiable
sur Q. Soit aussi ® : Q — R™ une application de classe C' sur Q de composantes
®y,...,D,. Etant donné a € R™ on pose H = ®~1(a) que l’on suppose non vide.
Si en un point xg € H,

f(o) = min f(@),

et si de plus D®(xg) € L.(F,R™) est surjective, alors il existe des réels A\1,...,
pour lesquels

D f(xo) = Z AiD®;(x0) . (4.8)
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Cette équation est ’équation d’Fuler associée au probléme de minimisation con-
sidéré. Les \; sont les coefficients de Lagrange de l’équation.

DEMONSTRATION. L’application D®(zg) étant surjective il existe F' sous es-
pace vectoriel de dimension n de FE qui est tel que F = Ker (D®(xp)) & F. Un
argumpent possible rapide est le suivant: si (ej,...,e,) est la base canonique
de R™ on note é; des antécédants des e; par D®(xg). On pose ensuite F =
Vect(éy,...,é,) lespace engendré par les é;. Alors D®(xg) est surjective de F
sur R™. Donc dim(F) = n et, accessoirement, la famille (é1,...,¢é,) est une base
de F et D®(x() réalise un isomorphisme de F' sur R™. Clairement il s’ensuit que
Ker (D®(z9))(F = {0}. Par ailleurs, pour tout z € E si z € F est tel que
f(x) = f(2), alors x = (x — 2) + z et © — z € Ker(f). On en déduit, comme
annoncé, qu’il existe F' sous espace vectoriel de dimension n de F qui est tel que
E =Ker (D®(zg)) @ F.

Soit maintenant ¢ la restriction de D®(xg) & F. Cette restriction réalise un
isomorphisme de F' sur R™. Pour x proche de 0 on pose

U(z)=P(zg+z)—a.

Alors ¥ : U — R™, ou U est un voisinage de 0 dans E, et, clairement, ¥(0) = 0 et
DU (0) = D®(xp). Si maintenant II : B — Ker (D®(z)) désigne la projection de
E sur Ker (D®(xz¢)) qui suit de la décomposition E = Ker (D®(z¢)) @ F', on note
g lapplication de U dans E définie au voisinage de 0 par

g:(p_lo\I/—i—H.

Alors g est C! puisque ® est C! et il est facile de vérifier que Dg(0) = Idg, ou Idg
est 'endomorphisme identité de £. On peut alors appliquer le théoreme d’inversion
locale & g et on obtient ainsi que g réalise un C'-difféomorphisme d’un voisinage
ouvert U; de 0 dans E sur un voisinage ouvert Us de 0 dans FE.

On note P : E — F la projection de F sur F qui suit de la décomposition
E = Ker (D®(z)) ® F. Ona Pog =@ 'oW et donc, po Pog = V¥. Comme
DU (0) = ¢ o P, on peut finalement écrire que DU (0) o g = .

On montre maintenant que Ker (D®(x)) C Ker (D f(x)). Soit donc u tel que
u € Ker (D®(zg)). Soit 71 le chemin défini sur | — e, +¢[ donné par ~1(t) = tu.
Pour ¢ > 0 suffisamment petit, 7; est a valeur dans Us. Soit alors 7, le chemin
défini par

=g tom,

qui est donc maintenant & valeurs dans U;. De la relation D¥(0) o ¢ = ¥ montrée
plus haut on tire que ¥ (72(¢t)) = 0 pour tout ¢t €] —¢, +¢[ puisque DY (0) = DP(z()
et u € Ker (D®(zp)). On en déduit que zg + 12(t) € H pour tout t €] — e, +¢[. Soit
V3 = o + Y2. Alors 73 est a valeurs dans H, v3(0) = x et, puisque Dg(0) = Idg

(voir plus haut), on a que
dys\ _
dt /, '

Par hypothese sur f, f o3 a un minimum en 0. Donc (f o~3) (0) = 0, et ainsi
Df(xg).(u) = 0. Puisque u est quelconque dans Ker (D®(x¢)), on a donc bien ce
que nous voulions démontrer, & savoir que Ker (D®(z)) C Ker (D f(xo)).

On peut maintenant conclure. Les D®;(xq), restreints & F, sont les com-
posantes ; de . Ils forment une base du dual F* de F puisque ¢ réalisant un
isomorphisme de F' sur R™ on obtient facilement que (¢1,...,¢,) est libre dans
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F* (qui est de dimension n puisque F lest). Il existe ainsi des réels A1,..., A\,
pour lesquels (4.8) a lieu lorsque 1'on se restreint & F. Or F est supplémentaire de
Ker (D®(xy)), et Ker (D®(xg)) C Ker (Df(x0)). Il s’ensuit que (4.8) a lieu sur E.
D’ou le théoreme. (]



CHAPITRE 5

Fonctions Convexes

On traite des fonctions convexes dans ce chapitre en déclinant les cas R — R,
R™ — R et enfin £ — R.

1. Fonctions convexes d’une variables réelle

L’étude des fonctions convexes f : I — R, avec I C R un intervalle, est un
grand classique de I'étude des fonctions d’une variable réelle.

DEFINITION 5.1. Soient I un intervalle de R et f : I — R une fonction définie
sur R. On dit que f est convexe sur I si pour tous a < b dans I,

f(A=t)a+1tb) < (1—1)f(a) +tf(b)

pour tous t € [0,1]. On dit que f est concave si —f est convexe (ce qui revient a
inverser l'inégalité ci-dessus).

Le choix de a < b dans I donne deux points (a, f(a)) et (b, f(b)) de la courbe
représentative de f. Le sous-arc de la courbe de f correspondant aux choix de a et
b est la partie de la courbe représentative formée par les (z, f(z)) pour a < x < b.
La corde correspondant aux choix de a et b est le segment de R? qui joint les points

(a, f(a)) et (b, f(b)). 1l est donné par
Corde(a,b) = {((1 — t)a +tb, (1 — t)f(a) + tf(b)),t €[0,1]} .

Une fonction est donc convexe si tout sous-arc de sa courbe est situé en dessous de
la corde correspondante et concave si tout sous-arc de sa courbe est situé au dessus
de la corde correspondante.

Convexe ‘-
/ Une fonction est convexe si tout sous-arc de sa courbe est

Concave situe en dessous de la corde correspondante ef concave si
\ tout sous-are de sa courbe est situé au dessus de la corde
correspondante.

LEMME 5.1 (Inégalité des trois cordes). Soient I un intervalle deR et f: I — R
une fonction convexe définie sur R. Alors

fly) = fx) _ f(z) = fla) _ f(2) = [()

Yy—x B Z—T B Z—=Y

pour tous x < y < z dans I.

105
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DEMONSTRATION. Soient x < y < z dans I. Il existe alors ¢ €]0,1[ tel que
y=tr+(1—1t)z. On a
fly) <tf(z) + A -1)f(2) (5.1)

par convexité. Donc

fly) = flx) <A =1) (f(2) = f(=)) -

Or 1—t = =2, On obtient donc la premiere inégalité de I'inégalité des trois cordes.

zZ—T

On a aussi avec (5.1) que

t(f(z) = f(2) < f(2) = fy) -
Or t = Z=%. D’oll la seconde inégalité de I'inégalité des trois cordes. Le lemme est
démontré. (I

La continuité “automatique” sur les intervalles ouverts des fonctions convexes
suit de I'inégalité des trois cordes.

THEOREME 5.1. Soit I un intervalle ouvert de R. Toute fonction conveze
f: I — R est continue sur I.

DEMONSTRATION. Soit a € I. Soient zy < yg deux points de I situés de part
et d’autre de a. Donc zg < a < yg et xg,yp € I. Pour z € I tel que a < = < yo
I'inégalité des trois cordes appliquée aux inégalités a < x < yp et 29 < a < z
implique que

f@) = fla) . flyp) — fla) . flz) = fla)  fla) = flzo)

T —a - Yo — a T —a - a— X

On en déduit que la limite & droite en a de f(x)— f(a) vaut automatiquement zéro.
Donc

lim f(x) = f(a) -

z—at
De méme, pour x € I tel que xyp < = < a 'inégalité des trois cordes appliquée aux
inégalités g < x < a et x < a < yg implique que

[@) = (@) fl@) = fwo)  J@) = @) _ flwo) = @)

T —a - a— X T —a - Yo — a

On en déduit que la limite & gauche en a de f(x) — f(a) vaut automatiquement
zéro. Donc

Jim f(@) = f(a).

Par suite, f(z) — f(a) lorsque x — a et f est continue en a. Comme a est
quelconque dans I, f est continue sur I. Le théoreme est démontré. O

Il est important d’ouvrir I dans le Théoreme 5.1. Par exemple, la fonction f
définie sur [0, 1] par f(z) =0si0 <z < 1et f(0) = f(1) = 1 n’est pas continue sur
[0,1], mais elle est pourtant convexe sur [0, 1]. Dans le cas des fonctions dérivables,
on a une caractérisation de la convexité avec la croissance de f’ ou la position
relative de la courbe de f avec sa tangente en chaque point.

THEOREME 5.2. Soit I un intervalle ouvert de R. Soit f : I — R une fonction
dérivable sur I. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:
(i) f est convexe sur I
(i) f' est croissante sur I
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(#ii) Pour tout a € I et tout x € I, f(x) > f'(a)(z — a) + f(a).
Le point (iii) revient encore a dire que la courbe représentative C de f (le graphe
de f) est au dessus de ses tangentes en tout point.

Une fonction est convexe si et seulement si son graphe est au

dessus de toutes ses tangentes.

DEMONSTRATION. On montre que (i) = (ii). Soient z < y dans I. pour tout
t €10,1],

A=tz +ty) <A =t)f(x) +1f(y) . (5.2)

En particulier, pour 0 < ¢ < 1,

flx+tly—2) — flz) _ fly) = f2)

t(y — ) T oy-z
et en faisant tendre ¢ — 07 on obtient, puisque f est dérivable en x, que
y—z

De la méme fagon, comme ty = y + (¢t — 1)y, on peut écrire avec (5.2) que pour
0<t<l,

fly+r Q=0 —y) = fly) o fly) — @)
(I=t)(z—y) T oy-—x
En faisant tendre ¢ — 1~ on obtient, puisque f est dérivable en y, que
fy) = fl=)

!
>
fy) = -
Par suite, f'(z) < f'(y) lorsque = < y, et donc f est bien croissante. On montre
maintenant que (ii) = (iii). Soit x € I et g : I — R la fonction définie par

9(w) = ) = f'(@)(y —2) = f(2) .
Alors g est dérivable et
AOESEOESECR
Comme f’ est supposée croissante, on a ¢'(y) < 0siy <z et ¢'(y) > 0siy > x.
Cela entyraine que g a un minimum au point . Comme g(x) = 0 on obtient (iii).
On montre maintenant les réciproques. On commence par montrer que (iii) = (ii).

Soient z < y dans I. Avec (iii), appliqué deux fois, pour la tangente en z et la
tangente en vy,

fly) > @)y — ) + f(x)
> f(x)(y—x)+ () (@ —y) + fy)
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et donc f'(x)(y —x) < f'(y)(y — x), soit encore f'(x) < f'(y) puisque z < y. D’olt
(ii). Reste pour finir & montrer que (ii) = (i). Soient y € I et ¢ €]0, 1] fixés. On
définit g : I — R par

gle) = f(1 =tz +ty) — (1L —t)f(z) - tf(y) .

Alors g est dérivable sur I et en tout x € I,

g'(@) =1 - (1-t)z+ty) — (1 -1)f'(z)
de sorte que ¢'(x) > 0 pour tout x € T si z < y puisqu’alors (1 — )z +ty > x
et f' est supposée croissante. Donc g est croissante sur IN] — co,y]. Or g(y) = 0.
Donc g(z) < 0 sur IN] — oo, y]. Clairement cela signifie que f est convexe sur I. Le
théoreme est démontré. (]

Lorsque les fonctions sont deux fois dérivables on obtient le résultat suivant.

THEOREME 5.3. Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction
deuz fois dérivable sur I. Alors [ est convexe sur I si et seulement si f"(x) >0
pour tout x € I.

DEMONSTRATION. On a déjd vu que pour une fonction g dérivable sur un
intervalle I, g est croissante si et seulement si ¢’ > 0 sur I. En particulier, f’ est
croissante sur I si et seulement si f”(x) > 0 pour tout = € I. Le résultat suit alors
du Théoreme 5.2. (|

Plusieurs inégalités sont démontrées par convexité (ou concavité). Par exemple,
pour tout z € [0, 7],

gx <sin(z) <z . (5.3)
T

La fonction sin est en effet deux fois dérivable de dérivée seconde — sin. Donc cette
fonction est concave sur |0, 475 [ puisque le sinus y est positif et donc la dérivée
seconde de sinus y est négative. Par suite, par concavité, f est en dessous de
n’importe laquelle de ses tangentes. En particulier, pour tout a,z €]0, +%],

sin(z) < cos(a)(z — a) + sin(a) .

En faisant tendre ¢ — 0 on obtient que sin(z) < z pour tout z €]0,+5[ et
I'inégalité est trivialement vraie pour x = 0 et x = 7. Puisque sin est concave on a
aussi que tout sous-arc de sa courbe est situé au dessus de la corde correspondante.
En regardant le sous-arc et la corde correspondant aux choix de 0 et 7 on obtient
que sin(z) > 2z pour tout z € [0, Z]. D’ou (5.3).

THEOREME 5.4 (Inégalité de Jensen). Soit I un intervalle de R et soit aussi
[+ 1 — R une fonction conveze sur I. Alors Y i Nix; € I et

f (Z )\ifﬂz‘) < Z>w‘f(-%> (5.4)

pour tout n > 2, tous x1,...,x, € I et tous A1,..., A\, € [0,1] vérifiant que
S =1

DEMONSTRATION. On effectue une double récurrence. Une pour montrer que
pour tout n > 2, tous x1,...,2, € I et tous A1,..., A, € [0,1] vérifiant que

i i =1,%"  Niz; € I. L’autre pour montrer I'inégalité de Jensen proprement
dite. On se restreint a la preuve de la seconde (la premieére proceéde avec la méme
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manipulation). On effectue donc une récureence sur n, la propriété H,, & démontrer
étant que pour tous z1,...,x, € I et tous Ay,..., A\, € [0,1], 81 Y. | A; = 1 alors
(5.4) est vraie. Sin = 2 il s’agit tout simplement de la définition de la convexité.
On a donc ’amorce a notre récurrence, a savoir que Ho est vraie. Pour démontrer

I’hérédité, on suppose maintenant que #,, est vraie et on considere z1,...,Zn41 €
et A1,..., Apt1 € [0, 1] vérifiant que Z?:Jrll A; = 1. On écrit alors que

n+1 n

Z )\sz = Z )\le + )\n+1xn+1

i=1 i=1

n

oy
=(1-Apt1) ; ml’z + At1Tn41

et par convexité on a donc que

n+1 n /\Z
f (; /\ia:z) <(1—=Xpg1)f (Z W%) + At f(@ng1) -

i=1
Or Z?Zl 1_§j+1 =1 puisque A1 + - - - + A1 = 1, et donc, avec H,,
n n
i i
f 7 | <) ———f(zi) .
;1*%&1 ' ;1*/\n+1 '
On en déduit que H,41 est vraie. D’olt le théoreme. O

Le théoreme suivant traite de la dérivabilité quasi-automatique des fonctions
convexes. Il se situe dans le méme esprit que le Théoreme 5.1.

THEOREME 5.5. Soient I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction
convexe sur I. Alors l’ensemble des points ou [ n’est pas dérivable est au plus
dénombrable.

DEMONSTRATION. Soit a € I. Il suit de I'inégalité des trois cordes du Lemme
5.1 que la fonction

@)~ f(a)
T —a
est croissante sur I'\{a}. Par suite,
o= 11
vy oy J@) = fla)
fd(a) B azlig}Jr r—a

existent, sont finies et f;(a) < fj(a). Toujours avec I'inégalité des trois cordes du
Lemme 5.1 on obtient que fj(x) < f;(a) pour < a. Par suite
lim f5(x) < fg(a) < fa(a) .
Tr—a

Or f est dérivable en a si et seulement si f;(a) = fj(a). Ainsi les points a ou f
n’est pas dérivable sont des points ou la fonction f} a un saut. En utilisant encore
I'inégalité des trois cordes du Lemme 5.1, on obtient que si a < b alors fj(a) < f;(b).
Comme f{(b) < f}(b), la fonction f} est croissante sur I. On conclue avec le Lemme

5.2 ci-dessous. Le théoréme est démontré. O

Le lemme suivant a été utilisé pour conclure dans la preuve du Théoreme 5.5.
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LEMME 5.2. Soit f :]a,b[— R une fonction croissante. L’ensemble des points
de discontinuité de f est au plus dénombrable.

DEMONSTRATION. Pour z €]a, b[ on note §(z) la différence entre la limite &
droite de f en x et la limite & gauche de f en z (qui existent et sont finies par
croissance de f). Les points de discontinuité de f sont les sauts positifs de f, &
savoir les  tels que d(x) > 0. Soient ¢ < d deux points de ]a,b[. Pour n € N* on
pose

S, = {ac €la,b] / 5(z) > 1} .

n

11 est facile de voir que [c,d][) Sy est un ensemble fini. On en déduit que S,, est au
plus dénombrable en approchant ]a, b par une suite de [cg, di], kK — +00. Ensuite,
si D est 'ensemble des points de discontinuité de f, en remarquant que D n’est
rien d’autre que la réunion des S, pour n > 1, on obtient que D est au plus
dénombrable. Le lemme est démontré. O

2. Fonctions convexes de plusieurs variables réelles
Pour z,y € R™ on note [z,y] le segment de R™ défini par
[z,y] ={(1 —t)z +ty,t € [0,1]} .

Un sous ensemble X de R™ est alors dit convexe si pour tous z,y € X, [z,y] C X.

¢

Un ensemble convexe Un ensemble non convexe

Les polyedres convexes ont été étudiés des Platon. Les polyedres convexes
de Platon sont le tétraedre, le cube, 'octaedre, le dodécaedre et 'icosaedre. Ils
vérifient tous l'identité du théoreme de Descartes-Euler: dans un polyedre convexe
on a toujours F'+.5— A =2 ou F est le nombre de faces du polyedre, S son nombre
de sommets et A son nombre d’arétes.

Les cing polyédres réguliers convexes (solides de Platon)

Tétraddre K Octaddre | Dodécaédre | Icosaddre
ou Cube

o

La notion de fonction convexe R™ — R se définit sur les convexes. La définition
suit celle donnée pour les fonctions R — R. Elle est donnée dans la définition ci-
dessous.
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DEFINITION 5.2. Soit X C R™ un sous ensemble conveze de R™. Une fonction
f: X — R est dite convexe si

f(A =tz +ty) < (L—1t)f(x) +tf(y)
pour tous z,y € X et toutt € [0,1]. La fonction est dite concave si —f est conveze.

Comme pour les fonctions R — R, dire que f est convexe c’est dire que le
graphe de f dans R™*! est en dessous de ses cordes. Par ailleurs Iinégalité de
Jensen est encore valable ici et sa preuve est identique a celle du cas R — R.

On définit maintenant I’épigraphe Epi(f) d’une fonction f : X — R. Clest le
sous ensemble de R™*1 défini par

Epi(f) = {(z,t) e X xR / t > f(x)} .

Il représente ce qui, dans R"*!, se situe au dessus du graphe de f. Le résultat
suivant a lieu.

THEOREME 5.6. Soit X C R™ un conveze. Une fonction f : X — R est conveze
si et seulement si Epi(f) est un conveze de R"1.

DEMONSTRATION. Si f est convexe et si A = (z1,¢1) et B = (z2,t2) sont dans
Epi(f), alors pour tout ¢ € [0,1],

2 f((1=t)y + tas)

par convexité de f. Donc (1 —t)A + tB € Epi(f) pour tous A, B € Epi(f) et tout
t € [0,1]. Ainsi Epi(f) est convexe. Réciproquement, supposons que Epi(f) est
convexe. Soient xy,z9 € X. Alors A = (21, f(x1)) et B = (x2, f(22)) sont tous
deux dans Epi(f). Donc, pour tout ¢ € [0,1], (1 —t)A + tB € Epi(f). Par suite

F((1=t)z1 +txg) < (1= 1) f(21) +tf(22)

et f est bien convexe. Le théoreme est démontré. O

Epigraphe d'une fonction convexe
\ / de IR dans IR.

En dimension finie, ce qui est le cas de R™, on peut montrer que si f: X — R
est convexe et X est un ouvert, alors f est continue sur X. L’argument utilise
néanmoins de fagon forte la dimension finie (et Jensen). En dimension infinie il
faudra aussi supposer que f est bornée au voisinage de tout point de X. On passe
ici sur ces questions de continuité pour aborder les caractérisations différentielles
de la convexité. On renvoie a la Section 3 pour ces questions. Tout comme dans le
cas R — R il existe différentes caractérisations différentielles de la convexité d’une
fonction. On commence par le théoreme suivant.
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THEOREME 5.7. Soit X un ouvert convexze non vide de R" et f : X — R une
fonction différentiable sur X. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) f est convexe sur X,

(ii) Y,y € X, f(y) > f(z) + Df(x).(y — x)

(iit) Vo, y € X, Df(y).(y — x) = Df(2).(y — x).
La propriété (i) signifie que le graphe de [ est au dessus de tous ses hyperplans
tangents. Pour (iii) on parle de monotonie de la différentielle.

Le point (iii) peut sembler surprenant. Si n =1 et X = I intervalle ouvert il
correspond pourtant bien & la croissance de f’ puisque D f(y).(y—z) > Df(x).(y—x)
pour tous x,y € I équivaut a (f'(y) — f'(x)) (y —z) > 0 pour tous x,y € I et donc
a f'(y) > f'(x) pour tous x < y dans I.

DEMONSTRATION. Supposons (i). Soient z,y € X. Par différentiabilité de f,
t — —
tim L ET D) ZIE@) _ ppgy g

t—0+ t
Par convexité de f, et puisque z + t(y — ) = (1 — t)z + ty, on a aussi que

fle+itly—=) = flo) <t(f(y) - f(x)) -

En combinant ces deux relations on obtient (ii). Donc (i) = (ii). On suppose
maintenant (ii) et on montre que (ii) = (i). Soient z,y € X. Avec (ii),

) = F(A =tz +ty) + (1= )Df (1= t)z +ty) (y — z)

f@) 2 f(A=t)z+ty) +tDf (1 - t)x +ty) (z —y) .
En multipliant la premiere des relations par t, la seconde par 1 —t puis en sommant

on obtient I'inégalité de convexité. Donc (ii) = (i). On suppose de nouveau (ii) et
on montre que (i) = (iii). Soient x,y € X. Par symétrie en z et y,

f(y) > f(z) + Df(z).(y — x)
f(x) > f(y) + Df(y).(x —y) .

Par suite

fy) = f(x) + Df(x).(y —x)
fy) + Df()-(z —y) + Df(x)-(y — x)
et on obtient (iii). Donc (ii) = (iii). On suppose enfin (iii) et on montre que
(iii) = (ii). Soient z,y € X. La fonction

9(t) = f (1 =)z +ty) (5:5)
est alors définie sur [0, 1]. Elle est aussi dérivable sur ]0, 1[ puisque f est différentiable
et pour tout ¢ €]0, 1],

)
)

2
>

() = Df (1= t)a +ty) (y — )
— 1 Df ()~ )

ou zx = (1 —t)z +ty et t €]0,1[. Le théoreme des accroissements finis donne qu’il
existe ¢ €]0, 1] tel que

Donc
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Or, par (iii), Df(z¢).(ze —x) > Df(x).(2c — x) et Df(x).(z. —x) = cD f(z).(y — x).
D’ou (ii) et on a bien que (iii) = (ii). Le théoréme est démontré. O

Il y aussi, comme dans le cas des fonctions R — R, une caractérisation de la
convexité avec les différentielles secondes.

THEOREME 5.8. Soit X un ouvert convexe non vide de R™ et f : X — R une
fonction deux fois différentiable sur X. Alors f est convexe sur X si et seulement
si D2f(a) > 0 au sens des formes bilinéaires pour tout a € X.

DEMONSTRATION. Supposons que D?f(a) > 0 au sens des formes bilinéaires
pour tout a € X. Soient z,y € X. On définit ¢ : [0,1] — R comme en (5.5).
Puisque X est un ouvert, g est méme définie et deux fois dérivables sur un intervalle
un peu plus grand, donc du type | — 1,1 4+ n[ avec n > 0 petit. Pour tout ¢ €]0, 1],

g'(t) = Df(z).(y — x) et g"(t) = D*f(z).(y — v,y — 2)
ou z; = (1 —t)xz + ty. Avec la formule de Taylor-Lagrange pour g, il existe ¢ €]0, 1]
tel que

9(1) = 9(0) = ¢'(0) + 39" (c)

Par hypothese, ¢”(¢) > 0 et donc
fy) = f(z) + Df(x).(y —x) -

En vertue du Théoreme 5.7, et puisque x et y sont quelconques dans X, f est
convexe sur X. Réciproquement, supposons que f est convexe sur X. Soit x € X.
Avec la formule de Taylor a 'ordre deux du Théoreme 2.16, pour tout y € X,

1
F(y) = f(@) + Df(@).(y —2) + 5D*f().(y = 2,y — @) + [ly — 2 *e(y — 2)
ou e(X) — 0si X — 0. En vertue du Théoréme 5.7 on récupere donc que
1
SD7 7).y~ zoy — ) + ly — olPely — 2) 2 0

pour tout y € X. On fixe h € R"\{0} et pour ¢ € R petit (en valeur absolue) on
pose y = x + th. Alors y € X (lorsque t est suffisamment petit en valeur absolue,
puisque X est un ouvert) et donc

P (;D2f(x).(h,h) + ||h23(th)> >0.

On en déduit que
1
5 D?f(@)-(h h) + [|B]*e(th) = 0

et en faisant tendre t — 0 on récupere que D?f(z).(h,h) > 0. L’inégalité reste
valable si h = 0. Par suite D?f(x) > 0 au sens des formes bilinéaires. Comme z
est quelconque dans X, le théoreme est démontré. O

Il existe un analogue des Théoremes 5.1 et 5.5 dans le cas de R”. En ce qui
concerne la continuité le théoreme qui suit est une conséquence directe du Théoreme
5.13 ci-dessous.

THEOREME 5.9. Soit X un ouvert convexe non vide de R" et f : X — R une
fonction convexe sur X. Alors f est continue sur X.
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En ce qui concerne la différentiabilité, un ensemble N C R™ est dit négligeable
s’il est (mesurable et) de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur R™ et donc
sif n ldz = 0 (attention il s’agit la d’une intégrale multiple). Un sous ensemble
négligeable est forcément d’intérieur vide. On pourra trouver une démonstration
du résultat ci-dessous, donné ici sans preuve, dans pratiquement tous les ouvrages
ou les cours spécialisés sur la convexité.

THEOREME 5.10. Soit f : R® — R une fonction conveze. Alors f est différentiable
en presque tout point de R™, c’est a dire en tout point de R*\N ot N C R™ est un
sous ensemble négligeable de R™.

3. Fonctions convexes d’une variable banachique

Si 'on met & part les questions de régularité, la convexité des fonctions réelles
définies sur un Banach se comporte quasiment systématiquement comme la con-
vexité des fonctions réelles en dimension finie qui a été étudiée a la Section 2. Soit
(E,|| -]|) un espace de Banach. Pour x,y € F on note [z,y] le segment de E défini
par

[z,y] ={(1 =)z +ty,t € [0,1]} .
Un sous ensemble X de E est alors dit convexe si pour tous z,y € X, [z,y] C X,
et si X C E est un sous ensemble convexe de F, une fonction f : X — R est dite
convexe sur X si

F(A =tz +ty) <A -0)f(x) +1f(y)
pour tous z,y € X et tout ¢t € [0, 1]. La fonction est dite concave si —f est convexe.

L’épigraphe Epi(f) d’une fonction f: X — R est le sous ensemble de E x R défini
par

Epi(f) ={(z,t) e X xR / t > f(z)} .
Il représente ce qui, dans E X R, se situe au dessus du graphe de f. Les Théoremes
5.6, 5.7 et 5.8 de la Section 2 restent valables dans le cadre banachique (et méme

uniquement normé). Leurs preuves sont identiques & celles développées dans le cas
R™.

THEOREME 5.11. Soit (E, ||-||) un espace de Banach et soit X C E un conveze.
Une fonction f: X — R est conveze si et seulement si Epi(f) est un conveze de
R, Si maintenant X est un ouvert et f : X — R est différentiable sur X, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) f est convexe sur X,

(i) Vx,y € X, f(y) > f(2x) + Df(x).(y — )

(iir) Yo,y € X, Df(y)(y —x) = Df(x).(y — z).

La propriété (ii) signifie que le graphe de [ est au dessus de tous ses “hyperplans”
tangents. Pour (iii) on parle de monotonie de la différentielle. Enfin, si f est deux

fois différentiable sur X, alors f est convexe sur X si et seulement si D?f(a) > 0
au sens des formes bilinéaires pour tout a € X.

L’inégalité de Jensen est elle aussi valable dans ce contexte. Donc si X C E
est un convexe et si f : X — R est une fonction convexe, alors

f (Z )\il'i> < Z/\z‘f(xi) (5.6)

i=1
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pour tout n > 2, tous x1,...,x, € X et tous Ay,...,\, € [0,1] vérifiant que
Yimidi=1

On aborde dans ce qui suit les questions relatives a la continuité et a la
différentiabilité des fonctions convexes. On dit d’une fonction f : Q — R qu’elle est
localement lipschitzienne sur ouvert € d’un espace vectoriel normé (E, || - ||g) si
pour tout a € Q il existe r, > 0 tel que f est localement lipschitzienne sur By (r,),
ou B,(r,) est la boule ouverte de centre a et de rayon r, et ol f est dite lipschitzi-
enne sur B,(r,) s’il existe Cy > 0 telle que |f(y) — f(z)| < Cyully — || pour tous
Z,y € By(ry). Le premier résultat que 'on démontre est le suivant.

THEOREME 5.12. Soient (E,|| - ||) un espace de Banach, Q C E un ouvert
conveze de E et f : Q@ — R une fonction convexe sur 2. On suppose que f est
bornée supérieurement sur Q. Alors f est localement lipschitzienne sur ). FEn
particulier, f est continue sur €.

DEMONSTRATION. Soit a € £2. On considere § > 0 tel que B,(25) C Q. Pour

0 > 0 suffisamment petit, soit M > 0 tel que f < M sur B,(26). Si x € B,(20)
i

alors 2a — x € B,(26) puisque [[(2a —z) —al| = |z —a. Or a = Lz + $(2a — z) et
donc, par convexité de f,
1

fla) < 37(@)+ 3F(2a )

1 1

On en déduit que f(x) > 2f(a) — M et la fonction f est donc aussi bornée
inférieurement sur B, (26). Ainsi il existe M > 0 tel que |f| < M sur B,(20).
On consideére maintenant z,y € B,(0), © # y. Soit 7 = ||y — z|. On définit
z=y+é@—x%
T
Alors z € B,(20) par inégalité triangulaire puisque y € B, (d) et

)
== all < lly = all + =y — ]
<d+6=20.

Soit 6 = §/r et soit = 1/(1+ 6) qui est dans ]0,1[. On écrit maintenant que
6

vt T 1xe”

=(1—0)z+0z.

Y

Alors, par convexité de f,

et donc

On en déduit que

~
—
&
\
=
8
S~—
IN
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Par symétrie en x et y,
2M
7w) ~ F@) < By —a
pour tous z,y € B,(d) et f est lipschitzienne sur B,(d§). En particulier, f est
continue sur B,(4). Comme a est quelconque dans (2, le théoréme est démontré. [

En dimension finie, donc par exemple dans le cas de R™, la convexité entraine
automatiquement le fait que f soit bornée supérieurement par inégalité de Jensen.

THEOREME 5.13. Soient (E,| - ||) un espace de Banach, Q C E un ouvert
convexe de E et f : Q — R une fonction conveze sur Q. Si E est de dimension
finie, alors f est localement bornée supérieurement sur ). En particulier, f est
localement lipschitzienne sur €0 et continue sur €.

DEMONSTRATION. Soit a € 2. Soit (eq,...,e,) une base de F choisie telle que
a+e; € Qpour tout i =1,...,n. On pose é; = te;. Par équivalence des normes
en dimension finie, en considérant 1’équivalence avec la norme qui fait des e; une
base orthonormée, on voit que si r > 0 est suffisamment petit, alors

IIiAiéiH <r = f:w <1.
i=1 i=1

Pour 7 > 0 suffisamment petit, B,(r) C Q. Tout x € B,(r) sécrit

x:a—l—zn:)\iei.
i=1

Quitte & changer e; en —e; on peut supposer que A; > 0. Soit # = > | \;. Pour
r > 0 suffisamment petit, en supposant que x # a, on a alors avec ce qui a été dit
plus haut que 0 < 8 <1et 0 < \; <1 pour tout ¢ =1,...,n. En remarquant que

n+1

=1

oﬁbiza—kei silgz'gn, bn+1=a, 5\2':/\1' silgignet /A\n+1:1—2?21/\1‘,
on obtient par inégalité de Jensen que

n+1
flz) < ; Nf(bi) < _max  f(bi)

Donc, pour tout a € € il existe > 0 petit pour lequel f est majorée supérieurement
sur B,(r). Le Théoreme 5.12 appliqué a B, (r) permet de conclure. O

On aborde maintenant les questions de différentiabilité des fonctions convexes.
Dans le cas de la dimension finie la Fréchet-diffétrentiabilité (différentiabilité clas-
sique traitée dans cet ouvrage) des fonctions convexes est donnée par le Théoreme
5.10, et on obtient une différentiabilité presque partout. Le théoréeme de Mazur qui
suit traite de la Gateaux-différentiabilité. Soient (E,|| - ||) un espace de Banach.
L’espace est dit séparable s’il existe un sous ensemble dense dénombrable de E. La
notion de Gateaux-différentiabilité a été abordée a la Section 2 de ce chapitre.
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THEOREME 5.14 (Théoréme de Mazur). Soient (E,| -||) un espace de Banach
séparable, 2 C E un ouvert conveze de E et f : @ — R une fonction convezre
continue sur Q. Alors [ est Gateaux-différentiable sur un sous-ensemble dense de

Q.

Le théoreme de Mazur se démontre en plusieurs étapes que nous détaillons dans
ce qui suit sous formes de lemmes. On note, lorsque la limite existe,
. Tz +tv) — f(x
fH(x;v) = lim i )~ /(@) .

t—0+ t

Alors f*(z;v) est la dérivée directionnelle de f en x dans la direction v. Si f est
différentiable en x, fT(x;v) existe et f¥(a;v) = Df(x).(v). Etant donné un espace
vectoriel F, une application ® : £ — R est dite sous-linéaire si:

(i) Yu,v € E, ®(u+v) < ®(u) + ®(v),

(ii) Vu € E, YA > 0, ®(\u) = AP (u).
Une application sous-linéaire ® : £ — R est linéaire si et seulement si pour tout
u€ E, ®(u) = —P(—u).

LEMME 5.3. Soient (E,| - ||) un espace de Banach, Q C E un ouvert conveze
de E et f:Q — R une fonction convexe sur Q. La dérivée directionnelle fT(z;v)
existe (et est finie) pour tout x € Q et tout v € E. Pour tout x € Q la fonction
de E dans R donnée par v — fT(x;v) est de plus sous-linéaire. Enfin, pour tout
zeQettoutvelE, ff(e,v)>—fT(z,—v).

DEMONSTRATION. Soient x € Q et v € E. Pour ¢t > 0 suffisamment petit,
x +tv € Q. On considére la fonction définie pour ¢ €]0, %[, tp > 0 petit, par

[ +tv) = ()

t =
9(t) "
On montre que cette fonction est croissante. Soient t < t' €]0,¢g[. On a
t t
x+to=(1- P)x—&—;(m—i—t’v)

et donc, par convexité de f,

flatt) (L= )f @)+ 5 I+ 1)

On en déduit que g(t) < g(¢'). Donc g est bien croissante sur ]0,¢[. Par suite
1 (z;v) existe et fT(x;v) < +00. A ce stade, possiblement fT(z;v) = —oo. Mais
clairement il existe aussi t; > 0 pour lequel le segment [z — v,z + t1v] est inclus
dans Q. Or, pour tout ¢ €]0, ],

1 1
x = i(x —tv) + §(x+tv)
et donc, par convexité de f,

fl@) < =f(z—tv) + %f(z—‘-tv) .

N | =

Par suite,

flet+tv) = flz) _ flz—tv) - f(x)

t - t
et donc, par passage & la limite en t — 07, f*(z,v) > —f*(x,—v). On en déduit
que f*(x,v) > —oo puisque f1(x, —v) < +o0. Par suite, f¥(x;v) existe et est finie

pour tout = € et tout v € E. On passe maintenant a I'affirmation selon laquelle
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v — fT(z;v) est sous-linéaire. Le point (ii) de la définition de la sous-linéarité est
clairement vérifié par v — f¥(x;v) comme on le voit en effectuant le changement
de variable ¢ — At si A > 0. Et il est clair que f*(2;0) = 0. Soient maintenant
u,v € E. Pour t > 0 suffisamment petit, x + tu,xz +tv € 2. On a
1 1 1
x+ it(quv) = i(m + tu) + i(x + tv)

et donc, par convexité de f,

flot 3t 0) = f@) _ flattn) - f() | flatt) - f@)

t - 2t 2t
En passant & la limite en ¢ — 07 on en déduit que fT(z;u+v) < f(z;u)+f1(z;0).
Donc u — fT(z;u) est bien sous-linéaire. Le lemme est démontré. O

Le lemme suivant traite de la continuité des applications u — fT(a;u).

LEMME 5.4. Soient (E,| - ||) un espace de Banach, Q C E un ouvert conveze
de E, a € Q et f:Q — R une fonction convexe sur Q et continue en a. Alors
v — fT(a;v) est continue.

DEMONSTRATION. Comme f est continue en a, f est bornée au voisinage de a.
Avec le Théoreme 5.12 on obtient alors que f est lipschitzienne au voisinage de a.
De la définition premieére de f* on tire qu'il existe M > 0 tel que fT(a;u) < M| ul|
pour tout u € E. On en déduit avec le Lemme 5.3 que

—Mju|l < —f*(a; —u)
< fH(asu)

et donc |fT(a;u)] < M|u|l pour tout u € E. Par sous additivité de f*(a;-) on
peut écrire que f1(a;v) — fT(a;u) < fH(a;v —u) et il suit que

F* (@) = £+ (aiu) < Mo —ul] .
Par symétrie en u et v,
| (a;0) = fH(a;u)| < Mo — ]

pour tous u,v € E. Donc v — f*(a;v) est lipschitzienne. En particulier, comme
voulu, v — f*(x;v) est continue. Le lemme est démontré. O

On déduit facilement des Lemmes 5.3 et 5.4 une condition nécessaire et suff-
isante pour la Gateaux-différentiabilité en a d’une fonction convexe continue en
a.

LEMME 5.5. Soient (E, || - ||) un espace de Banach, Q C E un ouvert convexe
de E,a€Q et f:Q— R une fonction convexe sur 2 et continue en a. Alors f
est Gateauz-différentiable en a si et seulement si f(a;u) = — f¥(a; —u) pour tout
uc k.

DEMONSTRATION. On sait déja avec les Lemmes 5.3 et 5.4 que f*(a;u) existe
(et est finie) pour tout u € E et que la fonction u — f*(a;u) est continue. Donc
[ est Gateaux-différentiable en a si et seulement si w — f*(a;u) est linéaire. Or
® = f*(a;-) est sous-linéaire en vertue du Lemme 5.3 et une fonction sous linéaire ®
est linéaire si et seulement si ®(u) = —®(—u) pour tout u € E. D’ott le lemme. O
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Soient maintenant (E, || -||) un espace de Banach séparable, Q@ C F un ouvert
convexe de F et f : 2 — R une fonction convexe continue sur 2. On considere
dans ce qui suit un sous ensemble {u,,n € N} C E, dense dans E, dont 'existence
est donnée par 'hypothése de séparabilité de (E, || - ||). On note

a= {2 €0/ o) + o) 2 -

puis A = U Al

m,neN*

LEMME 5.6. Awvec les notations ci-dessus, la fonction f est Gateauz-différentiable
sur Q\A.

DEMONSTRATION. Ilsuit du Lemme 5.5, et de 'inégalité f*(x;u) > — 7 (x; —u)
du Lemma 5.3, que si f n’est pas Gateaux-différentiable en z, alors

fH@su) + fzs—u) >0
pour un u € E. Soit m > 1 tel que f*(z;u) + f(z;—u) > 2. Par continuité de
u — fT(x;u) donnée par le Lemme 5.4, et par densité des u, dans E, il existe

alors n > 1 tel que u € A},. Donc, en particulier, z € A et ainsi, f est forcément
continue sur Q\ A. O

On peut maintenant conclure la preuve du théoreme de Mazur.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.14. Soit z € Q. La fonction f est lips-
chitzienne au voisinage de z d’apres le Théoreme 5.12 puisque la continuité de f
en x entraine que f est bornée au voisinage de . Soit (x,) une suite de points de
Q qui converge vers z. Il existe alors M > 0 tel que pour p > 1,t>0et u € FE,

flottu) — fla) _ [l +tu)— fla) M

t - t t

Soit t, > 0 tel que t, — 0 et ||z, — x||/t, — 0. Alors en prenant ¢ = t, dans (5.7)
et en faisant tendre p — oo on obtient que

fHau) > 1;r£igf f(zp +t,,tm;) — f(x) .

[p — | - (5.7)

On a vu dans la preuve du Lemme 5.3 que la fonction

[z +tu) - f(=)
t

t—

est croissante pour ¢t > 0. Donc

f(xp + tptl:;) — f(xp) > f+(

Zp; u)

et ainsi
T (z;u) > limsup f1(z,;u)
p—+oo

pour tout u € E. Par suite, si (z,) est une suite de points de A}, qui converge vers
x dans Q, alors € A7,. On en déduit que les A7, sont des fermés de Q (pour la
topologie induite de E). On montre maintenant qu’ils sont aussi d’intérieurs vides.
On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe x € A} et r > 0 tels que
B, (r) C AIl. Soit 7, = r/|luy||. La fonction g :]0,7,[— R donnée par

g(t) = f(x + tun)
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est bien définie sur ]0,7,[ et elle est convexe sur |0, 7,[ car f lest sur B,(r) C Q.
Soit x; = x + tu,, t €]0,#,[. Par hypothese d’absurde z; € A", et donc, pour tout
t €]0, 7y,

FH (e un) > — = (s )

par définition de Aj,. Donc gj(t) > g,(t) pour tout ¢ €]0,7,[ et ainsi g n’est
différentiable en aucun point ¢ €]0,7,[. Une contradiction avec le Théoreme 5.5.
Les A}, sont donc des fermés d’intérieurs vides de €2,  étant un ouvert d’un espace
de Banach. Le théoreme de Baire (cf. Théoréme 6.16) donne alors que A est lui
aussi d’intérieur vide. Le Lemme 5.6 permet de conclure. D’ot le théoreme. (]

En dimension finie, et de fagon assez surprenante, Gateaux-différentiabilité et
Fréchet-différentiabilité sont deux notions équivalentes pour les fonctions convexes.

THEOREME 5.15. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé de dimension finie,
Q C FE un ouvert convexe de E, a € Q et f : @ — R une fonction convexe
sur Q. Alors f est Gateaux-différentiable en a si et seulement si elle est Fréchet-
différentiable en a.

DEMONSTRATION. Le sens Fréchet-différentiabilité = Gateaux-différentiabilité
est évident. Pour l'implication réciproque on suppose donc que f est Gateaux-
différentiable en a. Sans perdre en généralité, par équivalence des normes en di-
mension finie, on peut supposer que £ = R™ muni de la métrique euclidienne. Soit
p = Vf(a) le gradient de f en a (donc le vecteur de R™ de coordonnées les dérivées
partielles de f en a). En vertue du Théoreme 5.13, f est lipschitzienne sur une
boule ouverte B,(r) contenue dans €. Soit € > 0. Par compacité de la spheére unité
S~ de R”, il existe ui,...,un € S* ! tels que S*~ ! C Ufil B,,(g). Comme
f est Gateaux-différentiable en a, pour tout € > 0 et tout ¢ = 1,..., NV, il existe
d; > 0 tel que pour tout t € [—6;, §;],

1f(a+tu;) — fla) = t{p, us)|| < elt],
ol (-,-) est le produit scalaire euclidien. Soit § = min; §;. Pour tout u € S™~1 il

existe 7 tel que ||u — u;|] < e. Si K est la constante de Lipschitz de f sur B,(r), et
si |lu; — u|| < €, on peut écrire que

I f(a+tu;) — fla+tu)]| < Kelt|
pour tout t €] — r,7[, et bien slir on a aussi que
[y s} — ()] < e
Donc, pour u € S"~! et t € — 7, #[, olt # = min(r,§), on obtient que
1@+ tw) — f(a) — t{p, )]
< |If(a+ twi) — f(a) = t(p, wi) | + Kelt] + [|pllet]
<+ K+ pl) el -

Tout v € R™ s’écrit v = tu pour un u € S" 1, et |t| = ||v|. On a donc montré que
pour tout € > 0, il existe # > 0 tel que pour tout v € R™, si ||[v|| < 7, alors

1f(a+wv) = fla) = (p,v)|| < Celjo] .
Donc f est Fréchet-différentiable en a et sa différentielle de Fréchet en a est la
différentielle de Gateaux en a, & savoir la forme linéaire attendue u — (p,u), ol
p = Vf(a) est le gradient de f en a. Le théoréme est démontré. a
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4. Convexité et sous-différentiabilité

On se place ici le cadre hilbertien. La notion de sous-différentielle des fonctions
convexes est donnée dans la définition suivante.

DEFINITION 5.3. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Soit 2 un ouvert conveze
de H, a € Q et f: Q — R une fonction convere sur 2. Un vecteur p € H est
appelé sous-gradient de f en a si

Ver,f(x)Zf(a)+<p,x—a> .

Le sous-différentiel de f en a est l'ensemble Of(a) constitué des sous-gradients de
f en a. Enfin, on dit que [ est sous-différentiable en a si df(a) # 0.

Si f est Gateaux-différentiable en a, alors la continuité de la forme linéaire
h — f’(a;h) et le premier théoréme de Riesz (Théoréme 3.19) donnent qu’il existe
p € H tel que f’(a;h) = (p,h) pour tout h € H. Par analogie avec le cas R™ on
peut voir p comme le gradient de f en a et, comme on s’en convaincra facilement,
f est automatiquement sous-différentiable en a de sous-différentiel en a réduit a un
seul élément: Jf(a) = {p}. La réciproque, dont on pourra trouver la preuve dans
la plupart des ouvrages traitant de la convexité, est plus surprenante: si f: H — R
convexe est continue en un point a € H, et si df(a) est réduit & un seul élément,
alors f est Gateaux-différentiable en a.

Le sous-différentiel peut étre important, et méme avec des fonctions tres sim-
ples. A titre d’exemple d’un 0f(a) important, si f : R — R est la fonction convexe
donnée par f(x) = |z| pour tout x € R, alors 9f(0) = [-1,+1].

LEMME 5.7. Pour tout x € Q, 0f(x) est un convexe fermé de H.

DEMONSTRATION. Si (p,) € 0f(a)Y est une suite de points de df(a), et si
pn — p dans H, alors clairement p € 9f(a). Donc 9f(a) est un fermé. Soit
maintenant p1,ps € df(a). Soit aussi ¢ € [0,1]. On a

f@) =z fla)+ (pr,e—a = (1=t)f(z) = (1 =t)f(a) + (1 = t)p1,z —a)
f(x) > fla) + (p2,x —a = tf(x) >tf(a)+ (tpe,z —a) ,
et par addition de ces deux relations on obtient que pour tout x € €2,

f(@) = fla) + (1 = t)p1 + tpz, & — a) .
Donc (1 —t)p1 + tpa € 9f(a) et 9f(a) est convexe. O

Etant donné un espace métrique (X, d) une fonction f : X — R est dite semi-
continue inférieurement en un point a € X si pour tout € > 0 il existe n > 0 tel
que f(z) > f(a) — e pour tout x € B,(n), out B,(n) est la boule de centre a et de
rayon 7. Donc si

Ve >0,3n >0/ Vo€ Ba(n), f(z) = fla) —¢ .

Si f est semi-continue inférieurement en a alors pour toute suite (x,) de points de
X qui converge vers a,

fla) < Timint f(z) | (5.8)

ou la limite inf est, dans R|J{%oc}, la plus petite des limites des sous suites de
f(xn), vue aussi comme la limite de la suite croissante de R|J{£oo} qui est con-
stituée des u,, = inf,,>, f(zn). Les fonctions convexes semi-continues inférieurement
sont sous-différentiables en dimension finie. C’est 'objet du théoréme suivant.
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THEOREME 5.16. Soit (H,{(-,-)) un espace de Hilbert de dimension finie. Une
fonction convexe f: H — R est sous-différentiable en tout point de H.

DEMONSTRATION. Comme f est convexe, Epi(f) est un convexe de H x R. 1l
est clairement fermé dans H X R car f est continue d’apres le Théoreme 5.13. En
effet, si (zn,t,) € Epi(f) pour tout n, et si x, — x dans H et ¢, — ¢t dans R
lorsque n — 400, alors par passage a la limite dans les inégalités t,, > f(x,), et
par continuité de f, on obtient que ¢t > f(z). Donc toute limite dans H x R d’une
suite de points de Epi(f) est encore dans Epi(f), ce qui implique que Epi(f) est un
fermé de H x R. Pour a € H,

(a, f(a)) € OEPI(f) .

Le théoréme de séparation de Hahn-Banach (admis ici) entraine l'existence d’un
hyperplan d’appui & Epi(f) au point (a, f(a)). Il existe ainsi (p,0) € H xR\{(0,0)}
tel que

{p, ) + 0t < (p,a) +0f(a) (5.9)

pour tout (x,t) € Epi(f). En prenant 2 = a et t = f(a) + £, avec £ > 0, alors
(z,t) € Epi(f) et on obtient avec (5.9) que § < 0. On montre maintenant que
nécessairement 6 < 0. On raisonne par I’absurde et on suppose que § = 0. Alors
(p,x — a) < 0 pour tout x € H puisque pour tout € H, (z, f(z)) € Epi(f). En
prenant © = a+p on obtient que p = 0 ce qui est en contradiction avec (p, 8) # (0, 0).
Donc 6 < 0. Soit p = (—1/0)p. Alors (5.9) entraine que

(B, x) =t < (p,a) — f(a) (5.10)

pour tout (x,t) € Epi(f). En particulier, en prenant ¢ = f(x), on obtient avec
(5.10) que f(x) > f(a) + (p,x — a) pour tout x € H. Ainsi p € df(a) et donc
df(a) # 0. Le théoréme est démontré. O

La sous-différentiabilité (comme la différentiabilité dans le cas de fonctions
quelconques) permet de caractériser les minimums des fonctions convexes.

THEOREME 5.17. Soit (H, (-,-)) un espace de Hilbert. Soit Q un ouvert conveze
de H, a € Q et f:Q — R une fonction convexe sur 2 sous-différentiable en a.
Alors a est un point de minimum de [ sur Q si et seulement si 0 € 9f(a).

DEMONSTRATION. Si 0 € df(a) alors f(z) > f(a) pour tout z € Q et donc
a est un point de minimum de f sur 2. Réciproquement, si a est un point de
minimum de f sur  alors f(z) > f(a) pour tout x € Q et donc 0 € 9f(a). Dol
le théoreme. ([

5. Fonctions strictement et a-convexes

En plus des fonctions convexes on peut définir les fonction strictement convexes
et a-convexes. Une fonction f : 2 — R, Q C E ouvert convexe, est dite strictement
convexe sur {2 si pour tous x,y € ) avec x # y, et pour tout ¢ €]0, 1],

A=tz +ty) <(1-t)f(x) +tf(y) -

Bien str, une fonction strictement convexe est convexe. Pour ce qui est de 'a-
convexité, la définition suit.
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DEFINITION 5.4. Soient (E,|| - ||) un espace de Banach, Q un ouvert conveze
de E, a > 0 un réel strictement positif et f : Q2 — R. On dit que f est a-conveze
sur Q si pour tous x,y € €1,

F(A =tz +ty) < (1 —t)f(x) +f(y)
ce qui revient encore a dire que

x = f(x) - 52l

«
= St —yl?

est convexe. Lorsque f est deux fois différentiables, f est a-conveze si et seulement
si D2f(x) > « au sens des formes bilinéaires.

Les fonctions a-convexes sont bien siir strictement convexes (et donc aussi
convexes).

LEMME 5.8. Une fonction a-convexe continue définie sur un ouvert convexe €}
est toujours minorée.

DEMONSTRATION: Supposons par ’absurde qu’il existe (xy) une suite de points
de Q qui est telle que f(xp) — —oo lorsque k — +o00. Soit x € Q fixé. Pour tout
t €10,1], et tout k,

F(( = B2 +tag) < (1— ) f (@) + tf(zx) — %tk(l —ti) |z — 2% .

Quitte & extraire une sous suite on peut supposer que ||zx|| a une limite ¢ lorsque
k — +00. Sif < +00, on choisit ¢t > 0, tendant vers 0 lorsque k — +oc et vérifiant
que ti f(x) = —oo lorsque k — 4o00. Par exemple

t = 1

Vi@l
pour k> 1. Si ¢ = 400 on choisit t; > 0, tendant vers 0 lorsque k — +o0, vérifiant
que tg||zk|| — 0 mais aussi que t;||zg||> — +o0 lorsque k — +oo. Par exemple

b = 1

C el
Soit

T =1 —tp)z + trzk -

Par inégalité triangulaire, ||z — z|* > §|lzx||? pour k > 1 lorsque ¢ = +oo. Par

suite, dans les deux cas ¢ < +o00 et { = 400, ) — x lorsque k — +oo tandis que
f(&) — —oo. Par continuité f(z) = —oo. Une contradiction. O

Une fonction f : E — R est dite infinie & 'infini si f(z) — oo lorsque
lz]] = 4o00. Le résultat suivant a lieu.

LEMME 5.9. Une fonction a-convexe continue définie sur l’espace E tout entier
est infinie a linfini.

DEMONSTRATION. Soit f une fonction a-convexe et continue définie sur E.
Soit zg € F fixé. Par a-convexité, pour tout = € E, et tout ¢ € [0, 1],
a
F(wo+t(z —w0)) + (1 = )|z = 2ol < (1 —t)f(wo) + tf(2) .
En vertue du Lemme 5.8, pour tout z € E, et tout ¢ € [0, 1],

mo + 241~ t)le 2ol < (1~ 1) (x0) + /()
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olt mg € R. On fixe t = 3 et on pose m1 = mg — 2 f(xo). Alors

@
£(@) > 2my + S — ol
pour tout x € F. Il s’ensuit facilement que f est infinie a I'infini. O

Si f est différentiable, et si 'on se place dans le cadre hilbertien, il y a plus sim-
ple comme preuve des Lemmes 5.8 et 5.9 en utilisant la caractérisation différentiable
du Théoreme 5.11. On fixe x € €2 et on écrit que puisque f — 5| - |2 est convexe,
c’est que pour tout x € 2,

a a
(@) = Sllzl* = f(wo) = S llzol* + Df (wo). (2 = wo) = axlwo, @ = o)
ce qui donne encore, en écrivant que || D f(xo).(z)|| < ||Df(zo)| x ||z]|, que
a
f@) = Slzl* = = Gl

ou les constantes C1, Cy > 0 ne dépendent pas de x. Les Lemmes 5.8 et 5.9 suivent
alors facilement.

6. Minimiseurs des fonctions convexes

On traite brievement de quelques résultats concernant les minimiseurs des fonc-
tions convexes. Le premier résultat d’existence est général et ne concerne pas
uniquement les fonctions convexes.

THEOREME 5.18 (Existence de minimiseurs). Soit (E, || -||) un espace de Ba-
nach. (i) Si f est deux fois différentiable en un point a € E, si a est un point
critique de f et si D*f(a) > « au sens des formes bilinéaires, avec o > 0, alors a
est un minimiseur local de f. (i) Si f est infinie a Uinfinie, au sens ot f(x) — 400
lorsque ||z|| — 400, et si E est de dimension finie, alors f posséde un minimiseur
global dans E.

DEMONSTRATION. La premiere affirmation est celle déja faite au Théoréme
4.12. Pour ce qui est de la seconde, soit g € E un point quelconque de E. Comme
f est infinie & I'infini, il existe R > 0 tel que f(x) > f(x¢) pour tout x € E\B, ou
B est la boule fermée de centre 0 et de rayon R. En particulier, nécessairement,
xo € B. Comme FE est de dimension finie, B est compacte. Toute fonction continue
sur un compact atteint ses bornes. Il existe donc a € B qui est tel que f(a) < f(z)
pour tout x € B. En particulier, f(a) < f(zo) puisque zo € B. On en déduit que
a est un minimiseur global de f. O

Si 'on revient aux fonctions convexes, leur comportement en minimisation est
assez surprenant. Le théoreme suivant a lieu.

THEOREME 5.19. Soient (E,| - ||) un espace de Banach, Q C E un ouvert
conveze de E, a € Q et f: Q — R une fonction convexe sur Q. Alors: (i) Si a
est un minimiseur local de f, c’est aussi un minimiseur global de f. (ii) Si f est
strictement convexe, elle a au plus un minimiseur local (ou global puisqu’il s’agit
de la méme chose pour les fonctions converes). (iii) Si f est différentiable sur Q
alors a est un minimiseur local (ou global puisqu’il s’agit de la méme chose pour
les fonctions convezxes) si et seulement si a est un point critique de f.
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DEMONSTRATION. (i) Il suffit de montrer qu’il ne peut exister b € Q tel que
f(b) < f(a). Or, par convexité, si f(b) < f(a) alors
F((A=t)a+tb) < (1—1)f(a) +1f(b) < f(a)
pour tout ¢ €]0, 1], en particulier pour 0 < t < 1. Il ne reste plus qu’a remarquer

que dans n’importe quel voisinage ouvert V de a il y a des (1 — t)a + tb avec
0<tx 1

(ii) Si a et b sont des minimiseurs de f, avec a # b, alors

PR < S @) + 1 0)

par stricte convexité, et comme f(a) = f(b), on obtient une contradiction.

(iii) Si a est un minimiseur local de f alors, le résultat n’a rien & voir avec la con-
vexité, forcément V f(a) = 0 comme on I’a vu au Théoreme 4.12. Réciproquement,
si f est convexe et Vf(a) =0, comme f est au dessus de tous ses hyperplans tan-
gents d’apres le Théoreme 5.11, en prenant ’hyperplan tangent en a on récupere
que f(x) > f(a) pour tout x € Q. O

Du Lemme 5.9 et des Théoremes 5.18 et 5.19 on obtient facilement que le
résultat suivant a lieu.

LEMME 5.10. Soit (E,|| - ||) un espace de Banach de dimension finie. Une
fonction infinie a l'infini et strictement convexe f : E — R posséde un, et un
unique, minimiseur. En particulier une fonction a-convexe définie sur l’espace E
tout entier posséde un, et un unique, minimiseur.

Dans la cadre Hilbert, et lorsque les fonctions sont sous-différentiables, il s’agira
aussi de ne pas oublier le Théoréme 5.17.






CHAPITRE 6
Petit précis de topologie

Ce chapitre propose un survol de topologie, avec des théoremes démontrés, et
d’autres pas, des preuves détaillées, et d’autres pas.
1. Espaces topologiques

DEFINITION 6.1. Un espace topologique est un couple (X,0), ot X est un
ensemble, et O est un sous ensemble de P(X), l’ensemble des parties de X, qui
vérifie:

(1)Pe O et X €0,
(2) toute intersection finie d’éléments de O est un élément de O,
(3) toute réunion (méme infinie) d’éléments de O est un élément de O.

On dit que O définit une topologie sur X. Les ensembles de O sont les ouverts de
la topologie.

Dans ce qui suit, (X, O) désigne un espace topologique, et A désigne un sous
ensemble de X.

DEFINITION 6.2. On dit que A est une partie fermée de X, ou encore un fermé
de X, si X\A € O, i.e si X\A est un ouvert de X.

Un sous ensemble de X n’est pas forcément soit ouvert soit fermé. Par conven-
tion () et X sont & la fois des ouverts et des fermés de X.

LEMME 6.1. Toute intersection (méme infinie) de fermés est un fermé, et toute
réunion finie de fermés est un fermé.

DEMONSTRATION. La clef réside dans les formules de Morgan:
X\ U A= ﬂ(X\Az) et X\ ﬂAz‘ = U(X\Az) :
iel iel i€l i€l
On se ramene alors aux propriétés (2) et (3) qui caractérisent O. O
DEFINITION 6.3. On appelle voisinage de A toute partie V de X qui est telle

qu’il existe U € O avec A C U C V. En particulier, on appelle voisinage d’un point
x € X toute partie V de X qui est telle qu’il existe U € O avecx € U et U C V.

On note dans ce qui suit V(x) ’ensemble des voisinages de x.

DEFINITION 6.4. On appelle adhérence de A, et on note A, le sous ensemble
de X défini par
A={zeX /YW eEV(), VNA#0D}.

C’est un fermé, et méme le plus petit des fermés contenant A.

127
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On vérifie que A est bien un fermé et méme le plus petit des fermés contenant
A. Soit x € X\ A. 1l existe alors V € V() tel que VN A = . 1l existe donc U,
ouvert avec x € U, et U, N A = 0. On a U, C X\A puisqu'un ouvert U, est un
voisinage de chacun de ses points. On a alors que

X\A= J U

zEX\A

et donc X'\ A est un ouvert (comme réunion d’ouverts) de sorte que A est un fermé
(par définition des fermés). On a bien siir que A C A. Soit maintenant F un fermé
tel que A C F. Siz ¢ F alors x € X\F qui est un ouvert qui ne rencontre pas
A. Donc z € X\A et puisque x est quelconque dans X\F, X\F C X\A, ce qui
revient & dire que A C F. Donc A est bien le plus petit des fermés qui contient A.

LEMME 6.2. Pourtout AC X, AC A, A=A et A est un fermé si et seulement
si A= A.

DEMONSTRATION. On a déja vu que A C A. Si A est un fermé, alors A est
forcément le plus petit fermé contenant A et donc A = A. Réciproquement, si
A = A alors A est un fermé puisque A en est un. Donc A est un fermé si et
seulement si A = A. Il suit que forcément A = A puisque A est un fermé. D’ou le
lemme. (I

DEFINITION 6.5. On appelle intérieur de A, et on note /i, le sous ensemble de
X défini par
A={zeX /AcV(x)}.
En d’autres termes, x € A si et seulement si il existe U € O avec z € U et U C A.
C’est un ouvert et le plus grand des ouverts contenus dans A.

On montre que A est un ouvert et méme le plus grand ouvert contenu dans A.
Siz € A alors il existe U, un ouvert contenant et tel que U, C A. En écrivant que
A= U,e 4 Uz on voit que A est un ouvert (puisque réunion d’ouverts). Clairement
A C A. Soit maintenant O un ouvert contenu dans A. Les points de O sont dans
A puisque O est un voisinage de chacun de ses points. Donc O C A et donc A est
bien le plus grand des ouverts contenus dans A.

LEMME 6.3. Pour tout A C X, A c A, A= A et A est un ouwvert si et
seulement st A = A.

DEMONSTRATION. On a déja vu que A C A. Si A est un ouvert c’est clairement
le plus grand ouvert contenu dans A et donc A = A. Réciproquement si A = A
alors A est un ouvert puisque A en est un. Donc A est un ouvert si et seulement si

A= A. On en déduit que A = A. O
Les relations suivantes ont lieues.

PRrROPOSITION 6.1. Si A et B sont deux parties de X :

o o

ANB=AnB, AnBCcAnB, X\A=X\4
AUBCAUB,AUB=4UB, X\A=X\4
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DEMONSTRATION. Pour ne pas trop alourdir la rédaction on se restreint & la

—_—
preuve des trois premieres relations. Pour la premiere, on remarque que AN B
est un ouvert. Il est contenu dans A, donc dans A, et méme chose avec B. Donc

ANBc AnB. Réciproquement, AN B est un ouvert contenu dans AN B. Donc,

ANBc ANB. Dot la premiere égalité par double inclusion. En remarquant que
ANB C ANB, et que AN B est un fermé on obtient que AN B C ANDB. Iln’y a
pas d’espoir d’obtenir 1’égalité en toute généralité comme on le voit en considérant
A =1[0,1[ et B =]1,2] pour lesquels AN B = tandis que A = [0,1] et B = [1,2]
de sorte que AN B = {1}. Pour la troisi¢tme relation on remarque que X\ A est

un ouvert et que X\A € X\A. Donc X\A C X\A. Pour montrer I'inclusion
réciproque on considere x € X\ A. Il existe alors U, un ouvert contenant x tel que
U, C X\A. Donc = ¢ A et ainsi, puisque = est quelconque dans X\A4, on obtient

que )?\71 C X\A. D’ott la troisitme relation par double inclusion. (]

La notion de frontiére est aussi une notion importante en topologie.

DEFINITION 6.6. On appelle frontiere de A, et on note DA, le sous ensemble
de X défini par A = A\ A.

Les points de la frontiere sont caractérisés par le fait que x € 0A si et seulement
si pour tout voisinage V de z, VN A # () (qui traduit € A) et V N (X\A) # 0
(qui traduit qu’il n’existe pas de voisinage V' de x qui soit contenu dans A et donc
que = & A)

\ (,---..\ \\ Le point x est intérieur a S. Le point y est
b W . -
\\ '\x' I,' N sur la frontiére de S.
= 4
A rf" -
\&
\ /-
S

La frontitre est un fermé puisque A = AN (X\A), et on a donc A qui s’écrit
comme intersection de deux fermés. On montre qu’un sous ensemble A est fermé si
et seulement si 0A C A. Si A est fermé, A = A et donc OA C A. Réciproquement,
si 0A C A alors A C A carsi z € A soit x € fi, et auquel cas, trivialement z € A,
soit & € OA, auquel cas x € A par hypothese. Donc A C A et comme on a toujours

AC A, cest que A= A. Donc A est fermé.
DEFINITION 6.7. Un sous ensemble A C X est dit dense dans X si A= X.

On termine cette section avec les notions de base de topologie et de topologie
induite.

DEFINITION 6.8. Soit (X, O) un espace topologique. Une partie B de O est une
base de la toplogie de X si tout ouvert de X peut s’écrire comme réunion d’éléments

de B.
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Une partie SB de P(X) est une sous base de la topologie de X si tout ouvert
de X est réunion d’intersections finies d’éléments de SB.

DEFINITION 6.9. Soient (X, O) un espace topologique et A C X une partie de
X. La topologie induite sur A par celle de X est définie par

OA:{UOA, UEO}.
L’espace (A,O4) est un sous espace topologique de X .

Un ouvert Oy de A n’est pas forcément un ouvert de X si O4 = U N A avec
U € O, A n’est pas un ouvert de X et U ¢ A. Attention, si A n’est pas un ouvert
de X il l’est cependant pour la topologie induite sur A (tout comme il est fermé
pour cette méme topologie au méme titre que X est a la fois ouvert et fermé pour
sa propre topologie). Si par contre A est un ouvert, les ouverts de A sont les ouverts
de X qui sont contenus dans A.

2. Continuité - homéomorphismes - topologies particuliéres
La notion de fonction continue fait sens des qu’on a une topologie.

DEFINITION 6.10. Soient (X,0) et (Y,0’) deuz espaces topologiques. Une
application f : X — Y est dite continue en un point x de X si VYV € V(f(:c)),
fYV) € V(x). Par extension, f est continue sur X si f est continue en tout
point de X.

Le théoréme suivant a lieu.

PROPOSITION 6.2. Soient (X,0) et (Y,0') deux espaces topologiques. Une
application f : X — Y est continue sur X si et seulement siVV € O', f~1(V) € O,
et donc si et seulement si l'image réciproque par f de tout ouvert est un ouvert, ce
qui est aussi équivalent a dire que pour tout F fermé de Y, f=1(F) est un fermé
de X.

DEMONSTRATION. L’équivalence entre la formulation avec les ouverts et la for-
mulation avec les fermés vient de la relation f=1(Y'\A4) = X\ f~1(A) qui s’obtient
facilement par double inclusion. Supposons maintenant que f est continue. Soit O
un ouvert de Y. Pour tout x € f~1(0), f(z) € O et O est donc un voisinage de
f(z). Donc f~(O) est un voisinage de z et il existe ainsi U, un ouvert de X tel
que z € U, et U, C f~1(O). On peut alors écrire que

o= U w
)

zef~1(O

et f~1(O) est donc un ouvert puisque réunion d’ouverts. Réciproquement sup-
posons que l'image réciproque par f de tout ouvert est un ouvert. Soit x € X et
soit V- € V(f(z)). Il existe alors Vi) un ouvert de Y tel que f(z) € Vi) et
Vi) C V. Clairement x € f’l(Vf(m)) et, par hypothese, ffl(Vf(m)) est un ouvert.
On a f~H (Vi) € f7HV) et donc f~1(V) € V(x). Donc f est continue en x, et
comme zx est quelconque dans X, f est continue sur X. ([l

Les propriétés réciproques de celle de la proposition portent un nom. Une
application qui vérifie que I'image de tout ouvert est un ouvert est dite ouverte.
Une application qui vérifie que I'image de tout fermé est un fermé est dite fermée.



3. ESPACES SEPARES - CONVERGENCE 131

Deux espaces topologiques (X, O) et (Y, O’) sont dits homéomorphes s’il existe
une bijection bicontinue f: X — Y (i.e f est bijective de X sur Y, f est continue,
f~1 est continue). Une telle application est appelée un homéomorphisme. Les
ouverts de X sont alors précisément les images réciproques par f des ouverts de Y,
et les ouverts de Y sont précisément les images par f des ouverts de X.

DEFINITION 6.11. Soient (X;, O;)ic1 une famille (possiblement infinie) d’espaces
topologiques et X = [[;c; Xi le produit cartésien des X;. Sim : X — X; est la
projection canonique d’indice i, l’ensemble

A={m7'(U;), jeI, Uj € 0;}

engendre une topologie sur X appelée topologie produit. L’ensemble B des intersec-
tions finies d’éléments de A est une base de cette topologie. L’ensemble (X,O) est
appelé espace produit des espaces (X;, 0;).

n
Si I est fini, iesi I ={1,...,n}, alors B={[[ Ui, Ui € O:}.
i=1
DEFINITION 6.12. Soient (X, 0) un espace topologique, Y un ensemble quel-
conque, et f: X —'Y une application. L’ensemble

O;={UcYy /f'U)eo}
définit une topologie sur'Y , appelée topologie induite par l'application f.

En particulier, si R est une relation d’équivalence sur X, et si Y = X/R, la
topologie induite sur X/R par la surjection canonique 7 : X — X/R est appelée
la topologie quotient de X par R.

3. Espaces séparés - convergence

On aborde la notion importante d’espace topologique séparé.

DEFINITION 6.13. Un espace topologique (X, O) est dit séparé, ou encore de
Hausdorff, siVx,y € X avec x # vy, il existe V € V(x), et il existe W € V(y) tels
que VNOW = 0.

On montre que tout produit d’espaces séparés est encore un espace séparé. Par
contre un espace quotient d’un espace séparé n’est pas forcément séparé.

DEFINITION 6.14. Soient (X, O) un espace topologique séparé et (x,) une suite
de points de X. On dira que (x,) converge vers x € X si

YV eV(x), INeN/VYn>N, z, €V .

On note alors * = lim x,, ou plus simplement on écrit que x, — x lorsque
n—-+o0o

n — +o0.

La limite, lorsqu’elle existe, est unique, et c’est la que la séparation intervient.
En effet si « # y sont limites d’une méme suite (z,), par séparation il existe
VeV(x)et W e V(y) avec VN W = (. Par convergence il existe N (le max des
deux N donnés par les deux convergences) tel que x,, € V pour n > N et x,, € W
pour n > N. Une contradiction car alors on aurait V NW = ().
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DEFINITION 6.15. Soit (X, O) un espace topologique séparé. On dit que (X, O)
vérifie la propriété (x) si tout point de X possede un systéme fondamental dénombrable
de voisinages, i.e si pour tout point x de X, il existe un sous ensemble (fini ou)
dénombrable A, de V(x) qui est tel que: YV € V(z), AV e A, / V C V.

En anticipant un peu, les espaces métriques vérifient la propriété (x) en con-
sidérant par exemple la famille des boules ouvertes de centre z (fixé) et de rayons
1/n. On a alors le résultat suivant.

PROPOSITION 6.3. Soient (X,0) et (Y,O’) deuz espaces topologiques séparés
vérifiant la propriété (x). Alors:
(1) pour toute partie A de X et tout x € A, il existe (z,,) suite de points de
A telle que lir_irrl Tn = x, en particulier tout point de DA est limite d’une suite de
n—-+0oo

points de A,

(2) Une partie A de X est fermée si et seulement si pour toute suite (x,,) de

points de A, si lim =z, = x dans X alors x € A,
n—-+oo

(8) Une application f : X — Y est continue en un point x de X si et seule-

ment si pour toute suite (r,) de points de X, si liIJIrl T, = = dans X alors
n—-+0oo
ngr}rloof(xn) = f(z) dans Y.

DEMONSTRATION. (1) On démontre la premiére assertion. Si z € A il suffit de
considérer la suite constante x,, = x pour tout n. Sinon, x € A\A. On consideére
une suite (1), systéme fondamental de voisinages de x. Sans perdre en généralité,
en prenant des intersections successives Vi, Vi NV,, Vi N Vo N V3 etc. on peut
supposer que V11 C V, pour tout n. Par définition de I'adhérence, pour tout
n, Vi, N A # 0. Soit (z,) une suite construite en prenant x,, € V,, N A (sans
autre exigence que d’étre dans cette intersection). Alors clairement z,, — z lorsque
n — 400, et 'assertion est démontré.

(2) On démontre la seconde assertion. Supposons que pour toute suite (z,) de

points de A, si liIE z, = x dans X alors x € A. Alors avec ce que l'on vient
n—-+oo

de démontrer, A C A et donc A est fermé. Réciproquement supposons que A est
fermé. Soit (z,,) une suite convergente de points de A. On note x sa limite dans
X. Pour tout V € V(z), VN A # () puisque les x,, pour n grand vont se trouver
dans cette intersection. Donc x € A. Or, A étant fermé, A = A. Donc z € A. La
seconde assertion est démontrée.

(3) On démontre la troisieme assertion. Supposons que f est continue en z. Soit
(x,) une suite convergent vers z. Soit V € V(f(z)). Comme f est continue en z,
f~Y(V) € V(x). Donc il existe N tel que x, € f~1(V) pour tout n > N. Mais
alors f(x,) € V pour tout n > N. Et comme V € V (f(z)) est quelconque, c¢’est
que f(xz,) — f(z) lorsque n — +o0o. Réciproquement on suppose que pour toute
suite (zp), si x, — x alors f(x,) — f(z). Soit V € V(f(x)). On veut montrer que
f71(V) € V(z). On raisonne par I'absurde et on suppose que f~1(V) ¢ V(z). On
consideére une suite (V;,), systéme fondamental de voisinages de = avec, comme en
(1), Vg1 C V,, pour tout n. Pour tout n, V,, ¢ f~1(V) car sinon, f~1(V) serait
un voisinage de x. Donc, pour tout n, il existe x,, € V,\f~1(V). Comme z,, € V,
pour tout n, on a que z,, — x lorsque n — +oo. Par hypothese on devrait donc



4. ESPACES COMPACTS 133

avoir que f(xz,) — f(z) lorsque n — 4o00. Mais alors pour n > 1 suffisamment
grand, f(z,) € V, et donc x,, € f~(V), une contradiction. La troisiéme assertion
est démontrée. (]

4. Espaces compacts

La notion d’espace topologique compact est une notion particulierement im-
portante en topologie.

DEFINITION 6.16. Un espace topologique (X, Q) est dit compact (un espace com-
pact) s’il est séparé et s’il vérifie axiome de Borel-Lebesgue: de tout recouvrement
ouvert de X on peut extraire un sous recouvrement qui soit fini.

En d’autres termes, (X, 0) est un compact s’il est séparé et si

V(U)ier €0, X = JU; = 3ir,...,ine€l /X =]JU;, .

iel j=1

Une partie A de X est dite compacte si (A,04) est un espace compact. Par
définition de la topologie induite sur A, l'axiome de Borel-Lebesgue pour A se
traduit par

V(Ui)ige(’), ACUUz = Eil,...,inEI/AC UUH .
i€l j=1

Une partie A de X est dite relativement compacte si I’adhérence A de A est une
partie compacte de X.

THEOREME 6.1. Dans un espace séparé (X, 0) tout sous espace compact de
X est fermé, et dans un espace compact (X,0), les parties compactes de X sont
précisément les parties fermées de X.

DEMONSTRATION. Supposons que A C X soit compacte. Si A n’est pas fermé,
il existe z € A\A. Par séparation, pour tout y € A, y # z, il existe Uy, V, deux
ouverts de X avec z € Uy, y € Vy et Uy NV, = 0. Les Q, = V,, N A sont des
ouverts de A et ils constituent un recouvrement ouvert de A pour y parcourant
A. Par compacité il existe yi,...,yn € A tels que A C Q, U---UQ,, . Or
U=Uy,N---NU,, est un ouvert contenant . Comme = € A, UN A #  alors que,
pourtant, UN(Q,, U---ULQ,, ) = 0. Une contradiction. Donc A = A et A est fermé.
Supposons maintenant que X est compact. Si A C X est compact, A est fermé
comme on vient de le voir (et pour cette affirmation la compacité de X ne sert
a rien). Réciproquement supposons que A est fermé. Soit (U;) un recouvrement
ouvert de A par des ouverts de X. Forcément, X = (,c; Us) U(X\A), et comme
A est fermé, X\A est ouvert. On a donc un recouvrement ouvert de X. Par
compacité de X on peut en extraire un recouvrement fini, et en retirant X\ A & ce
recouvrement, on obtient un sous recouvrement fini de A. Donc A est compact. [

Toute partie finie est compacte. L’ensemble formé d’une suite convergente et de
sa limite est aussi toujours compact. En effet, étant donné un recouvrement ouvert
de cet ensemble, un des ouverts contient x, et par convergence tous les z,, a partir
d’un certain rang. Reste alors a ajouter les ouverts qui contiennent le nombre fini
de points restant pour obtenir un sous recouvrement fini.
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THEOREME 6.2 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Soit (X,0) un espace
topologique séparé vérifiant la propriété (x) de la Définition 6.15. (X,0) est un
compact si et seulement si toute suite de points de X possede une sous suite con-
vergente, i.e si et seulement si pour toute suite (x,), de points de X, il existe
¢ : N = N strictement croissante telle que (Ty(n))n converge.

La preuve du théoreme de Bolzano-Weierstrass dans le cas métrique est mot
pour mot celle que nous avons donné au Chapitre 3 pour les espaces vectoriels
normés. Dans le cas topologique non métrique (ce qui est assez rare, voir le théoreme
d’Urysohn plus loin dans ce chapitre) la preuve s’adapte grace a la propriété (x).

THEOREME 6.3 (Théoreme de Weierstrass). Soient (X, 0) et (Y,0’) deux es-
paces topologiques, avec (Y, O') séparé, et soit f : X — Y une application continue.
Si A est un compact de X, alors f(A) est un compact de 'Y .

DEMONSTRATION. Soit A un compact de X. Soit (V;);e; un recouvrement
ouvert de f(A). Comme f est continue, les f~1(V;) sont des ouverts de X et, bien
str, ils constituent un recouvrement ouvert de A. Comme A est compact on peut
en extraire un sous recouvrement fini. Or A C f=(V;))J---UJ f~1(V;,) entraine
que f(A) C V;;U---UV; et de tout recouvrement ouvert de f(A) on a donc extrait
un sous recouvrement fini. Donc f(A) est compact. O

La propriété réciproque porte un nom. Une application qui vérifie que I'image
récirpoque de tout compact est un compact est dite propre (voir ci-dessous). On
donne le théoreme suivant sans preuve.

THEOREME 6.4 (Théoréme de Tychonoff). Tout produit d’espaces compacts est
un espace compact.

Un espace topologique séparé (X, O) est localement compact si tout point de
X possede un voisinage compact. Etant donnés (X, O) un espace séparé, (Y, 0’)
un espace localement compact, et f : X — Y une application continue, on dit que
f est propre si I'image réciproque par f de tout compact de Y est un compact de
X. Une application injective et propre réalise un homéomorphisme sur son image.

On dit qu'un espace topologique localement compact est dénombrable a 'infini
s’il est réunion (finie ou) dénombrable de compacts.

5. Compactifié d’Alexandroff

L’idée dans la compactification d’Alexandroff est de rajouter un point a U'infini
a un espace topologique pour en faire un compact, tout comme le cercle unité dans
R? peut-étre regardé comme un compactifié de R, ou comme la sphere unité de
R"™*! peut-étre vue comme un compactifié de R™. On renvoie 13 aux projections
stéréographiques du Théoréeme 8.1.

THEOREME 6.5 (Théoréme d’Alexandroff). Soit (X, O) un espace topologique
localement compact. Il existe alors un espace topologique (X, O) compact qui fait de
(X, O) un sous-espace topologique et qui est telle que X = X U{a} pour un a € X.

DEMONSTRATION. Soit a un élément arbitraire quelconque fixé. On note alors
X=XU {a} de sorte que X C X, et on définit sur X Pensemble O C P(X) par:
Q € O si et seulement si, soit Q C X est un ouvert (X, 0), soit X\Q est un compact
de (X,0). Ce n'est pas tres difficile & démontrer, on a 1a une topologie sur X. De
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plus, comme (X, Q) est localement compact, (X ,@) est séparé. En effet on peut
toujours séparer deux points z,y € X et la question maintenant est de séparer un
point quelconque z de X et a. Comme (X, Q) est localement compact, il existe K
un voisinage compact de z. Soit U ouvert de X tel que x € U et U C K. Alors
Uet X \K séparent x et a. On montre maintenant que (X , @) est compact. Soit
(€)ier un recouvrement ouvert de X. Tl existe alors io € I tel que a € Q;,. Alors
K = X\QZO est un compact de X. Pour tout i € I, K N; est un ouvert de K,
soit parce que €2; est un ouvert de X, soit parce que K N€Q; = K\(X\) (et X\Q;
est un fermé de X). Par compacité de K, il existe alors 41,...,ixy € I tels que
K CQ;U---UQ,. Donc X C Q,U---U,, et ainsi de tout recouvrement ouvert
de X on peut extraire un sous recouvrement fini. Donc (X , @) est compact, ce qui
conclue la preuve du théoreme. (I

La sphére §° compactifie le plan IR° par projections stéréagraphiques.

6. Espaces paracompacts - partitions de 'unité

Un recouvrement ouvert d’un espace topologique (X, Q), a savoir une famille
(Ui)ier, Us € O, vérifiant X = J,c; U;, est dit localement fini si tout point de X
posséde un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini de U;. Soient (X, O) un
espace topologique et (U;)icr, (Vj);jes deux recouvrements ouverts de X. On dira
par ailleurs que (U;)ier est plus fin que (V;);es si Vi€ I,35 € J tel que U; C Vj.

DEFINITION 6.17. Soit (X, O) un espace topologique séparé. On dit que (X, O)
est paracompact si a tout recouvrement ouvert de X correspond un recouvrement
ouvert plus fin qui est localement fini.

Tout espace compact est paracompact et tout fermé d’un paracompact est
paracompact.

DEFINITION 6.18. Soit (X, O) un espace topologique et (U;)ier un recouvrement
ouvert de X. On appelle partition de Uunité subordonnée au recouwvrement (U;)icr
toute famille (nj)jes, n; : X — [0,1], de fonctions continues sur X, a valeurs dans
[0,1] qui vérifie:

(1)Vje J,3i el / Suppn; C U,

(2) Ve € X,3V € V(x) / Suppn; NV =0 sauf pour un nombre fini de j,

(3) Vx € X,an(x) =1,

jeJ
ot Suppn;, le support de n;, désigne l’adhérence de l'ensemble des x de X qui sont

tels que n;(z) # 0.
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On donne le résultat suivant sans preuve.
THEOREME 6.6. Dans un espace paracompact a tout recouvrement ouvert de
l’espace on peut associer une partition de l'unité qui lui est subordonnée.
7. Espaces connexes - espaces connexes par arcs
On aborde ici les notions de connexité et de connexité par arcs.

DEFINITION 6.19. Un espace topologique (X, Q) est connexe s’il n’existe pas de
partition de X en deux ensembles ouverts non triviauz, i.e s’il n’existe pas U,V € O,
U0, V£, tels que UNV =0 et X =U UV. On peut encore dire que (X,0)
est connexe si ) et X sont les seules parties de X qui sont & la fois ouvertes et
fermées.

Une partie A d’un espace topologique (X, Q) est dite connexe si le sous espace
topologique (A, O4) est connexe.

A est connexe car «en un seul morceauy. B ne l'est pas

car «en pIquEH?‘S HOorceauxy.

On montre que si A est une partie connexe de X, alors toute partie B de X
qui vérifie A C B C A est connexe. En effet, si B n’était pas connexe alors il
existerait deux ouverts U et V' de X tels que si U=UNBetsiV=VnN B, alors
U#0, V40, 0NV =0et B=0UUV. On aurait alors (U N A) N (VN A) =0
et A= (UNA)U((VNA) et, comme A est connexe, forcément U N A = ) ou
V N A ={. Sans perdre en généralité supposons que U N A = (). Comme U # 0,
il existe z € BNU. On a alors € A car B C A et 2 € U ouvert de X. Donc
forcément U N A # (). Une contradiction.

LEMME 6.4. Un espace topologique (X,O) est conneze si el seulement si les
seules applications continues f : X — {0,1} sont les applications constantes, ot
{0,1} est muni de la topologie discréte induite de la topologie de R pour laquelle
{0} et {1} sont des ouverts de {0,1}.

DEMONSTRATION. Supposons que X est connexe. Si f: X — {0,1} est con-
tinue alors U = f~1(0) et V = f~(V) sont des ouverts. Or UNV = et X = UUV.
Donc, comme X est connexe, forcément U = () ou V' = ) et ainsi, f est constante.
Réciproquement, supposons que les seules applications continues f : X — {0,1}
sont les applications constantes. Par ’absurde supposons qu’il existe U, V ouverts
non vides de X tels que UNV =0 et X =UUV. Soit f: X — {0,1} définie par
fx)=0siz eUet f(z) =1sixz V. Alors f est continue sur X car I'image
réciproque des ouverts @, {0}, {1},{0,1} de {0,1} sont des ouverts. Donc f devrait
étre constante et on devrait ainsi avoir U = () ou V' = (), une contradiction. ([

La notion de composante connexe est important en topologie.
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DEFINITION 6.20. Soit (X, 0) un espace topologique et x € X. La composante
connezxe de z, notée C(x), est par définition la réunion de toutes les parties connezxes
de X qui contiennent le point x. C’est une partie connexe de X, la plus grande
contenant le point x.

Il y a tout de méme une affirmation dans cette définition, & savoir que C(x)
est bien connexe. Une fois cela démontré il est clair que C(z) sera la plus grande
partie connexe contenant le point z. Le fait que C(x) soit connexe se démontre
facilement par 'absurde. Si C'(x) n’était pas connexe il existerait U, V' deux ouverts
de X tels que si U':UOC(x) et si V:VﬁC(x), alors U#£0, V#0,UNV =10
et C(x) = UUV. Onax € C(z) et donc z € U ou z € V. Sans perdre en
généralité supposons que x € U. Soit A C X une partie connexe qui contient x.
Alors A C C(x) et donc (UNA)NVNA) =0et A=(UNA)U((VNA). Donc
UnNA=0ouVNA=0. Comme UNA # () puisque x € UNA, on a donc que pour
tout A C X partie connexe de X qui contient z, VN A = . Donc C(z) NV = 0,
une contradiction.

De facon plus générale, si A et B sont deux parties connexes de X telles que
ANB # (), alors AU B est encore connexe. Par contre, ’ensemble formé par 1'union
de deux parties disjointes A et B telles que AN B = () n’est jamais connexe puisque
AU B peut sécrire comme la réunion disjointe de (X\A) N B et (X\B) N A. Les
intersections de connexes n’ont par contre aucune raison d’étre connexes. Elles
peuvent 1’étre ou pas, selon les cas. Le théoreme suivant a lieu.

THEOREME 6.7 (Théoréme de Bolzano). L’mage d’un connexe par une appli-
cation continue est encore un connezxe.

DEMONSTRATION. Soit A un connexe de l’espace de départ. Soient U,V ou-
verts de l'espace d’arrivé, Q@ = U N f(A) et & = V N f(A) des ouverts non
vides de f(A). On suppose que f(A) = QU Q. On peut maintenant écrire que
A= f~HQ)uU f~1(). Comme f est continue, f~1(Q) et f~1(£’) sont des ouverts
de A (et ils sont non vides de fagon évidente). Comme A est connexe on a que
forcément f=1(Q)Nf=1(Q) # 0. Mais alors QN # 0. Ainsi f(A) ne peut s’écrire
comme union de deux ouverts disjoints et f(A) est donc bien connexe. (]

On montre que tout produit d’espaces connexes est encore un espace connexe.
Par ailleurs un espace topologique (X, O) est dit localement connexe si tout point de
X possede un systeme fondamental de voisinages connexes, i.esi Vo € X, 3S C V(z)
telle que VU € S, U est connexe et VV € V(z), 3U € S tel que U C V.

Soient (X, @) un espace topologique et z,y deux points de X. Une application
continue v : [0,1] = X qui vérifie 7(0) = = et (1) = y s’appelle un chemin continu
d’origine x et d’extrémité y.

DEFINITION 6.21. Un espace topologique (X, ) est connexe par arcs si deuz
points quelconques de X peuvent toujours joints par un chemin continu. Un sous
ensemble A C X est connexe par arcs si deux points quelconques de A peuvent
toujours joints par un chemin continu entierement contenu dans A.
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Deux points quelconques peuvent étre joints
par un chemin continu. L'ensemble est connexe

par arcs.

THEOREME 6.8. Un espace topologique connexe par arcs est conneze.

DEMONSTRATION. Supposons que X = U UV avec U,V ouverts non vides.
Soient x € U et y € V. Soit 7y : [0,1] — X un chemin continue qui vérifie v(0) =
et v(1) = y. Alors [0,1] = v 1(U) Uy~ (V). Comme 7 est continue, v~ 1(U) et
v~ Y(V) sont des ouverts de [0,1]. Ils sont non vides. Or [0, 1] est connexe. Donc
Y HU)N~y7Y(V) # 0 et donc UNV # . Ainsi X ne peut s’écrire comme union
de deux ouverts disjoints et X est donc bien connexe. O

On a utilisé dans cette preuve le fait que [0,1] est connexe. Supposons que
[0,1] = UUV avec U,V ouverts non vides de [0,1] (donc du type U = QN [0,1]
et V=0 Nn[0,1] avec 2, Q' ouverts de R) et UNV = ). Quitte & change U en
V' on peut supposer que 0 € U. On note ty la borne supérieure de I’ensemble des
t qui vérifient que [0,¢] C U. Comme U est un ouvert ¢y > 0. De plus tg ¢ U car
sinon il existerait € > 0 tel que ]tg — €,t9 + €[C U ce qui contredit la définition de
to car on devrait avoir tg > tg + . Mais alors tg € V' et comme V est un ouvert il
existe € > 0 tel que Jtg —e,to 4+ €[C V Mais 14 encore on contredit la définition de #
car on devrait avoir tg < tg —e. Ainsi, [0, 1] ne peut s’écrire comme union de deux
ouverts disjoints et [0, 1] est donc bien connexe. Tout intervalle de R est connexe.

8. Espaces métriques
On commence avec la définition des distances, donc des espaces métriques.

DEFINITION 6.22. Un espace métrique est un couple (X,d) ot X est un en-
semble et d : X x X — RT wvérifie

(1) Va,y € X, d(z,y) = d(y,z),

(2)Vz,y € X, d(z,y) =0z =y,

(3) (inégalité triangulaire) Va,y,z € X, d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2),
L’application d s’appelle une distance sur X.

Si A est une partie de X, la restriction de d a A, notée d4, est une distance
sur A. (A,d,) est un espace métrique appelé sous espace métrique de (X,d). Soit
(X, d) un espace métrique. Pour 2 € X et r > 0, on appelle boule ouverte de centre
z et de rayon r, et on note B,(r), le sous ensemble de X défini par B,(r) = {y €
X /d(z,y) < r}. On appelle boule fermée de centre x et de rayon r, et on note
BPrime,(r), le sous ensemble de X défini par BL(r) = {y € X / d(z,y) <r}.

THEOREME 6.9. Toute distance d sur X induit une topologie séparée O sur X
par: U € O si et seulement si Vo € U, Ir, > 0 tel que B, (r) C U.

Les boules ouvertes sont des ouverts, ce qui se démontre facilement avec I'inégalité
triangulaire: Yy € By (r), By(f) C Bg(r), o # = r — d(z,y). Les boules fermées
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sont des fermés: Yy € X\BL(r), By(F) C X\B.,(r), ou 7 = d(z,y) — r, puisque
pour tout z € By(7), d(z, z) > d(x,y) — d(y, z) par inégalité triangulaire.

LEMME 6.5. Soient (X,dx), (Y,dy) deuz espaces métriques, a € X un point
de X et f: X =Y une application. Alors f est continue en a si et seulement si

Ve>0, In>0/Ve € X, dx(a,z) <n = dy(f(a), f(z)) <e.

DEMONSTRATION. Supposons que f est continue en a. Soit ¢ > 0 fixé quel-
conque. Comme By 4)(¢) est un ouvert contenant a, f~! (B, (¢)) est un voisinage
de a. Donc il existe n > 0 tel que B,(n) C f_l(Bf(a)(e)), ce qui est exactement
la phrase de continuité du lemme. Réciproquement supposons la phrase de con-
tinuité du lemme vraie. Soit V un voisinage de f(a) dans Y. Soit € > 0 tel que
By(a)(€) C V. 1l existe alors n > 0 tel que B,(n) C f~! (B4 (€)) et donc tel que
Ba(n) € f7YV). Or B,(n) est un ouvert contenant a, donc un voisinage de a.
Ainsi, pour tout voisinage V' de f(a) dans Y il existe un voisinage U de a dans X
tel que U C f~1(V) et f est donc continue en a. O

Un espace topologique (X, O) est dit métrisable s’il existe une distance d sur X
qui induit la topologie ©. Un produit (fini ou) dénombrable d’espaces métrisables
est métrisable.

DEFINITION 6.23. Un espace topologique séparé (X, ) est dit régulier si: VF'
fermé de X, Vx € X\F, 3U1,Us € O tels que x € Uy, F C Us et U1 NU, = (.

Les espaces métriques sont toujours séparés, méme réguliers, et ils vérifient la
propriété (x) de la Définition 6.15. Il est clair qu’un espace métrique est toujours
séparé. Si x # y et si r = d(z,y) alors 7 > 0 et les boules ouvertes B,(r/4) et
B, (r/4) sont deux ouverts disjoints contenant respectivement x et y. La propriété
(%) se vérifie facilement en considérant pour tout z le systéme complet de voisinages
constitué des B,(1/n), n € N*. On montre qu'un espace métrique est régulier de
la fagon suivante: Soit F' un fermé et x ¢ F. Comme F est fermé, X\ F est ouvert
et il existe £ > 0 tel que B,(e) C X\F. Siy € F alors By(¢/2) N B,(¢/2) = 0
car sinon, par inégalité triangulaire, d(x,y) < € et donc B,(e) et F ne seraient
pas d’intersection vide. Reste a prendre Uy = By (g/2) et Uz = U, By(/2). On
énonce les théoremes de Stone et Urysohn sans en donner de preuves.

THEOREME 6.10 (Théoréme de Stone). Tout espace métrique est paracompact.

THEOREME 6.11 (Théoréme d’Urysohn). Un espace topologique régulier qui
posséde une base dénombrable pour sa topologie, est métrisable.

Le critéere de métrisabilité de Nagata-Smirnov, parfois aussi appelé théoreme
de métrisabilité de Smirnov, démontré indépendamment par Nagata en 1950 et
Smirnov en 1951, stipule quant a lui qu’un espace topologique est métrisable si
et seulement si il est régulier et possede une base de topologie dénombrablement
localement finie (& savoir qui est union dénombrable de familles localement finies).

Bien stir on a encore le théoreme de Bolzano-Weierstrass: un espace métrique
(X, d) est compact si et seulement si toute suite de points de X posseéde une sous
suite convergente. La convergence d’une suite (z,,) vers un point z dans un espace
métrique (X, d) se traduit par la phrase mathématique

Ve >0, INeN /VYn> N, d(z,,z) <e,
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qui est exactement celle rencontré aux chapitres précédents et qui rejoint la définition
de la Section 3 de ce chapitre puisque V est un voisiange de z si et seulement si il
existe € > 0 tel que Bg(e) C V et puisque les B, (g) sont aussi des voisinages de .

9. Espaces complets et complétion métrique

On termine ce chapitre avec la notion particulierement importante de suite de
Cauchy et d’espace complet.

DEFINITION 6.24. Soient (X, d) un espace métrique et (z,,), une suite de points
de X. On dit que (x,,) est une suite de Cauchy si

Ve>0, AN €N /V¥p,g> N, d(zp,zq) <€ .
On dit que (X,d) est complet si toute suite de Cauchy de (X, d) converge.

Toute suite convergente est (par inégalité triangulaire) de Cauchy. Tout espace
métrique compact est complet car si une suite de Cauchy possede une sous suite
convergente, alors elle est elle-méme convergente. Pour tout n, R™ muni de la
distance euclidienne est complet et, plus généralement, tout espace vectoriel normé
de dimension finie est complet (Théoreme 3.10). On a bien str aussi le résultat
suivant.

THEOREME 6.12. Tout complet est fermé et tout fermé dans un complet est
complet.

DEMONSTRATION. Soit Y C X. Si Y est un complet, toute suite convergente
étant une suite de Cauchy, on en déduit que les suites convergentes de points de
Y ont forcément leurs limites dans Y. Donc Y est fermé. Supposons maintenant
que Y est fermé et que (X, d) est complet. Les suites de Cauchy dans Y sont de
Cauchy dans X. Elles convergent donc dans X. Comme Y est fermé leurs limites
restent dans Y. Donc elles convergent de fait dans Y et Y est ainsi complet (pour
la distance induite de X). O

Il est par contre des espaces métriques qui ne sont pas complets. Cela étant dit,
tout espace métrique peut-étre regardé comme un sous espace dense d’un espace
métrique complet. C’est 'objet du théoreme de complétion suivant. On dit d’une
application x : (X,dx) — (Y,dy) qu'elle préserve les distances, on parle encore
d’isométrie de (X,dx) dans (Y, dy), si

dy (k(2), k(y)) = dx(z,y)
pour tous z,y € X. Une telle application est forcément injective (parler d’une
injection qui préserve les distances est du coup redondant). Elle réalise alors une
bijection isométrique (’application réciproque est elle aussi isométrique) de (X, dx)
sur le sous espace £(X) C Y muni de la métrique dy restreinte & x(X). Ainsi, grace
a K, (X,dyx) s’assimile & un sous espace métrique de (Y, dy).

THEOREME 6.13 (Complétion métrique). Soit (X,d) un espace métrique. Il
eziste toujours un espace métrique complet (X,ci) et une injection présérvant les
distances 7 : X — X pour laquelle 7(X) est dense dans X. On dit que (X, d, T) est
le complété de (X,d). A isométrie prés, (X,d) s’assimile ainsi a un sous espace
dense d’un espace métrique complet (X,cf), la métrique de ce sous espace étant la
restriction au sous espace de la métrique d du complété. Le complété est par ailleurs
unique au sens suivant: si (Xl,cfl,ﬁ) et (X'Q,JQ,TQ) sont deux compétés de (X, d),
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il existe alors une bijection f : (Xl, Jl) — ()A(g,dAg) qui présérve les distances et qui
vaut T 0 7'1_1 sur 11(X).

DEMONSTRATION. On commence par montrer 'existence dun complété. On
calque en quelque sorte la construction classique de R. Etant données deux suites de
Cauchy dans (X, d) on définit la relation (,)R(yy,) si et seulement si d(zy,, y,) — 0
lorsque n — +o0o0. Clairement R est une relation d’équivalence sur ’ensemble Cx
des suites de Cauchy de (X,d). On note X = Cx/R l'espace quotient. Pour
r € X on note T la “classe de 2”7 pour R définie comme étant le sous ensemble de
Cx constitué des suites de Cauchy de (X, d) qui converge vers z (la suite constante
étant 'une d’entre elles). L’application 7 : X — X qui a = associe T est évidemment
injective par unicité des limites. Soient o, 3 € X. Si (zn) € a et (y,) € B alors la
suite des d(zy,yn) est de Cauchy dans R puisque, par inégalité triangulaire,

|d(Zns Yn) = (@, Ym)| < AT, Tn) + d(Yims Yn)
pour tous m,n € N. Ainsi la suite des d(x,,y,) a une limite. Cette limite ne
dépend ni du choix de (z,) € «a, ni du choix de (y,) € [, puisque, toujours par
inégalité triangulaire,
|d(@n, yn) — d(Zp, §n)| < d(@0, Tn) + d(Yn, )
pour tout n € N, tous (z,), (Z,) € a et tous (yn), (n) € 8. On peut ainsi définir
d: X x X - RT par
d(a, B) = ngr_{_loo d(Tn, Yn) (6.1)

pour tous a, 8 € X, olt (xn,) € aet (yn) € B. 1l est facile de vérifier que d définie en
(6.1) est bien une distance sur X. L’injection 7 est alors trivialement isométrique
de (X,d) dans (X,d). On montre que 7(X) est dense dans X. En effet si a € X
et (zn) € a, alors, avec (6.1),

d(a,7(zm)) = ngr}rloo (X, ) (6.2)
pour tout m et, puisque (z,,) est de Cauchy, pour tout & > 0 il existe N € N tel que
pour tout m > N, cf(a, T((Em)) < e. Dong, clairement, 7(X) est dense dans X. 1
reste & montrer, en ce qui concerne ’existence du complété, que (X , cZ) est bien un
espace complet. Soit (v,) une suite de Cauchy dans (X, d). Par densité de 7(X)
dans X, pour tout n € N il existe x,, € X tel que

A 1
d(an,r(ajn)) < i

(6.3)

Avec (6.3), la suite des 7(x,,) est de Cauchy dans (X,d) et, puisque 7 est une
isométrie, la suite des (x,,) est de Cauchy dans (X, d). Soit « la classe d’équivalence
de (x,). Il suit de (6.1)-(6.3) que a,, — « lorsque n — +oo.

On montre maintenant I'unicité du complété. Soient donc (X1,d;) et (Xa,ds)
deux complétés de (X, d). On note 71 : (X,d) — (X1,d1) et 75 : (X, d) = (Xa,d2)
les injections présérvant les distances de la définition des complétés. Alors

mor i (ri(X),dy) = (X2, da)

est encore isométrique. Or 71(X) est dense dans X, et donc 75 0 T ! se prolonge
par continuité en une isométrie de (X1, d;) dans (X5, ds). Pour le voir on consideére
a € X et (o) une suite de 71 (X) qui converge vers a. On remarque ensuite que la
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suite des 75 077 *(atn) est de Cauchy dans (X, dy) puisque 7507, est isométrique.
Elle a donc une limite que I’on note 7 o7y 1(a), apres avoir vérifié que cette limite
ne dépend pas du choix de la suite (a;,) de 74 (X) du moment qu’elle converge vers
a. On remarque enfin facilement que 5 o 7y 1 ainsi construite est isométrique de
(X1,d;) dans (Xs,ds). En particulier 7 o 77 }(X;) est un sous espace complet
de Xg. Donc il est forcément fermé. Or il est aussi dense dans ()A(%dAg). Donc
ToOT] 1(X 1) = X,. En particulier, , o7y ! réalise de fait une bijection isométrique
de (X1,dy) sur (X3,ds), ce qui démontre le théoréme. O

En particulier, en raison du Théoréeme 6.13, un espace non complet n’est pas
vraiment un espace pour lequel les suites “ne convergent pas”, mais plutot un es-
pace “trop petit” pour contenir les limites de toutes les suites de Cauchy. Exemple:
C°([0, 1], R) muni des deux normes || f|| e = max,ejo1] |f ()| (norme de la conver-
gence uniforme) et

1
1lle = / f(z)2da

(la norme L%). Alors C°([0,1],R) muni de | - |z~ est un Banach tandis que
C°([0,1],R) muni de || - || > ne Iest pas, une suite de Cauchy pour || || z> ayant bien
une limite pour || - ||z2, mais dans I’espace de Lebesgue L?([0,1],R), pas forcément

dans C°([0, 1], R).

10. Complétion pour les E.V.N.

Le Théoreme 6.13 de complétion métrique s’étend aux espaces vectoriels normés.

THEOREME 6.14 (Complétion des e.v.n.). Soit (E,| - ||) un espace vectoriel
normé. Il existe toujours un espace de Banach (E,|| - ||') et une injection linéaire
présérvant les normes 7 : E — E pour laquelle T7(E) est dense dans E. On dit que
(E,||-|',7) est le complété de (E,||-||). A isométrie pres, (E,|-||) s’assimile ainsi
a un sous espace dense d’un espace métrique complet (E,||-||"), la norme de ce sous
espace étant la restriction au sous espace de la norme ||-||" du complété. Le complété
est par ailleurs unique au sens suivant: si (Eq, |- ||1,71) et (Ea, | |5, 72) sont deuz
compétés de (E, || - ||), il existe alors un isomorphisme f: (E1, |- ||}) = (E2, || - ||5)

qui présérve les normes et qui vaut To o Tfl sur 11 (E).

DEMONSTRATION. On reprend la preuve du Théoréme 6.13 et on y inclue la
structure vectorielle attachée aux espaces vectoriels normés. On commence par
montrer lexistence d’'un complété. Etant données deux suites de Cauchy dans
(E,|| - |) on définit la relation (z,)R(y,) si et seulement si ||z, — y,|| = 0 lorsque
n — +o0o. Clairement R est une relation d’équivalence sur ’ensemble Cg des suites
de Cauchy de (E,|| - ||). On note E = Cr/R ’espace quotient et pour z € E on
note T la “classe de z” pour R comme étant le sous ensemble de Cg constitué des
suites de Cauchy de (E, || - ||) qui converge vers z (la suite constante étant 1'une

d’entre elles). Clairement F a une structure naturelle d’espace vectoriel par

{(xn> + () = (@n +yn) »

A(xn) = (Azn)

ot (z,) est la classe d’équivalence de (,,) € Cg et A € R. L’application 7: E — E
qui a x associe T est évidemment injective par unicité des limites et elle est aussi
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linéaire. Soit o € E. Si (x,) € « alors la suite des ||z,|| est de Cauchy dans R
puisque, par inégalité triangulaire,
llzall = lzmll] < llzm — zall

pour tous m,n € N. Ainsi la suite (||x,||) a une limite. Cette limite ne dépend pas
du choix de (z,) € « puisque, toujours par inégalité triangulaire,

lzall = 1Zall] < llzn — Zall

our tout n € N et tous (2,), (£,) € a. On peut ainsi définir || - ||’ : E — R* par
p ) p p

r_ .

ol = tim_fa,] (6.4)
pour tout a € F, ol (z,,) € a. Tl est facile de vérifier que || - [|" définie en (6.4) est
bien une norme sur E. L’injection 7 est alors trivialement isométrique de (E, || - ||)

dans (E,| - ||'). On montre que 7(E) est dense dans E. En effet si « € E et
(xn) € a, alors, avec (6.4),

||Oé - T(I’rn)H/ = Er—ir-loo ”Z‘n - l'm” (65)

pour tout m et, puisque (z,) est de Cauchy, pour tout € > 0 il existe NV € N tel que
pour tout m > N, |l — 7(zy,)|" < e. Donc, clairement, 7(F) est dense dans E. 11

reste & montrer, en ce qui concerne I'existence du complété, que (E, || - ||’) est bien
un espace de Banach. Soit (a,) une suite de Cauchy dans (E, || - ||’). Par densité
de 7(E) dans E, pour tout n € N il existe z,, € E tel que

o = 7@l < —— . (6.
Avec (6.6), la suite des 7(z,) est de Cauchy dans (E,|| - ||') et, puisque 7 est
une isométrie, la suite des (x,) est de Cauchy dans (E,| - ||). Soit a la classe
d’équivalence de (zy,). Il suit de (6.4)-(6.6) que a,, — « lorsque n — +oo. On
montre maintenant 1'unicité du complété. Soient donc (E7y,| - ||}) et (Ea, || - [/5)
deux complétés de (E,| - ||). On note 71 : (E,| - |) = (E1,] - []}) et de méme on
note 72 : (E, || - ||) = (Ea,| - ||5) les injections linéaires présérvant les normes de la

définition des complétés. Alors
mpor(n(E) |- 7)) = (B2, - 12)

est encore isométrique. Or 71(E) est dense dans E; et donc 75 0 74 ! se prolonge
par continuité en une isométrie de (Eq,| - ||}) dans (Ea, || - ||5). L’argument est
identique & celui utilisé dans la preuve du Théoreme 6.13 et on vérifie facilement
que la linéarité est préservée. En particulier, donc, 15 0 77 *(E}) est un sous espace

complet de Fs . Donc il est forcément fermé. Or il est aussi dense dans (Ea, |- I5)-
Donc 15 0 11 1(EL) = Fy. En pirticulier, To O T] ! réalise de fait un isomorphisme
isométrique de (E1, || - ||}) sur (Ea, || - 1|5), ce qui démontre le théoréme. O

11. Théoréme de Baire

THEOREME 6.15 (Théoréme de Baire 1). Soit (X,d) un espace métrique com-
plet. Toute intersection dénombrable d’ouverts denses de X est dense dans X et,
de facon équivalente, toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs vides est
d’intérieur vide.
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DEMONSTRATION. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit (U,) une
suite d’ouverts denses de X. On pose U = ﬂ:i% U,,. On veut montrer que pour
tout ouvert Q de X, QNU # (. Soit xg € QN Uy fixé quelconque et g9 > 0 tel que
By, (e0) C 2N Uy, ot B, (g0) est la boule fermée de centre x¢ et de rayon 9. Par
densité des U,, on construit facilement par récurrence une suite (x,) de points de
X et une suite (g,,) de réels strictements positifs qui converge vers 0 en demandant
que pour tout n > 0O:

(i) Tn+1 € Bwn (En) nan Un+17

(11) B;n+1 (En-‘rl) - Bwn (5n) nan Un-‘rla

(i) 2n i1 < =1,
ou les Bl (e) ci-dessus représentent la boule fermée de centre z et de rayon e.
La suite des (e,) ainsi construite est une suite de réels strictements positifs qui
converge vers 0 et la suite (z,,) ainsi construite est de Cauchy puisque pour n > m,
T, € B, (em) et donc d(xy,,r,) < € avec &, — 0 lorsque m — +oo. Comme
(X,d) est complet, x,, — = lorsque n — +o00 pour un certain x. Toujours pour
n > m, comme x, € B, (&y,) qui est un fermé, on obtient par passage a la limite
que x € B), (e,). En particulier, z € QN U,,_1, et puisque m est quelconque,
x € QNU. Le théoreme est démontré. O

Le théoreme de Baire est en fait plus général que cela. Les espaces de Baire
se définissent comme les espaces topologiques qui vérifient que toute intersection
dénombrable d’ouverts denses est encore dense ou, de fagon équivalente, comme les
espaces topologiques pour lesquels toute réunion dénombrable de fermés d’intérieurs
vides est d’intérieur vide. Le théoreme de Baire stipule alors que tout espace
métrique complet est un espace de Baire, que tout espace topologique localement
compact est un espace de Baire et que tout ouvert d’un espace de Baire est de Baire
pour la topologie induite.

THEOREME 6.16 (Théoréme de Baire 2). Soit (X, d) un espace métrique complet
et soit Q un ouvert de X. Toute intersection dénombrable d’ouverts denses de )
est dense dans ) et, de fagcon équivalente, toute réunion dénombrable de fermés de
Q d’intérieurs vides est d’intérieur vide.

12. Théoréme du point fixe de Banach

Soient (X,dx), (Y,dy) deux espaces métriques et f : X — Y une application.
L’application f est dite contractante s’il existe K € [0, 1] telle que

dy (f(2), f(y)) < Kdx(2,y)

pour tous z,y € X. Une application contractante est bien siir continue. Pour les
application f : X — X, d’un espace dans lui-méme, on peut se poser la question
de l'existence et de I'unicité des points fixes de f, & savoir des points ¢ € X qui
sont tels que f(z) = x.

THEOREME 6.17 (Théoréeme du point fixe de Banach). Soit (X, d) un espace
métrique complet et soit f: X — X une application contractante. Alors f posséde
un, et un unique, point fize.

DEMONSTRATION. Soit zg € X quelconque fixé. On construit par récurrence la
suite (zy,) en posant z,41 = f(x,). Comme f est contractante, il existe K € [0,1]
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telle que pour tous n > m,
d(xm,zn) < Kd(p—1,Zm—1)
< K2d(2y_2, Tm_2) (6.7)
< K"™d(xp—m,x0) -

On tire de (6.7) dans le cas n = m + 1, et par inégalité triangulaire, que pour tout
entier n,

n—1 n—1
1
d(xy, ) < ;d($k7$k+l) < d(x1,z0) ;Kk — ﬁd(ﬁco,m) , (6.8)
Avec (6.7) et (6.8) on obtient donc que pour tous n > m,
d(zpm, xn) < = Kd(xo,xl) . (6.9)

Or K™ — 0 lorsque m — +o0o0. Donc (x,) est de Cauchy. Comme (X,d) est
complet, x, — a lorsque n — 400 pour un certain ¢ € X. Kt comme f est
continue, en passant & la limite dans la relation de récurrence z,1 = f(x,) on
obtient que f(a) = a. Donc f posséde bien un point fixe. Ce point fixe est unique
car si f(a) = a et f(b) = b, et comme f est contractante, d(f(a), f(b)) < Kd(a,b)
avec K < 1 ne peut avoir lieu si a # b. D’ou le théoreme. (|






CHAPITRE 7

Variétés différentielles banachiques

On présente tres brievement ici I'idée qui se cache derriere le calcul différentiel
sur des patatoides en traitant rapidement dans ce chapitre de la théorie élémentaires
des variétés modelées sur un Banach. On reprend ici des idées exposées dans
Pexcellent ouvrage de Lang [Introduction auz variétés différentiables, Dunod, 1962].
Ce chapitre est volontairement tres court et ’on s’y borne a esquisser les idées de
bases et les lignes directrices de la théorie. Ces idées seront exposées avec beaucoup
plus de détails dans les chapitres suivants, lorsqu’on traitera de la théorie dans le
cas plus courant des variétés de dimension finies, modelées sur R™ et non plus sur
un espace de Banach quelconque.

Dans tout ce qui suit (E, || - ||) est donc un espace de Banach donné, fixé.

1. La notion de variété
DEFINITION 7.1. Soit (M, ) un espace topologique connexe séparé. On dit

que (M, Q) est une E-variété topologique si tout point de M posséde un voisinage
homéomorphe a un ouvert de E.

Soit (M, ) une E-variété topologique. Soient € M un point de M, 2 un
ouvert de M qui contient z et ¢ : @ — V un homéomorphisme de 2 sur un ouvert
V de E. Le couple (Q, ) est appelé une carte locale de M au point z. On appelle
alors atlas de M toute famille

A= ((Qz‘,%‘))

de cartes locales qui est telle que M =

i€l
ier $ki- Les applications
wij =00t (N Q) = (2N Q)

sont appelées applications de changement de cartes, ou encore fonctions de transi-
tions.

Changements de cartes

147
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DEFINITION 7.2. Soit (M, O) une E-variété topologique et soit A = ((Q, :));¢;
un atlas de M. On dit que A est de classe C*, 1 < k < +o0, si les fonctions de
transitions @;; sont de classe C* en tant qu’applications entre ouverts de E. On dit
que A est C*-saturé (ou CF-complet) s’il n'est contenu dans aucun atlas de classe
C* qui soit strictement plus grand que lui.

En raisonnant par compatibilité d’atlas, une relation d’équivalence, on montrer
que tout atlas de classe C* est contenu dans un unique C*-atlas saturé. On a alors
la définition suivante.

DEFINITION 7.3. Une E-variété différentiable de classe C* est une variété
topologique qui est munie d’un C*-atlas saturé.

11 suffit donc pour munir une E-variété topologique (M, O) d’une structure de
variété de classe C*, de trouver sur M un atlas qui soit de classe C*. Cet atlas
engendre un unique C*-atlas saturé qui le contient et qui confere &4 M une structure
de variété de classe C*.

2. La notion de différentiabilité et de différentielle

Dans la définition qui suit on considere (E,| - ||g) et (F,]| - ||r) deux espaces
de Banach.

DEFINITION 7.4. Soient M une E-variété de classe C*, N une F-variété de
classe C*, k> 1, x un point de M, et f : M — N une application continue au point
x. On dit que f est différentiable au point x si pour toute carte (2,¢) de M au
point x, et toute carte (V',¢) de N au point f(x) vérifiant f(Q) C &, Uapplication

Yo fop ip() = P()

est différentiable au point o(x) en tant qu’application d’un ouvert de E dans un
ouvert de F. On dit que 1 o f o =t est la lecture de f dans les cartes (2, ¢) et
(€, ).

Par extension, une application continue f : M — N est dite différentiable
sur M si elle est différentiable en tout point de M. Dans le méme ordre d’idées,
on dit qu'une application continue f : M — N est de classe C? sur M, avec ici
nécessairement p < k, si pour toute carte (2, ) de M, et toute carte (Q',1)) de N
vérifiant f(Q) C Q, application

pofop i) = p()
est de classe C* sur (£2). On montre facilement que ces définitions ne dépendent

pas du choix des cartes en remarquant que deux lectures different par des compo-
sitions avec des changements de cartes qui sont de classe C*:

w20 fopyt=(aotprt)o(rofopt)o(propy)
A ce stade on sait donc définir la différentiabilité mais on ne sait pas définir la
différentielle. On porrait imaginer de d’efinir la différentielle comme la différentielle
d’une lecture mais la, par contre, on construit un objet qui dépend de la lecture et
qui perd donc la caractere intrinseque qu’il devrait avoir. Pouyr différentier, il faut
construire l'espace ou va vivre la différentielle. On se borne dans ce chapitre a la
seule définition de ce que sera la différentielle en un point.

Soient M une E-variété de classe C*, k > 1, et = un point de M. On note F,
Iespace vectoriel des fonctions f : M — R qui sont différentiables au point x. Si
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f € F, on dit que f est plate au point z si pour toute carte (€, p) de M au point
x?

D(fogo_l)w(x) =0.

On montre facilement que la nullité de D(f o 90*1)¢ ,) Pour une carte (€, ) au

(
point x, entraine la nullité de D(f o 1#’1)1,,(30) pour toute autre carte (£2',1) au

point x. Pour le voir, il suffit d’écrire que
foy™ = (fop ) o(poyp™)
de sorte que
D(f o™ )y =D oe™ )y o Dpov ™)y -

On note N, le sous espace vectoriel de F, constitué des fonctions qui sont plates
au point z.

DEFINITION 7.5. Soient M une E-variété de classe C*, k > 1, et x un point
de M. On appelle vecteur tangent a M au point x toute forme linéaire X : F, — R
qui s’annule sur Ny, i.e qui est telle que N, C KerX. L’espace tangent a M au
point x, noté T, (M), est l’ensemble des vecteurs tangents a M au point x.

L’espace tangent est le lieu de vie des différentielles qui se définissent comme
suit.

DEFINITION 7.6. Soient M une E-variété de classe C*, N une F-variété de
classe C*, k > 1, x un point de M, et f : M — N une application continue au
point x. La différentielle de f en x, appelée application linéaire tangente et notée
[«(x), est Uapplication linéaire de T,(M) dans Ty (N) qui a X € T,(M) associe
Jo(x).X € Ty(py(N) défini par

(fe(2).X).(9) = X (g0 f)
pour toute fonction g : N — R qui est différentiable au point f(x).

On verra tres vite, dans les chapitres qui suivent, qu’il s’agit 1a effectivement
d’une définition tout a fait pertinente de la différentielle.






CHAPITRE 8

Variétés différentielles

On reprend la théorie esquissée au Chapitre 6 mais de fagon détaillée et dans
le cas des variétés modelées sur R"™.

1. Premiéres Constructions

On commence par la définition des variétés topologiques de dimension n.

DEFINITION 8.1. Soit (M, Q) un espace topologique connexe séparé. On dit que
(M, Q) est une variété topologique de dimension n si tout point de M posséde un
voisinage homéomorphe a un ouvert de R™.

En d’autres termes, (M, O) est une variété topologique de dimension n si pour
tout point x de M, il existe 2 un voisinage ouvert de x dans M, il existe V' un
ouvert de R”, et il existe ¢ : 2 — V un homéomorphisme de 2 sur V. En reprenant
a peu de choses pres ce qui fut dit par Elie Cartan dans sa “legon sur la géométrie
des espaces de Riemann” de 1925, “une variété est au fond formée d’une infinité
de petits morceaux d’espaces euclidiens.”

DEFINITION 8.2. Soit (M, Q) une variété topologique de dimension n. Soient
x € M un point de M, Q un ouvert de M qui contient x et ¢ : Q@ — V un
homéomorphisme de Q2 sur un ouvert V. de R™. Le couple (Q,¢) est appelé une
carte locale de M au point x. Pour tout y dans 2, les coordonnées de ¢(y) dans la
base canonique de R™ sont dites coordonnées de y dans la carte (2, ). Une carte
locale est encore appelée un systéme (local) de coordonnées.

On a alors la configuration suivante:

M___
P — \/: :\/’\\
£ T . - "
[N U, -
\“,_ _ |'{ Eﬂ_—""{” |
— -\\\ E’ . ,-"
XN -
i _.,/ S *i Changementis de cartes sur une variéeté
/;“ .-‘:'».—-.
:l n’é‘. g; 0 .|_,('1 é\‘ A
[ — o
VNS T </

et U'on voit apparaitre les applications de changements de cartes entre ouverts de
R™ qui joueront un réle dans la définition des atlas de classe C*.

151
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PROPOSITION 8.1. Soit (M, Q) une variété topologique de dimension n. Alors
tout point de M posséde un systéeme fondamental dénombrable de voisinages com-
pacts et connexes, M est connexe par arcs, si M est paracompacte elle est dénombrable
a Uinfini et, enfin, M est métrisable si et seulement si elle est paracompacte.

DEMONSTRATION. La premiére assertion est immédiate puisqu’on a en fait des
homéomorphismes locaux avec R™. Pour ce qui est de la seconde assertion, on
considere x un point de M, et on note C, ’ensemble des points de M qui peuvent
étre joints & x par un chemin continu. A savoir

Co = {y €M /3ye CO([Ov 1], M), v(0) ==z, (1) = y} .

Il nous faut montrer que C, = M. Pour commencer, on remarque que C, # 0,
puisque par définition méme d’une variété topologique, il existe {2 un voisinage
ouvert de z tel que Q C C,. Il suffit de prendre (Q,@) une carte de M en z,
de prendre € > 0 tel que By, () C @(Q), puis de poser Q = ¢! (Bs(a) (€))-
Montrons maintenant que C, est un ouvert de M. Soit y € C,. La encore, il existe
Q un voisinage ouvert de y ayant la propriété que tout point de ) peut étre joint
a y par un chemin continu. Par suite:

In € C°([0,1], M) / 1 (0) =z, 11(1) =y et
V2 €Q, Iy € C%((0,1], M) / 32(0) =9, %2(1) = = .
On définit le chemin v € CY([0, 1], M) par:

v(t) =71(2t) si t € [0, %]

V() = 7a(2— 1) sit € [%,1] .

Alors v(0) = = et v(1) = z. Il s’ensuit que z € C,, et donc que 2 C C,. Par
conséquent, C, est un ouvert de M. Pour finir de démontrer la seconde assertion,
on montre que C, est un fermé de M. Soit z € C,, et soit € un voisinage ouvert
de z ayant la propriété que tout point de 2 peut étre joint & z par un chemin
continu. Puisque z € C,, il existe y € QNC,. Par suite, il existe un chemin continu
joignant x a y, et il existe un chemin continu joignant y a z. En raisonnant comme
précédemment, on en déduit l'existence d'un chemin continu joignant = a z. 1l
s’ensuit que z € C,, et donc que C, est un fermé de M. En conclusion, C, est non
vide, et tout a la fois un ouvert et un fermé de M. Par connexité de M, on en
déduit que C, = M, a savoir la seconde assertion de la proposition. On montre
maintenant la troisieéme assertion de la proposition. Etant donné x un point de M,
on note 2, un voisinage ouvert relativement compact de x. Alors

M = U Q.
zeM

et puisque M est ici paracompacte, il existe un recouvrement ouvert (w;);er qui est
tel que:

(i) (w;)ier est localement fini,
(ii) (w;)ier est plus fin que (Q)zens-

Avec (i), on a que pour tout compact K de M,

Card{ie[/wiﬂK#@}<+oo.
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On pose Ky = Wy, wy un des w;, et par récurrence on définit

K, = U@a

i€l

Im:{iEI/wiﬂKm_17é®}.
On vérifie facilement par récurrence que:

(iii) pour tout m, I, est fini, et OKm est donc compact,
(iv) pour tout m > 2, K,,—1 C K.

Par suite, U K, #0, et

m>1

de sorte K = J,,,~; Km est un ouvert de M. On montre maintenant que C est
aussi un fermé de M. Soit z € K. En particulier,

pour un i tel que z € w;. Or
wiNK#0 = Im /wNK, #0,

tandis que w; N K,;, # () entraine par construction que z € K,,11. Il s’ensuit que
x € K, et donc que K est un fermé de M. Par connexité de M, on en déduit 1a
encore que M = K, & savoir que M = |J,,~; Km. Dol la troisieme assertion de la
proposition. Reste donc & remarquer que la quatrieme assertion de la proposition
est une conséquence facile du théoreme de Stone et du théoreme d’Urysohn du
Chapitre ?7. La proposition est démontrée. (I

On aborde maintenant la notion d’atlas, une terminologie assez parlante avec
celle de cartes (et sachant que la Terre est une sphére et donc une variété comme
nous le verrons bientdt).

DEFINITION 8.3. Soit (M, Q) une variété topologique. On appelle atlas de M
toute famille

A= ((Qi,%‘))

de cartes locales qui est telle que M =

iel
ic1 Sk Les applications

vij = @jop; (N Q) = (%N Q)
sont appelées applications de changement de cartes, ou encore fonctions de transi-
tions.

Les applications de changement de cartes n’ont de sens que lorsque ©; N §; #
0, et elles réalisent des homéomorphismes de ¢;(€; N ;) sur ¢;(2; N Q;). En
particulier, et pour tous i,7 € I, ;; = <pi_j1.



154 8. VARIETES DIFFERENTIELLES

2. Variétés de classe C*

La notion de variété de classe C* est rattachée & la notion d’atlas de classe C*.

DEFINITION 8.4. Soit (M,O) une variété topologique et soit A = ((Qs, i),
un atlas de M. On dit que A est de classe C*, 1 < k < +o0, si les fonctions de
transitions y;; sont de classe C*.

Puisque ¢j; = gozjl, dire que A est de classe C* revient encore & dire que les
fonctions de transitions ;; sont des difféomorphismes de classe C* de ;(€; N €2;)
sur QDJ(Qz n QJ)

DEFINITION 8.5. Soient (M, Q) une variété topologique, et Ay et Ay deux atlas
de classe C* sur M. On dit que A; et Ay sont C*-compatibles si Uatlas Ay U As
est encore de classe C*.

On s’e doute, la relation que 'on vient de définir est une relation d’équivalence.

LEMME 8.1. La relation de C*-compatibilité est une relation d’équivalence sur
Iensemble des atlas de classe C* de M.

DEMONSTRATION. La réflexivité et la symétrie sont évidentes. Reste & montrer
la transitivité. Soient A;, As et As trois atlas de classe C*. On suppose que A;
et Ay sont C*-compatibles et que As et As sont C*-compatibles. On veut montrer
que Ay et Az sont C*-compatibles et donc que A; U A3 est un atlas de classe CF.
Soient (1, ¢1) une carte de A; et (3, p3) une carte de A3 telles que Q7 N Q3 # 0.
On veut montrer que @3 o ;" est CF sur ¢1(2 N Q3). Soit a € Q; N Q3 et soit
(Q2, v2) une carte de Az telle que a € Q. On écrit que

w3007 = (p3opyt) o (p2opr?)

sur V= ¢1(2: NQ2NQ3). Or V est un voisinage ouvert de ¢1(a). Et comme A,
et Ay sont C*-compatibles, et Ay et As sont C*-compatibles, les applications de
changement de cartes @5 o <p1_1 et @30 (p2_1 sont de classe C*. Donc 3 0 801—1 est de
classe C* sur V et on en déduit que @3 o apfl est de classe C* au voisinage de tout
point de 1 (01 NQ3). Cela revient encore a dire que 3 o apfl est de classe C* sur
©1(21 N Q3). On a ainsi montré que A; et As sont C*-compatibles. Le lemme est
démontré. [l

La notion d’atlas saturé est importante d’'un point de vue conceptuel, beaucoup
moins dans la construction des variétés, comme on le verra plus bas.

DEFINITION 8.6. Soient (M, Q) une variété topologique et A un atlas de classe
C* sur M. On dit que A est C*-saturé (ou C*-complet) s’il n'est contenu dans
aucun atlas de classe C* qui soit strictement plus grand que lui.

En d’autres termes, A est C*-saturé si pour tout atlas A’ de classe C*, I'inclusion
A C A’ entraine que A = A’. La relation d’inclusion n’étant pas une relation
d’ordre total, il se peut trés bien qu'il y ait plusieurs C*-atlas saturés (et c’est
effectivement souvent le cas, voir plus bas). Le résultat suivant a par contre lieu.

LEMME 8.2. Tout atlas de classe C* est contenu dans un unique C*-atlas
saturé.
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DEMONSTRATION. Soit Ay un atlas de classe C*. Soit R la relation de C*-
compatibilité. On pose
A= ] 4,

Ae [.A()]R

ol [Ap]r est la classe d’équivalence de Ay pour R. Deux cartes dans A sont toujours
dans deux atlas C*-compatibles, donc le changement de cartes associé est forcement
de classe C*. Par suite A est un atlas de classe C* qui contient Ay. Si A est un
atlas de classe C*¥ qui contient Ajg, alors Ag et A sont C*-compatibles. Donc si
A est un C*-atlas tel que A C A, alors Ay C A, et donc A € [Ao]r de sorte que
A C A. 1l Sensuit que A est CF-saturé. C'est méme le seul C*-atlas saturé qui
contient Ag car tout atlas de classe C* qui contient Ag est automatiquement dans
[Ao]r, et donc contenu dans A. Le lemme est démontré. O

La notion de variété de classe C* suit.

DEFINITION 8.7. Une C*-variété différentiable, ou variété de classe CF, est
une variété topologique qui est munie d'un C*-atlas saturé.

En raison du lemme précédent, il suffit pour munir une variété topologique
(M, ©) d’une structure de variété de classe C*, de trouver sur M un atlas qui soit
de classe C*. Cet atlas engendre alors un unique C*-atlas saturé qui le contient et
qui confere & M une structure de variété de classe C*. En particulier, on remarque
que toute structure de variété de classe C* sur une variété topologique induit na-
turellement une structure de variété de classe C* sur la variété, pour tout k' < k.
Mais attention, le C*-atlas saturé, regardé comme atlas de classe C’k,7 n’est plus
C* -saturé.

PROPOSITION 8.2. Soient M une variété de classe C* de dimension n et soit
A le C*-atlas saturé de M qui confére & M sa structure de variété de classe C*.
Soient (Q, ) € A et f:@(Q) =V un difféomorphisme de classe C* de o(Q) C R™
sur un ouvert V- de R™. Alors (0, f o p) € A. En particulier:

(i) pour tout xo € M et tout yo € R™, il existe une carte (2, ) de M en xo qui
est telle que p(z0) = yo,

(i1) pour tout xg € M, tout yo € R™ et tout r > 0, il existe une carte (,¢)
de M en zo qui est telle que o(xo9) = yo et ©(Q) = By, (r), ot By, (r) est la boule
euclidienne de centre yo et de rayon r,

(i) pour tout xy € M et tout yo € R™, il existe une carte (2, ) de M en xg
qui est telle que o(xg) = yo et () = R".

Dans les points (i)-(iii) de cet énoncé, et & partir de maintenant, par carte de
M on entend une carte dans le C*-atlas saturé de M, celui qui confere & M sa
structure de variété de classe C*.

DEMONSTRATION. Considérons A = AUJ{(Q, f o ¢)}. Clairement A est un
atlas de classe C* car pour toute carte (Q,¢) de A, on a que (f og)oy™! =
fo(por™!) est de classe C* (et vice-versa). Comme A est C*-saturé, et puisque
A C A, on doit avoir A = A. Donc (Q, f o ) € A. Dot la premire affirmation.

(i) On démontre le premier point. Soient 9 € M et yo € R™. Soit (2,%) une
carte de M en zg. Soit f: R™ — R" le C*°-difféomorphisme de R™ consistant en la
translation de vecteur yg — ¥ (zg). Donc f(y) = y+yo — ¥ (xo). Alors, en vertue de
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la premiere affirmation, (€2, f o)) est une carte de M en xg. On a (f o 9) (xg) = yo-
D’ou (i).

(ii) On démontre le second point. On se donne zy € M, yo € R™ et r > 0.
Soit (€,1) la carte de M en zy obtenue en (i). Comme ¥ (') est un ouvert de
R™, il existe £ > 0 tel que By, (¢) C ¥(£). On note Q = =1 (By,(¢)). Clairement,
(Q,1) est encore une carte de M en xy (méme raisonnement que dans le lemme,
mais en plus simple). Soit maintenant f : R™ — R™ le C*°-difféomorphisme de R™
consistant en la translation/homothétie donnée par

r
f(y) :y0+g(y—yo) .

Alors (£, f o %) est une carte de M en zy d’aprés a premiere affirmation, tandis
que (f o) (Q) = By,(r). D’ou (ii).

(iii) On démontre le troisitme point. On prend la carte construite en (ii) avec
r = 1. Pour simplifier on pourra supposer que yg = 0. On utilise alors le fait que
f: Bo(1) = R™ donnée par

x
VI=]a]?”

réalise un C*°-difféomorphisme de By(1) sur R™. L’application inverse est donnée
par

fz) =

) = s
VIETl

Si (92,9) est la carte du (ii) dont on est parti, alors, toujours en vertue du lemme
précédent, (€2, f o)) répond a la question. La proposition est démontrée. ([l

3. Des exemples de variétés différentiables

Il y a d’abord les exemples de base, et en tout premier lieu ’espace R™ lui-
méme. L’ensemble & un élément {(R™,1d)} est un atlas de classe C*°. Le C*-atlas
saturé qui lui correspond est constitué des couples (2, ), ot Q est un ouvert de
R", et ¢ un difféomorphisme de classe C™° de €2 sur un ouvert de R™. Cela confere
a R™ une structure naturelle de variété C*> de dimension n.

Toujours dans les exemples de base, tout ouvert connexe U d’une C*-variété
M de dimension n, possede une structure naturelle de C*-variété de dimension n.
11 suffit de considérer les cartes (U N, ), ou (£2, ¢) parcourt ensemble des cartes
de (I'atlas saturé de) M.

Un exemple plus sophistiqué est donné par la spheére unité S™ de R**1. A
savoir,
§"={zeR™ /|lz| =1} ,
ott .|| désigne la norme euclidienne de R™*1. On place sur S™ la topologie induite
de celle de R™ 1.

THEOREME 8.1. S™ posséde une structure naturelle de C*-variété compacte
de dimension n.

DEMONSTRATION. On note P et @ les deux points de S™ de coordonnées dans
R (0,...,0,1) et (0,...,0,—1). Soient de plus Qp = S"\{P} et Qo = S"\{Q}.
On note ®p : Qp — R” (resp. @¢ : Qg — R™) la projection stéréographique de
pole P (resp. de pdle @). Graphiquement
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ou encore

Les équations des projections stéréograhiques sont données par:

X1 In
Ve = (2x1,...,Tp11 EQP, Pp(x) = yeees
( n+1) () (lfxnﬂ [——
T Tn
Vo = R €g, ¢ = ey
o (xl x”+1) @ Q(x) (]- + Tn+1 1 + Tn+1
On vérifie sans difficulté que ®p et o sont des homéomorphismes de Qp et g
sur R™. Les inverses sont donnés pour tout x = (x1,...,z,) de R™ par
o5 (@) = ( 2028 ’|xP——1)
1+ |z|? 1+ |z|2 1+ |z)?
_ 2xq 2z 1—|xf?
®Q1(1’):( 29 n27 2)7
1+ |z 1+ 22" 1+ |z

9 < o . .
x| =Y, , z;. Reste maintenant & montrer que

((2p,®p), (R, Pq))

est un atlas de classe C°° sur S, a savoir que ®g o @131 est un difféomorphisme de
classe C* de ®p(Qp NQg) = R"\{0} sur lui-méme. Or

R

= W )

D’ou le résultat. (]

ou

®q o @' (2)

Un autre exemple standard aurait pu étre donné par l'espace projectif réel
P (R), I'espace des droites vectorielles de R™ "1, qui lui aussi posséde une structure
naturelle de variété compacte C* de dimension n. A partir de deux variétés on en
fabrique facilement une troisieme par produit cartésien.

LEMME 8.3. Soient M et N deuz C*-variétés de dimensions respectives m et n,
et soient A et A" les C*-atlas saturés respectifs de M et N. Alors M x N posséde
une structure naturelle de C*-variété de dimension m + n, définie par Uatlas de

classe C* (non saturé) formé des (QXQ', cpxw), ot pour (2, ) € Aet (V) e A,
Uapplication ¢ x ¢ : Q@ x Q' — R™ x R™ vérifie o x (z,y) = (¢(2),¥(y)).
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Le tore plat T = S x--.x St (n fois) est la variété C'°°-compacte de dimension
n obtenue & partir de S par produit cartésien de S! avec lui-méme n fois. Le
cylindre R x S”~! de dimension n posséde aussi une structure de variété C> donnée
par le produit de la variété R avec la variété S™1.

Dans toute la suite, sauf mention du contraire,
le terme variété (sans mention de la classe
de différentiabilité) désignera une variété de
classe C*°.

La justification de ce parti pris classique sera vue un peu plus loin, 'idée étant que
toute structure C* posseéde une sous structure C'*°.

4. Applications différentiables entre variétés
On définit la différentiabilité pour les applications entre variétés.

DEFINITION 8.8. Soient M et N deuz variétés, x un point de M, et f : M — N
une application continue au point x. On dit que f est différentiable au point x si
pour toute carte (2, ) de M au point x, et toute carte (,¢) de N au point f(x)
vérifiant f(Q) C ', Uapplication

Yo fopThip() = P(Q)
est différentiable au point o(x).

Etant données (£2, ) et (€, 1) deux cartes de M et N telles que f(2) C ', lire
f dans ces cartes signifie que 1'on considere I’application ¥o fop™! : o(Q) — ¥(Q).

My

S A Flx) _ Lecture d'une application dans deux cartes

ot Fl—"" N S entre deux variétés.

DEFINITION 8.9. Par extension, une application continue f : M — N est dite
différentiable sur M si elle est différentiable en tout point de M. Dans le méme
ordre d’idées, on dit qu’une application continue f : M — N est de classe C*
sur M, k un entier, si pour toute carte (2,¢) de M, et toute carte (¥',1) de N
vérifiant f(Q) C &, Uapplication

Yo fopThip() = P(&)
est de classe CF sur p(€2).
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La condition f(£2) C €' n’est pas vraiment restrictive. Plus précisément, étant
données deux cartes quelconques (2, ) et (£',1) respectivement de M et N en
x et f(z), il existe un procédé tres simple qui permet de se ramener au cas ou
f(2) C . Par continuité de f on pourra remplacer Q par QN f~1(Q’). On a alors
f(2) C . Le procédé fonctionne aussi lorsque f est seulement supposée continue
en x en passant par les voisinages. Une autre remarque est la suivante: inutile de
définir la différentiablitié sur un ouvert d’une variété puisque tout ouvert (connexe)
d’une variété possede une structure naturelle de variété.

THEOREME 8.2. Soient M et N deuz variétés, x un point de M, et f: M — N
une application de M dans N. Pour que f soit différentiable au point x, il suffit
qu’il existe une carte (Q, ) de M en x, et une carte (Q',9) de N en f(x), vérifiant
f(Q) C &, pour lesquelles application

Yo fopTtp(Q) = p(Q)
est différentiable au point p(x). De méme, pour que f soit de classe C* sur M, k
un entier, il suffit que pour tout © de M, il existe une carte (2, ) de M en x, et

une carte (V,v) de N en f(x), vérifiant f(Q) C ', pour lesquelles application
o fopTt estde classe CF sur ().

DEMONSTRATION. Soient (Q1, 1) et (Qa, p2) deux cartes de M telles que Q1N
Qo # 0, et soient (Q),11) et (Q,12) deux cartes de N telles que f(Q1) C Qf et
f(Q2) C Q4. On écrit que

Yoo fopyt = (Yoot ) o (Yrofopr!)o(propyt)

sur 2(21 N Q2). Sachant que les applications de changement de cartes 3 o 1] !
et 1 0 @y L sont de classe C*°, on obtient immédiatement la premiére partie du
théoreme a partir de la relation ci-dessus, a savoir que si f lue dans les cartes
(Q1,p1) et (2f,11) est différentiable au point oq(x), alors f lue dans les cartes
(Qs, p2) et (O, 1) est différentiable au point s (x). La seconde partie du théoréme
se démontre de la méme fagon. D’ou le résultat. O

On sait donc définir la différentiabilité d’une application entre variétés. Par
contre on ne sait pas encore définir sa différentielle. Nous verrons cela un peu plus
tard,lorsque nous aborderons la notion d’espace tangent.

Dans le cas particulier ou NV = R, sous entendu muni de sa structure naturelle
de variété définie par l’atlas & une carte (R,Id), on tire du dernier théoréme qu’'une
fonction f: M — R est

(1) différentiable en un point = de M s’il existe une carte (€2, ¢) de M au point
x pour laquelle fop~!:¢(Q) — R est différentiable au point o(z),

(2) de classe C* sur M si pour tout point = de M, il existe une carte (€2, ¢) de
M en z, pour laquelle f o™ : () — R est de classe C* sur p(Q).

Dans les deux énoncés (1) et (2) on pose en fait (2,¢) = (R,Id). Ces deux
assertions se généralisent bien sir au cas ou f est a valeurs dans un espace R™ (la
encore, sous entendu muni de sa structure naturelle de variété).

PropPOSITION 8.3. Soient My, Ms, et Ms trois variétés, et f : My — My,
g : My — Mz deux applications. Si f est différentiable en un point x de M, et si g
est différentiable au point f(x), Uapplication go f : My — Ms est différentiable au
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point . De méme, si f est de classe C* sur M, et si g est de classe CF sur M,
go f est de classe C* sur Mj.

DEMONSTRATION. Soient (91, 1) une carte de My en z, (2, p2) une carte de
My en f(x), et (23, p3) une carte de M5 en g(f(ac)) Quitte & diminuer Q; et Q,
on pourra toujours supposer que f(€1) C Qs et g(Q2) C Q3. On écrit alors que

p3o(goflopr! = (ps0gop;)o(paofoprl),

d’ou l'on tire le résultat. O

Le résultat qui suit s’obtient tres facilement & partir de la définition des struc-
tures produits. On le donne sans preuve.

PROPOSITION 8.4. Soient M, My, My trois variétés, et x un point de M. On
munit My X My de sa structure de variété produit. Etant donnée

f=(f1,f2) : M = My x M, ,

f est différentiable au point x (resp. de classe C*) si et seulement si f1 et fo sont
différentiables au point x (resp. de classe C*) en tant qu’applications de M dans
Ml et MQ.

On termine cette section avec la définition des difféomorphismes.

DEFINITION 8.10. Soient M et N deux variétés, et f : M — N une application.
On dit que f est un C*-difféomorphisme de M sur N si: f est bijective de M sur
N, f est de classe C* sur M et f~1 est de classe C* sur N.

On vérifie facilement que 'existence d’un difféomorphisme entre deux variétés
impose 1’égalité des dimensions.

5. Un cas intéressant de (non) multiplicité

On discute le résultat suivant en préambule de la multiplicité des structures
lisses sur laquelle nous reviendrons plus tard.

PROPOSITION 8.5. Soient M une variété et soit A = ((Qy, pi));c; son C>-atlas
saturé. On note W un homéomorphisme de M que l’on suppose non de classe C".
On définit A = (T=1(), ¢ 0 \Il))iel. Alors A est un atlas de classe C*° sur M,
les atlas A et A ne sont pas C'-compatibles et Uapplication identité Id : (M, A) —
(M, A) de la variété (M, A) sur la variété (M, A) n’est pas un C-difféomorphisme.
Par contre les variétés (M, A) et (M, A) sont C°°-difféomorphes.

PROOF. Ilest clair que A est un atlas topologique. Si maintenant (U=1(Q), pio
U) et (U71(Q;),¢; 0 V) sont deux cartes de A, alors

(pjoW)o(pioW) " =pjo0(Tol Yop ! =pjop;!
qui est de classe C°. Donc A est un atlas C°°. Si ¥ n’est pas de classe O ¢’est qu'il
existe (£, ;) et (Q;,¢;) deux cartes de M pour lesquelles ¥ lue dans ces cartes
n’est pas Ct. Or ;oW ogai_l = (p;00) O(pi_l s’interprete comme le changement de
cartes entre la carte (0~1(Q;), pj0¥) de A et la carte (s, ;) de A. Ce changement
de cartes n’étant pas C! c’est que les atlas ne sont pas C'-compatibles. La lecture
de l'identité de la variété (M, A) sur la variété (M, .A) dans les cartes (Q;, ;) et
(T=1(€2), p; 0 ¥) n'est rien d’autre que (; 0 ¥)op; . On en déduit que l'identité
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n'est pas un C'-difféomorphisme de la variété (M,.A) sur la variété (M, A). Pour
finir on remarque que ¥ : (M, A) — (M, A) est de classe C* car sa lecture dans
deux cartes quelconques (U1(€2;),p; 0 ¥) de A et (25, ;) de A vaut

pjoWo(pioW) t=pjo(Tol oy !
=pjop; ",

qui est de classe C°°. Donc ¥ est de classe C°° de la variété (M, A) sur la variété
(M, A). On montre sans plus de difficulté que son inverse =1 est C* de de la
variété (M, A) sur la variété (M, A). Les deux variétés sont donc C*°-difféomorphes.
La proposition est démontrée. O

6. Rang, immersions, submersions, plongements.
Le rang d’une application différentiable entre variétés se définit comme suit.

DEFINITION 8.11. Soient M et N deuz variétés, x un point de M, et f : M —
N une application différentiable au point x. Etant données (2, ) une carte de M
en x, et (V,¢) une carte de N en f(x), telles que f(Q) C ', le rang de f au
point = est par définition le rang de v o f o o=t au point p(x), a savoir le rang de
Dapplication linéaire D(z/) ofo gp*l) ((p(x)) On le note Rg(f).. La définition est
intrinseque, au sens ot elle ne dépend pas du choix des cartes.

DEMONSTRATION. On démontre que la définition est intrinséque. Soient (€, 1)
et (2, p2) deux cartes de M en x, et (Q),11) et (%, 19) deux cartes de N en f(x)
telles que f(Q1) C Q) et f(Q2) C Q). On écrit que
oo fopy = (Y2ovr!)o(Yrofopr’)o(props’).

Par différentiation de cette relation au point s (x) on obtient que

D(¥ao fopy")(wa())

=D(y2 09 !) (¥ (f(2))) o D(¥1 0 fopr)(pi(x))

oD(pro9y") (w2(x)) -

Sachant que g0 Let ¢y oy ! sont des difféomorphismes, on pourra encore écrire
que

D(20fop;")(p2(x)) = G oD(¥ro fopr’)(pi(x)) o F
ol G est un isomorphisme de R", F' est un isomorphisme de R™, m désigne la
dimension de M et n désigne la dimension de N. On a F(R™) = R™ et G préserve
les dimensions. Il s’ensuit que

Rg(D(¥20f 063" (92(@))) = Rg(D(wr o foor") (1()) -

D’ou le résultat, a savoir I'indépendance de la définition par rapport au choix des
cartes. (]

Le théoreme d’inversion locale passe sans difficulté au cas des variétés (il suffit
de l'appliquer a la lecture de application). On ’énonce ici sans démonstration.

THEOREME 8.3 (Inversion locale). Soient M et N deuzx variétés de méme di-
mension n, et f : M — N une application de classe C* de M dans N. Si en
un point x de M, Rg(f). = n, alors f réalise un difféomorphisme de classe C*
d’un voisinage ouwvert de x dans M sur un voisinage ouvert de f(x) dans N. En
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particulier, si [ est bijective de M sur N, et si en tout point © de M, Rg(f)z = n,
alors f réalise un difféomorphisme de classe C* de M sur N.

Le théoreme d’inversion locale peut étre vu comme un cas particulier du théoreme
du rang constant (qui prend une forme agréable dans le contexte des variétés, con-
trairement & la forme qu’il prend entre espaces euclidiens).

THEOREME 8.4 (Théoréme du rang constant). Soient M et N deuz variétés de
dimensions respectives m et n, et soit f : M — N une application de classe C.
On suppose que f est de rang constant p sur M. Pour tout xo € M il existe alors
une carte (Q,p) de M au point xg, et il existe une carte (Q',v) de N au point
f (o) vérifiant f(Q) C Q, telles que pour tout x € p(Q),

Yo foyp™H(z)=8(x),
ou S : R™ — R"™ est lapplication de rang p de référence définie par S(zl, e ,xm) =
(xl,...,xp,O...,O) sip<n etS(:cl,...,xm) = (xl,...,xn) sip=n.

On définit maintenant ce que ’on entend par immersion, submersion, et plonge-
ment. Immersions et submersions sont des applications de rang maximum par
rapport a la configuration.

DEFINITION 8.12. Soient M et N deuz variétés de dimensions respectives m
et n, et f : M — N une application différentiable sur M. On dit que f est
une immersion si f est de rang constant m sur M, une submersion si f est de
rang constant n sur M, un plongement si f est une immersion qui réalise un
homéomorphisme sur son image.

L’existence d’une immersion f: M — N impose m < n, tandis que ’existence
d’une submersion f : M — N impose m > n.

PROPOSITION 8.6. Une immersion injective et propre est un plongement. En
particulier, si M est compacte, et si f: M — N est une immersion injective, alors
f est un plongement.

DEMONSTRATION. Le résultat est énoncé dans le chapitre de topologie. On se
souviendra que propre signifie que I'image réciproque d’un compact est un compact.
Une application continue d’'un compact est automatiquement propre car compact
implique fermé, tout fermé dans un compact est compact et I'image réciproque d’un
fermé par une application continue est un fermé. D’ou la proposition. (I

Le théoreme du rang constant dans le cas des immersions prend la forme suiv-
ante.

COROLLAIRE 8.1 (Théoréme du rang constant pour les immersions). Soient
M et N deux variétés de dimensions respectives m et n, et soit f : M — N une
immersion de classe C*°. Pour tout xo € M il existe une carte de (Q, @) de M au
point xg, et il existe une carte (V,¢) de N au point f(xq) vérifiant f(Q) C &,
telles que pour tout x € p(Q),

Yo fop™H(z)=I(x),
ou I : R™ — R™ est l'injection canonique définie par
I(xl,...,:z:m) = (xl,...,a:m,(),...,()) .

En particulier, une immersion C* est localement un plongement.
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Le théoreme du rang constant dans le cas des submersions prend la forme
suivante.

COROLLAIRE 8.2 (Théoreme du rang constant pour les submersions). Soient
M et N deux variétés de dimensions respectives m et n, et soit f : M — N une
submersion de classe C*°. Pour tout xg € M il existe une carte (Q, ) de M au
point xg, et il existe une carte (V,v) de N au point f(xg) vérifiant f(Q) C &,
telles que pour tout x € (),

Yo fopl(z) = Pla)
ou P :R™ — R"™ est la projection canonique définie par
P(xl,...,a:m) = (xl, e ,xn) .
En particulier, une submersion C° est une application ouverte.
Dans un autre registre, le résultat suivant a lieu.

LEMME 8.4. La composée de deux immersions (resp. deux submersions) est
encore une immersion (resp. une submersion). La composée d’une immersion et
d’une submersion dans le sens immersion o submersion est une application de rang
constant. On ne peut rien dire a priori sur la composée d’une immersion et d’une
submersion dans le sens submersion o immersion.

DEMONSTRATION. Soit f = o fop™! une lecture de f. On remarque que f est
une immersion (resp. submersion) sur 2, 'ouvert de la carte (£2,¢), si Df (o(z))
est injective (resp. surjective) en tout point z de 2. On compose alors les lectures
par

p3o(goflowrt =(pzogopst)o(paofoprl).

Par suite, en tout point x € Q, I'ouvert de la carte (21, ¢1),

D (p3o(gof)opr) (pi(a))
=D (p3ogow;") (w2 (f(x))oD(p2o fopi!)(p1(z)) .

Si f et g sont toutes deux des immersions alors le membre de droite de la relation
ci-dessus est du type injectiveoinjective. C’est donc encore une application injective
et on en déduit bien que

immersion o immersion = immersion .
Méme chose avec le sens submersion o submersion et la surjectivité. Donc
submersion o submersion = submersion .

Pour ce qui est du sens immersionosubmersion on remarque que le membre de droite
de la relation précédente est du type injective o surjective. Ecrivons G o F' avec F'
et G des applications linéaires respectivement surjectives et injectives. Soient aussi
ni, ny et ng les dimensions des trois variétés. Comme F' est surjective, on peut
écrire que F(R™) = R", et comme G est injective, on a que dimG(R™2) = ns.
Donc, dans le sens immersion o submersion on récupere une application de rang
constant la dimension de la variété milieu. Pour I'autre sens on renvoie a I’exemple
ci-dessous. [
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Soit f : R?® — R? l'application donnée par f(z,y,2) = (y, z). C’est une submer-
sion. Soit g : R — R3 donnée par g(t) = (t,t2,t%). C’est clairement une immersion.
Par contre

f Og(t) = (t27t3) )
dont la matrice jacobienne en ¢ vaut

2t
= (g) -

Cette matrice est de rang 1 en tout ¢ # 0, mais de rang 0 en ¢t = 0. Donc fog n’est
pas de rang constant.

7. Sous variétés
On traite de la notion de sous variété dans cette section.

DEFINITION 8.13. Une sous variété N de dimension q d’une variété M de
dimension n, ¢ < n, est un sous espace topologique de M qui vérifie: pour tout x
de N, il existe une carte (2, ¢) de M au point x, il existe Uy un ouvert de R?, et
il existe Uy un ouvert de R4, tels que

p(x) =0 et () = Uy x Uz,
e(QNN) =U; x {0}
La carte (2, @) est alors appelée carte de M en x adaptée o N.

Une autre fagon de dire les choses est encore la suivante: N est une sous variété
de dimension ¢ d’une variété M de dimension n si pour tout point = de N il existe
un systeme de coordonnées (x1, ..., x,) de M au point x ayant la propriété que N y
soit défini par les équations z44; = -+ = ,, = 0. Le résultat suivant est immédiat.

THEOREME 8.5. Si N est une sous variété de dimension q d’une variété M,
alors N hérite d’une structure naturelle de variété de dimension q. L’atlas qui
définit cette structure est donné par les

(QﬂN,Hogp|QmN) ,

ot (2, @) décrit 'ensemble des cartes adaptées @ N, et 11 : R x R"~7 — R? désigne
la premiére projection. En particulier, l'injection canonique i : N — M (définie
par i(x) = x) est un plongement de la variété N dans la variété M.

Le résultat qui suit est tout autant immédiat.

PROPOSITION 8.7. Soient N et N' deux sous variétés des variétés M et M’,
et soit de plus f : M — M’ une application de classe C*. Si f(N) C N’, alors f
restreinte a N, et considérée en tant qu’application de la variété N dans la variété
N', est encore une application de classe C*.

On démontre maintenant le résultat suivant.

THEOREME 8.6 (Représentation implicite des sous variétés). (1) Soit N une
sous variété de dimension q d’une variété M de dimension n. Alors N s’écrit
localement comme l'image réciproque d’un point par une C°°-submersion a valeurs
dans R4, q.e: Yx € N, 9Q wvoisinage ouvert de x dans M, et Af : Q@ — R"7¢
une C*°-submersion tels que QNN = f=1(0). (2) Réciproquement, soient M et
M’ deuzx variétés de dimensions respectives n et n — q, soit f : M — M’ une
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application de classe C*°, et soit yo un point de f(M). On suppose que pour tout
r € f Y yo), Rg(f)e =n—q. Alors f~(yo) est une sous variété de dimension q de
M. En particulier, l'image réciproque d’un point par une C*-submersion est une
sous variété (le tout & connexité prés).

DEMONSTRATION. (1) Soient z € N et (2, ) une carte de M en = adaptée a

N.Sip= (301,...,3%) alors
f = (qu+1,...,<pn) :Q%Rniq
est une C'*°-submersion et QNN = f~1(0).
(2) Soient M, M’ deux variétés de dimensions n et n —¢q, f : M — M’ une
application C*°, yo un point de f(M), et on suppose que Vo € f~(yo), Rg(f)z =
n — q. Soit alors xg € f~!(yo). Comme f est de rang maximum en g, il existe un
voisinage ouvert € de zq tel que f y soit toujours de rang maximum. Sans perdre
en généralité, on pourra supposer que 2 est 'ouvert d’une carte (€, ¢) de M en xq,
et on pourra considérer (€, ) une carte de M’ en yg vérifiant f(Q) C Q' et telles
que: Vo € p(Q),
Yo fop l(z)=Plz),
o P : R” — R" 7 est la projection P(z1,...,2,) = (21,...,Tn—q). Quitte &
considérer la carte (€2,C o ¢) au lieu de (9, ¢), ol
C(x,. .., Tn) = (Tgg1, - s Ty 1, - - -, Tg) 5

on pourra supposer que P(zi,...,T,) = (¥¢11,...,%,). La encore, et quitte &
restreindre €2, on pourra maintenant supposer que ¢(Q) = Uy x Us, ot U; est un
ouvert de R?, et Us un ouvert de R"~%. On remarque alors que

(N f(yo)) = U x ¥(yo) (%)
En effet:
a)pofop =P = o f=Poyet ainsi
P((20 £ (w0) ) = v(u0)
de sorte que (2N f~1(yo)) € Uy X 9(yo).
b) Si z € Uy x 9(yo) alors ¢~1(2) € Q et puisque po fo ™! = P,
bo fe™(2) = ¥(yo)
et f(p71(2)) = yo. Dot o7 (2) € f~(yo) et
U x ¥(yo) € (2N f(wo)) -

En particulier, le résultat annoncé, I’égalité (x), est démontré. A partir de 14, on
remarque que puisque 1o fop~ ! = P,

V(yo) = (¢9 (z0), ..., " (20)) .

On pose alors
O(z) = (¢'(2) = ' (20),..,¢"(2) = ¢"(20)) ,
et on construit ainsi une carte (2, ®) de M en zg telle que ®(xp) =0 et
(2N fH(yo)) = Us x {0}
d(Q) =0, x Uy ,
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ott Uy et Uy sont les translatés de Uy et Us par les vecteurs (' (z0), ..., ¢%(x0)) et
(e (20), ..., ¢"(20)). D’out le résultat, puisque zo € f~!(yo) est quelconque. O

Dans le méme ordre d’idées, le résultat suivant a lieu.

THEOREME 8.7 (Représentation paramétrée des sous variétés). (1) Soit N
une sous variété de dimension q d’une variété M de dimension n. Alors N est
localement l'image d’un ouwvert de R? par un C°-plongement, i.e: Yr € N, 3Q
voisinage ouvert de x dans M, 3U un ouvert de R?, et il existe f : U — M un
C-plongement tels que f(U) = QN N. (2) Réciproquement, si M et M’ sont
deuz variétés de dimensions respectives q et n+q, et si f : M — M’ est un C°°-
plongement, alors f(M) est une sous variété de dimension q de M’'. De plus, f

réalise un difféomorphisme de la variété M sur la variété f(M).

La sphere unité S™ de R™! est une sous variété de dimension n de R"*!,
définie implicitement par I'équation Y77 22 — 1 = 0. Sa structure de sous variété
coincide (fort heureusement) avec sa structure de variété définie auparavant.

8. Le théoréme de Whitney

Le théoreme de Whitney établit un lien entre la théorie générale (ou abstraite)
des variétés différentiables (que nous avons adoptée ici), et la théorie des sous
variétés de I'espace euclidien. En un certain sens, ces deux théories sont identiques.

THEOREME 8.8 (Théoreme de Whitney). Toute variété paracompacte de di-
mension n se plonge de facon C>® dans R?"*1,

En d’autres termes: si M est une variété paracompacte de dimension n, il existe
un C*°-plongement i : M — R?"*1. En particulier, i(M) est une sous variété de
dimension n de R?"*1 et i réalise un C*°-difféomorphisme de M sur i(M). Toute
variété paracompacte de dimension n est ainsi difféfomorphe & une sous variété de
dimension n de l’espace euclidien R?7*1.

DEMONSTRATION. On donne une preuve simplifiée du théoréme de Whitney
en se limitant a la preuve du résultat plus faible suivant: toute variété compacte se
plonge de fagcon C*° dans un espace euclidien. Soit donc M une variété compacte.
A tout  de M on associe une carte (€, p;) de M en z telle que ¢, (z) =0 et

¢z(Qz) = Bo(3) CR",

ou n désigne la dimension de M, et By(3) désigne la boule ouverte de centre 0 et
rayon 3 dans R™. On écrit alors que

M= ¢;'(Bo(D)) ,
zeM

et puisque M est compacte, il existe une famille finie (z;);=1,. n de points de M
telle que

N
M = U QO;jl (B()(l)) .
j=1
Soit maintenant 7 : R™ — R une fonction de classe C*>° qui satisfait

n(z) =1siz € By(l) , n(zr) =0siz € R"\By(2) .
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On note ¢; = ¢, et on pose n; =no ;. La fonction
$: M — RNMHD

définie par

o = (7]1(,01,.. .,77]\](,0]\[,7’]1,...,’[7]\])
est alors de classe C* sur M. (On prolonge ici les fonctions n;p; et n; par 0 en
dehors de Q). On affirme que

(a) ® est une immersion,
(b) ® est injective.

(a) Etant donné z un point de M, il existe i € {1,..., N} tel que = € ;' (By(1)).
Par suite, 1;0; = ¢; au voisinage de x, et on retrouve dans I'expression de ® o gpi_l
Papplication identité de R™. D’ott Rg(®), = n, et le point (a).

(b) Si ®(x) = ®(y), alors pour tout i € {1,..., N}, n;(z) = n;(y). Par ailleurs, il
existe ig € {1, . ,N} tel que n;,(z) # 0, et donc x et y appartiennent tous deux
a Qg, . De la double égalité n;, () = 1iy (y) et Mip () io () = 13y (Y) i, (y), o0 en
déduit que nécessairement z = y, & savoir le point (b).

Pour finir de démontrer le résultat, il reste a se souvenir qu’une immersion injective
d’une variété compacte est nécessairement un plongement. (I

9. Existence et unicité des structures lisses

Soit M une variété topologique. Par structure lisse sur M on entend la donnée
d’un atlas saturé de classe C°° sur M. Nous disons ici quelques mots sur I’existence
et I'unicité des structures lisses. On s’intéresse donc aux deux questions suivantes:

Question 1 (existence): Une variété topologique possede-t-elle toujours une struc-
ture de variété lisse ?

Question 2 (unicité): Une structure de variété lisse est-elle unique ?

Pour ce qui est de la question 2 il convient déja de remarquer que la terminologie
doit étre précisée. Etant donnée une structure lisse sur M définie par un atlas saturé
A de classe C'*° sur M, par unicité on peut vouloir dire que A est le seul atlas saturé
de classe C* sur M. Avec cette définition (naive) la réponse a la question 2 est
trop facilement négative. Nous en avons déja parlé.

Par unicité, on entendra la chose suivante: étant donnée une structure de variété
lisse sur M définie par un atlas saturé A de classe C* sur M, cette structure est
unique si pour tout atlas saturé A’ de classe C*° sur M, les variétés (M, A) et
(M, A") sont difféomorphes.

La terminologie maintenant précisée, parlons des reponses. Celles-ci sont pour

le moins surprenantes ... Plus précisément:

(i) jusqu’a la dimension 3 incluse, une variété topologique possede toujours une
structure lisse, et celle-ci est unique (Moise, 1950),

(ii) des la dimension 4, certaines variétés topologiques ne possedent pas de
structure lisse (Freedman, 1981), d’autres en possédent plusieurs.

L’historique de ce dernier point remonte & Milnor en 1956. A la surprise générale,
Milnor montrait qu’il existe sur la sphére S” une structure de variété lisse qui est
distincte de sa structure canonique définie plus haut. On sait maintenant (apres
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que la question ait été reprise par Kervaire et Milnor) qu’il existe 28 structures
lisses distinctes sur la sphere S7, tandis qu'il en existe 992 sur la sphere S ! (On
parle de spheres exotiques .. .)

Indépendamment, et peut-étre plus surprenantes encore sont les conséquences
des travaux développés par Donaldson et Taubes: tandis que la structure canonique
de variété lisse de I’espace euclidien R™ est unique pour n # 4, il existe sur R* une
infinité de structures lisses distinctes !!!

Tout cela illustre bien I’écart structurel existant entre la classe C° et la classe
C®. On se trouvera par contre dans I'incapacité d’éxhiber une différence de méme
nature entre la classe C' et la classe C™. C’est I'objet du résultat suivant de
Whitney et dont on trouvera une preuve accessible dans 1'ouvrage de Hirsch sur la
topologie différentielle (Théoreme 2.9, Chapitre 2).

THEOREME 8.9. Soit M une variété topologique paracompacte. Soit A une C*-
atlas saturé sur M. Alors A contient un sous atlas de classe C°° dont le saturé est
unique (6 C*°-difféomorphismes preés).

En particulier, toute structure C! sur une variété possede une sous structure
C® et il n’y a en fait pas vraiment de saut conceptuel entre la classe C! et la classe
C*. Un second théoreme de Whitney stipule que deux variétés lisses paracom-
pactes qui sont Cl-difféomorphes sont aussi C*°-difféomorphes, I'existence d’un C*-
difféomorphisme entrainant donc 'existence d’un C'°*°-difféomorphisme. En conclu-
sion, et & hypothese de paracompacité pres: homéomorphes # difféomorphes (sauf
en dimension inférieure ou égale & 3) mais C*-difféomorphes = C°°-difféomorphes.



CHAPITRE 9

L’espace tangent

On construit la différentielle et son lieu de vie dans ce chapitre.

1. Premiére définitions

Soient M une variété, et x un point de M. On note F, 'espace vectoriel des
fonctions f : M — R qui sont différentiables au point z. Si f € F,, on dit que f est
plate au point x si pour toute carte (2, ¢) de M au point z, D(f o go_l)

o(z) — 0-

On montre facilement que la nullité de D(f o ¢ ') pour une carte (£

v(a) ) au
point z, entraine la nullité de D(f o w_l)w(x) pour toute autre carte (£2,1)) au

point z. Pour le voir, il suffit d’écrire que
fop™h=(fop ) o(poyt)
de sorte que
D(fotr™) iy =D(foe™) o D(eov™) ) -

On note N, le sous espace vectoriel de JF, constitué des fonctions qui sont plates
au point z.

DEFINITION 9.1. Soient M une variété et x un point de M. On appelle vecteur
tangent @ M au point x toute forme linéaire X : Fp — R qui s’annule sur N, i.e
qui est telle que Ny C KerX. L’espace tangent ¢ M au point x, noté T,(M), est
l’ensemble des vecteurs tangents a M au point x.

Soit X un vecteur tangent & M au point z, et soit f une fonction réelle définie
au voisinage de z et différentiable au point . On peut encore définir X (f), méme
si f n’est pas définie sur tout M. Pour cela on pose X (f) = X(f), onf: M —R
est un prolongement quelconque de f, a savoir une fonction réelle définie sur tout
M qui vérifie f = f au voisinage de x. L’existence de tels prolongements ne pose
aucun probléme. Par ailleurs, on vérifie facilement que cette définition ne dépend
pas du prolongement choisi en remarquant que si f; et fs sont deux prolongements
de f, alors fo — fi € N de sorte que X(fl) = X(fg).

Soient M une variété de dimension n, et z un point de M. Alors T, (M)
possede une structure naturelle d’espace vectoriel réel de dimension n donnée par:
VX, Y € T,(M), VX € R, Vf € Fy,

(X+Y)())=XH+Y(),
(AX)(f) = AX(f) .
Par convention d’Einstein on entend la convention suivante:

169
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Convention d’Einstein: lorsque dans un pro-
duit un méme indice est répété en haut et en
bas, alors il est sommé.

Par exemple, si (e1,...,e,) est une base d’un espace vectoriel, au lieu d’écrire
z =) ., a'e; on pourra écrire x = x'e;. Ou encore, si B est une forme bilinéaire
R . D NN b ind on derd
sur P'espace, alors au lieu d’écrire que B(z,y) = > ., Ej:l b;;x*y? on écrira que
B(z,y) = bijz’y’.

THEOREME ET DEFINITION 9.1. Soient M une variété de dimension n, et
un point de M. Soit (2, @) est une carte de M au point x de coordonnées associées

(T1,...,2p), et soit pour tout i = 1,...,n, (8%1_)1; le vecteur de T,(M) défini par:
Vf e Fs,
9 1
(8Iz)z(f) - Di(f°<P )Lp(.’ﬂ) .

Alors
(e o))

est une base de Tp(M). Ainsi, T,,(M) est de dimension n et
0

(avec la convention d’Einstein). Les X' sont appelés composantes de X dans la
carte (2,). Pour touti=1,...,n, X* = X(¢").

VX € T,(M), 3IX' ... X"cR /X = X¥(

Pour qu’il n’y ait aucune confusion possible,

[ 0 = 7 0
Xi(gg)e = 2 X ()
1 1:1 1

lorsque la convention d’Einstein est appliquée. Par ailleurs, une relation importante
a garder a 1’ésprit est la suivante:

(

0

7y — §J

pour tous i, j, ou les (52 sont les symboles de Kroenecker.

DEMONSTRATION. On démontre la partie théoréme de ’énoncé précédent. La
seule chose que 'on ait a montrer est que la famille

(G es (e

est tout & la fois une famille libre et génératrice pour T, (M). On commence par

montrer qu’elle est libre. Supposons que pour des A',..., A" € R,
0 0
A=)+ -+ N (=—),=0.
( 8361) 44 A o, ):
Alors pour tout ¢ =1,...,n,

<)\1(88$1)$ N A”(ain)x> (¢") =0,
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et comme 9
— . (%) = §t
on obtient que A\! = --- = A" = 0. D’ou le caracteére libre de la famille. On
montre maintenant que la famille est aussi génératrice. Pour cela on remarque que
si f € Fy, alors
9 i
— (5 eN, .
f=( oz, )= (e T
Par suite, pour tout X € T, (M), et toute fonction f € F,

X(1) = () (NX ()

de sorte que pour tout X € T, (M),

0

D’ou le résultat. O

X = X(o")(

Le résultat suivant donne les formules importantes de changement de cartes.

THEOREME 9.1 (Changement de carte). Soient M une variété, x un point de

M, et (2, ), (,9) deux cartes de M en x de coordonnées associées (x1,...,2Ty)
et (Y1,---,yn). Alors pour touti=1,...,n,
0 oxI 0

dx?

ol (5-)z = (a%i)m(apj) = Di(¢? o z/;fl)w(x) et la convention d’Finstein est ap-

pliquée.

En particulier, on déduit de ce théoréme, que si X € T, (M) a pour composantes
(X1',...,X™) dans la carte (Q, @), et (X',...,X") dans la carte (@, ), alors pour
tout e =1,...,n, ‘ ‘

1 X3
00y % et X1 = (Y
dy; Ox;
olu, dans toutes ces relations, la convention d’Einstein est appliquée.

Xi=( e X7,

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme et définition précédent,
0 .0
Iy i

avec

N = (el

D’ou le résultat. O

On déduit les relations suivantes en écrivant que
0
——)a
8yj
~.0xt 0
— X
<8yj * 8%‘1 *
0
0 Ja
z;

X = X(

= X%
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de sorte que X' = (g—;";)mf(j. Pour résumer:
o, 0 0 o . oy 0

8yj ij

ol (g—j)w = D;(¢? o w_l)w(z)v (g—zj)w = D;(¢7 o w_l)w(z), les X* sont les com-

posantes de X € T,(M) dans (Q,¢) et les X* sont les composantes de X dans
(,4). Etant donné z un point quelconque de R™, T, (R™) s’assimile naturelle-
ment a R™ par

)
Xl(g)m — (X' X)),

ou (x1,...,2,) désigne la carte canonique de R™. C’est la raison pour laquelle on
ne voit pas apparaitre la notion d’espace tangent dans le calcul différentiel sur R™.

2. Culture: une autre construction de ’espace tangent

Il existe une définition plus intuitive de I'espace tangent qui généralise au cas
d’une variété abstraite la notion intuitive de vecteur tangent & une surface de R3.
De facon plus précise, étant donnés M une variété et x un point de M, on note C,
I’ensemble des chemins différentiables passant par x, a savoir

C: ={v:] —€ +e[— M / ~ est différentiable et v(0) = z} .

On définit alors la relation d’équivalence R sur C, par: si (€2, ) est une carte de
M en z, et si 1,72 € C,, alors 7, Rys si et seulement si

(pom) (0) = (por2) (0) -
La encore, on vérifie facilement que R ne dépend pas du choix de la carte.

On appelle alors vecteur tangent au point z toute classe d’équivalence pour R.
Notons T, (M) I'espace tangent que l'on vient de définir.

On se retrouve donc avec deux espaces tangents au point z, a savoir ’espace
T, (M) construit au paragraphe précédent, et 'espace T}, (M) juste construit. En
fait, on peut montrer que ces deux définitions de ’espace tangent sont équivalentes
au sens oil il existe une bijection canonique de Ty (M) sur Tp(M). 1l s’agit de
Iapplication ® : T,,(M) — T, (M) qui & [y] associe ®([y]) défini pour tout f € Fy

par ®([7]).(f) = (f ©7)"(0).
TeM

Construction de l'espace tangent par les

v %

tangentes aux courbes sur la variéte.

yit)
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On remarquera que (f o~)'(0) = D(fo ¢=1) (s -(# ©7)'(0), ce qui permet de
montrer que la construction de ® est cohérente et que ® ne dépend que de [v].

3. Le fibré tangent

Soit M une variété. Par définition, le fibré tangent de M, noté T'(M), est la
réunion (disjointe) des espaces tangents T,,(M), © € M. On écrit

T(M) = | To(M) .
xeM
Pour le moment, T (M) n’a aucune topologie, et encore moins une structure de
variété. L’objet de ce qui suit est de montrer que T'(M) posseéde une structure
naturelle de variété de dimension 2n, n = dimM.
Soit A le C°-atlas saturé de M. A toute carte (€2, ¢) de A on associe Papplication
o | To(M) — o(Q) xR

zEQ
qui est définie par: si x € Q a pour coordonnées (x1,...,z,) dans (£, ¢), et si
X € T,(M) a pour composantes (X1, ..., X") dans (€, ), alors

B(X) = (z1,...,20, X", ..., X") .

On pourra encore écrire que pour tout X € T, (M), avec = € {2,

(I)(X) = (@l(x)v ) San(x)vX(Sol)v cee 7X(90n)) .
Il est clair que ® réalise une bijection de
U T.(M) sur p(2) x R™ .
e
Par ailleurs, si (€,1)) est une autre carte de M, et si
U To(M) — 9(9Q) xR
€

est Papplication qui lui est associée suivant le procédé décrit ci-dessus, alors en
raison du théoreme de changement de base,

Vo ' (zy,...,2n, X",...,X") = (4',...,4",B',...,B") ,
ou pour tout 1 =1,...,n,
Al = (W' o (1, a0) ,
B = D; (wz o cpfl) /
On pourra encore écrire que

Vod ! (:z:l,...,xn,Xl,...,X")
_ <(¢o<p_1)(x1,...,xn),D(lpogo_l)(zl (Xl,...,X")) .

On remarque alors que ¥ o @1 réalise une bijection de () x R™ sur () x R"
et que U o &1 est de classe C™ sur p(2) x R". Donc ¥ o &~ ! réalise ainsi un
C*>°-difféomorphisme de p(Q) x R™ sur (2) x R™. En particulier, il suit de ce qui
précede, que W o @1 réalise un homéomorphisme de p(Q) x R™ sur () x R™.
Cela nous permet d’affirmer qu’il existe une et une seule topologie sur T'(M) qui
est telle que:

(T1,-5Zn)

,,,,, )’
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(1) VQ ouvert de M, U T, (M) est un ouvert de T(M),
e

(2) V(£2, ) carte de M, @ : U T, (M) — o(Q2) xR"™ est un homéomorphisme.
z€Q

11 suffit ici de prendre pour base de topologie ’ensemble des U C T (M) qui sont
tels que:

(i) 3(Q, ) carte de M avec U C U T.(M),

e

(ii) ®(U) est un ouvert de R?",

Le fait que W o ®~! soit un homéomorphisme pour (£2,¢) et (Q,1) deux cartes

quelconques de M, rend cette construction cohérente. Si maintenant T'(M) est
muni de cette topologie, on vérifie sans difficulté que

((U Tx(M)sb))
zeN (Q,p)€A

est un atlas de classe C* sur T'(M). 11 confere a T'(M) la structure rechérchée de
variété de dimension 2n. D’ol le résultat suivant.

THEOREME 9.2. Soit M une variété de dimension n. Son fibré tangent T (M)
posséde une structure naturelle de variété de dimension 2n. Cette structure est
déterminée par l'atlas formé des cartes

(U Tm(01), )

zEQ
construites ci-dessus.
C’est désormais a cette structure de variété que 1’on fera référence. On notera
n:7TM)—-M

la projection canonique qui & X € T, (M) associe II(X) = . On remarque que II
est une submersion, puisque pour toute carte (2, ¢) de M,

SOOHO(I)_l(xla"'uxn7le"'7Xn) = (‘Tlv"wxn) )

ol (UyeqTw(M),®) est la carte de T'(M) associée & (Q,¢). A titre de remar-

que: partant d'une variété M de classe C* et de dimension n, T(M) récupere une
structure naturelle de variété de classe C*~! et de dimension 2n.
4. L’application linéaire tangente
On construit la différentielle dans ce chapitre.

DEFINITION 9.2. Soient M et N deux variétés, x un point de M, et f : M —
N une application différentiable au point x. Par définition, l’application linéaire
tangente de f au point z, notée fi(x), est Uapplication linéaire

f*(x) : Tx(M) — Tf(w)(N)
qui a X € T,(M) associe fi(x).X € Ty (N) défini par
(fx(2)-X) (9) = X (g0 f)
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pour toute fonction g : N — R qui est différentiable au point f(x). Si maintenant
f: M — N est supposée différentiable sur M, l’application linéaire tangente de f,
notée f,, est application f, : T(M) — T(N) qui ¢ X € T,(M) associe fo(x).X.

Notons dans ce qui suit m la dimension de M, et n la dimension de N. Soit
de plus f : M — N une application différentiable en un point = de M, et soient
(Q,0), (,19) deux cartes de M et N respectivement en x et f(x), et telles que
f(Q) C . On note (z1,...,2m,) les coordonnées associées & (Q, ), et (y1,-.-,Yn)
les coordonnées associées a (€2',1). La matrice de f,(z) dans les bases

0 0
{(axi )x}i—l,.u,m “ {(ayi)f(w) }i—l,..A,n

de T, (M) et Ty (V) s’écrit alors

(2L, .. (2,
2Ly, (L),
ol _
af’ - _
(Txi)x =D; (W ofoep 1)¢(I) .

Les colonnes de cette matrice sont en effet constituées des coordonnées des f, (z).( 82 )a
2

dans la base des {(a%i)f(x)} , et donc des

1=1,...

(#@h(gm)e ) -(8) = (et o

=D (7o fop)

On retrouve ainsi la matrice jacobienne de la lecture de f dans les cartes (2, ¢) et
(,4). En d’autres termes, fy(z) tient, dans le contexte des variétés, le role qui
était tenu par la différentielle au point = dans le contexte euclidien. Le résultat
suivant est une conséquence immédiate de 1’égalité des matrices dont on vient de
parler.

e(z) *

PROPOSITION 9.1. Si f : M — N est différentiable au point x, Rg(f)s =
Ry (fu(7)).

On aborde maintenant le résultat suivant.

THEOREME 9.3. Soient My, My, Ms trois variétés, x un point de My, f :
My — Ms une application différentiable au point x et g : My — Mz une application
différentiable au point f(x). On a alors que (go f), () = gx (f(x)) o fu(z).

DEMONSTRATION. Pour tout X € T,(M;) et toute fonction h : M3 — R
différentiable au point g (f(z)),

((go f).(@).X).(h) = X (hogof),
tandis que
(g« (f(x)) 0 fu(@)) . X) .(h) = (ful(2).X).(hog) = X (hogof) .

D’ou le résultat. O
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Notations: (1) Si M est une variété, et si f : M — R est différentiable en un

point  de M, on note df (z) la forme linéaire sur T, (M) qui & X € T,(M) associe
af(2) X = X(f) .

C’est tout simplement I'application f,(z) apres assimilation de T, (R) a R.

(2) Si M est une variété de dimension n, si  est un point de M, si (2, ) est

une carte de M en x de coordonnées associées (z1,...,2,) et si f : M — R est
différentiable au point z, on note
of -1
(axl)x =D, (f op )@(I)

pour tout ¢ =1,...,n.

5. Champs de vecteurs
On traite maintenant de la notion de champs de vecteurs.

DEFINITION 9.3. Soit M une variété. On note I : T(M) — M la projection
canonique qui ¢ X € Tp(M) associe II(X) = x. Un champ de vecteurs sur M est
alors une application X : M — T(M) qui vérifie o X = Idy. Le champ est dit de
classe C* si X : M — T(M) est de classe C* en tant qu’application de la variété
M dans la variété T(M).

Soient X : M — T(M) un champ de vecteurs sur M, et (€2, ) une carte de M.
On appelle fonctions composantes (ou tout simplement composantes) de X dans
(€, ¢) les fonctions X : Q — R définies en tout point x € ) par

, 0
X =X T
(@) = X'(@)(5)
ol les z; sont les coordonnées assocides a (,¢). Donc, pour tout i, X'(z) =
X(z).(¢").

PROPOSITION 9.2. Etant donnée (2, ¢) une carte de M, X est de classe C*

sur Q si et seulement si les fonctions composantes de X dans (£, ¢) sont de classe
C* sur Q.

Pour démontrer la proposition il suffit de considérer la carte de T'(M) qui est
associée a (€, ), et de lire X dans cette carte.

DEFINITION 9.4. Soient M une variété de dimension n, et X, Y deux champs
de vecteurs sur M de classe C*. Le crochet des champs X et Y, noté [X,Y], est
le champ de vecteurs de clase C*~1 sur M dont I’expression dans une carte (§2, @)
de M est donnée par:

[X,Y](z) = <Xj(x)(g§;)x Yj(zﬂ%i:”) (aii)”” ’

ou les X' et Y désignent les fonctions comoposantes de X et Y dans (2, ), et ou
les z; sont les coordonnées associées a (€2, p).

La construction fait sens en raison du résultat suivant.

PROPOSITION 9.3. La définition du crochet [X,Y]| ne dépend pas du choixz de
la carte.
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DEMONSTRATION. Soient x € M et (Q, ), (',1) deux cartes de M en z. On
note x; les coordonnées associées a (€2, ¢) et y; les coordonnées associées a (£2',1)).
Soient aussi X, Y les composantes de X et Y dans (£2, ¢) et X i Y les composantes
de X et Y dans (£/,%). On écrit que

dy; " N0y 0z "
puisque (%)1 = (%zj )I(%)l On écrit ensuite que
. Ay’
Vi=YP(=
(8xg) ’
et nous avons la une égalité entre fonctions. Par suite
oY? oY’ oy %y
x = x T Yﬁ a. o, Jx o
(aa:a ) 0xq )"(89% Jo + (‘T)(axaaxﬁ )
oll
%y’ 2 i -1
Ba:aaxg)x = Dap (Whoyp )sa(w) '
Ainsi, puisque X7 (z) = (gTyi)mXV(x),
oo OY!
X (x z
@)(5,)
Oy’ oz® oYP oy 0%y’
=53 :vX’Y T z\ 5 )z Yﬂ T
(G X @G (GG s+ Vo @ o)
Or
oyl Oz ox® o
(87:107)% oy; " 8:1:7)96 =%
et donc
i OV
X (x =
@)(5,)
aY? oy 0%y’
— X° . . X (z)Y?
@ G (e + (g )e X" @Y (2)

2,1
Par symétrie en X et Y, et puisque les (afigm)m sont symétriques en « et 3, on
en déduit que

B, - P @G,

= X I+ (XY
Y GG~ ()Y (@)X )
_ (X“(x)(g};j)x —Y“(@(%fjh) g;’; ,
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Par suite

(Xj@c)(aw)x P >w> ()"

ayj ayj
8Y5 o L, 0XP oy’ oxY 0
- (@G v @G ) (G5 ) Gl
8Yﬁ ox” 0
= — Y _
(@G -7 @G- ) G-
puisque
oyt . OxY oY
D’ou la proposition. ([

Le calcul ci-dessus s’évite, et la preuve se simplifie, en remarquant que pour
toute fonction f: M — R de classe C?, et tout x € M,

(X, Y](2).(f) = X(2).(Y(f)) = Y(2).(X(/)) ,
ou X(f) et Y(f) de81gnent les fonctions de M dans R qui sont définies par les
équations (X (f))(z) = X(z).(f) et (Y(f))(z) =Y (z).(f) pour tout z € M.

6. L’espace tangent d’une sous variété

Soient M une variété de dimension n, N une sous variété de M de dimension
q, et i : N — M linjection canonique définie par i(z) = x. On vérifie facilement
que pour tout x de N, i,(x) réalise un isomorphisme de T,,(N) sur un sous espace
vectoriel de dimension g de T,,(M). Pour le voir, on sait que 7 est un plongement,
et on utilise le fait que

Rg(i)x = Rg(ix(2)) .

Donc i, (x) est une application linéaire injective. Elle devient un isomorphisme de
T, (N) sur son image i,(z).(T,(N)). Par suite, T, (N) s’assimile canoniquement a
un sous espace vectoriel de T, (M), & savoir i, (z).(T;(N)). On vérifie facilement
que si (2, ) est une carte de M en z adaptée a N, de coordonnées associées
(1,...,2p), alors T (N), aprées assimilation & un sous espace de T, (M), est le sous
espace de T, (M) de base les {(a%ih}i:l:wtr On démontre ici le résultat suivant.

THEOREME 9.4. Soient M, M’ deuz variétés, f : M — M’ une application
de classe C, et yo un point de f(M). On suppose que Vo € f~1(yo), Rg(f)z =
dimM'. Alors N = f~(yo) est une sous variété de M, et pour tout x de N,

T.(N) = Kerf.(x)
apres assimilation de T,(N) & un sous espace de T(M).

DEMONSTRATION. Soit i : N — M l’injection canonique. On veut montrer que
pour tout z de IV,

ix(2).(To(N)) = Ker fu(x) .
Sachant que pour tout = de N, Rg(f)x = Rg(f«(z)) = dimM’, on tire du théoréeme
du rang que
dimKerf,(z) = dimM — dimM’ .
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Par ailleurs, on sait que dimN = dimM — dimM’, et donc
dim (i* (). (TI(N))) = dimKer f,(x)
pour tout  de N. Reste donc a montrer que pour tout x € N,
Z*(a:)(Tx(N)) C Kerf.(x) .

Soit x un point de N. Pour tout X € T,(N), et toute fonction h : M’ — R
différentiable au point yo = f(x), on a

(£+(@)-(i2@)-X) ) () = X (ho £ 014) -

Or, pour tout £ € N, ho foi(Z) = h(yy) = Cte, et donc

(fe@)-(in(@). ) ).(h) = 0

pour tout X € T, (N) et toute fonction h : M’ — R différentiable au point yo. Il
s’ensuit que

ix(2).(To(N)) C Kerf.(x) .
Dot le résultat. U






CHAPITRE 10

Calcul tensoriel et connexions linéaires

La calcul trensoriel et la notion de dérivation covariante, attachée & la notion
de connexion linéaire, permettent de retrouver une chaine de dérivation pour les
dérivées d’ordre supérieur.

1. Le fibré cotangent

Soit M une variété de dimension n, z un point de M, et (£2, ) une carte de M
au point « de coordonnées associées (x1, ..., 2z,). On note T(M)* I'espace dual de
T, (M), a savoir

T,(M)* = L(T,(M),R) ,

et pour tout i = 1,...,n, on note dr’, la forme de T, (M)* définie par: Vj = 1,...,n,

I

ot & =1sii=j, et d! =0 sinon.
ProproOsSITION 10.1. La famille {dwi}izl st une base de T, (M)*.

DEMONSTRATION. On montre que la famille est libre. Si pour \;, i =1,...,n,
des réels, \;dzl = 0, alors pour tout j =1,...,n,

iy 9\ _
(i) (), =0

et ainsi A; = 0 pour tout j. D’ou le caractere libre de la famille. On montre
maintenant que la famille est génératrice. Pour cela, il suffit de vérifier que pour
tout n € T, (M)*,

n
9 ,
= _— d 3
1= G
ce qui se fait facilement (le membre de gauche et le membre de droite sont deux
formes linéaires qui coincident sur la base des (%)z, donc partout). D’ou la
proposition. [

On remarquera que pour tout 4, dz’, = dy*(x) ot dp'(z) est la différentielle de
¢' au point z. D’aprés cette proposition, tout n € T,,(M)* s’écrit n = n;dz’. Les
7; sont appelés composantes de 7 dans la carte (€2, ¢). On notera la “symétrie” des
formules ci-dessous avec celles correspondantes pour les vecteurs.

THEOREME 10.1 (Changement de carte). Soient M une variété de dimension
n, x un point de M, et (Q,¢), (¥,v) deux cartes de M en x de coordonnées

181
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associées (x1,...,xpn) €t (Y1,...,yn). Alors pour touti=1,...,n,
; oy’ ; ) oxt .
dyl. = (8x.j)$dwg" et dz), = (8yj)$dyi .
En particulier, sin a pour composantes (11, ...,n,) dans la carte (2, @), et (71, ...

dans la carte (' ,4), alors

oyl . . Oz’
= (G )y et = ()
pour tout v =1,...,n.
DEMONSTRATION. On sait que pour tout ¢ =1,...,n,

0 Oz’ 0

tandis que d’apres ce qui a été dit un peu plus tot,
= 0
dz’, = de;.(a—y_)zdy; :
j=1 J

De la premiere de ces relations, on tire que

.0 ok 0
del.(=—) = (=) da’.(=—
B (5mi)
= By;)e
Par suite, et pour tout i =1,...,n,
. Ozt .
dr’, = (ayj)mdy; .
Par symétrie, il s’ensuit que pour tout i =1,...,n,
, oyl .
dy; = (8Ij)£dw§; :

et la premiere partie du théoreme est démontrée. Pour ce qui est de la seconde,

soit 7 € T,(M)* de composantes (1, ...,7,) dans la carte (2, 9), et (71,...

dans la carte (€,1). On écrit que

n = nida,
oz’ -
= du?
nz(ayj )$ Yz
= 7;dy;,
de sorte que pour tout j =1,...,n,
- ozt
nj = (@j)ﬂi )

+TIn)

ce qui constitue une des relations qu’il nous fallait démontrer. Par symétrie, on

obtient ’autre relation. D’ou le théoreme.

O
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On définit maintenant le fibré cotangent T*(M) de M. Par définition, il s’agit
de la réunion (disjointe) des T,.(M)*, x € M. On écrit que
(M) = | T.(M)* .
reM
Si A désigne latlas saturé de M, & toute carte (2, ) de A on associe 'application
O: | Tu(M)* — () xR"
e

qui an € Ty(M)*, x € Q, associe

(I)(n) = (LU],...7.'L'TL,’I7]_7...,7’]”> 5
ou les x; sont les coordonnées de = dans (9, ), et les n; sont les composantes

de n dans (2,¢). En procédant comme dans le cas du fibré tangent, on montre
facilement:

(1) qu’il existe une et une seule topologie sur T*(M) pour laquelle:

(i) pour tout ouvert €2 de M, U T,.(M)* est un ouvert de T*(M),
€N
(ii) pour toute carte (£2,¢) de A, application ® construite ci-dessus est

un homéomorphisme de U T, (M)* sur p(Q2) x R™,
z€eQ

(2) que si T*(M) est muni de cette topologie, 'ensemble des

(Urnone)

€N

est un atlas de classe C* sur T*(M) (formules de changement de cartes).
D’ou le résultat suivant.

THEOREME 10.2. Soit M wune variété de dimension n. Son fibré cotangent
T*(M) posséde une structure naturelle de variété de dimension 2n, donnée par les
cartes construites ci-dessus.

C’est désormais a cette structure que nous ferons référence. On note IT :
T*(M) — M la projection canonique qui & n € T,,(M)* associe II(n) = x. Comme
dans le cas du fibré tangent il s’agit d’une submersion.

Les applications @ du fibré tangent comme du fibré cotangent sont construites
sur le méme modele:

®(objet)
= (coordonnées de z, composantes de 1'objet) ,

i.e. (coordonnées de x, composantes de X) pour le fibré tangent et, pour ce qui est
du fibré cotangent, (coordonnées de x, composantes de 7).

Etant donnée M une variété, on appelle 1-forme sur M toute application 7 :
M — T*(M) qui vérifie Il o = Idy;, i.e qui est telle que pour tout z € M,
n(z) € T,(M)*. On dira alors que 7 est de classe C* si elle est de classe C* en
tant qu’application de la variété M dans la variété T*(M). Si maintenant (2, )
est une carte de M de coordonnées associées (x1,...,Z,), et si n est une 1-forme
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sur M, on appelle fonctions composantes (ou tout simplement composantes) de 7
dans (€2, ¢) les fonctions 7; : & — R définies en tout point x de € par la relation

n(x) = ni(x)das, .
Par suite, et pour tout i et tout « dans Q, n;(x) = n(x)(a%)x

PROPOSITION 10.2. Une I-forme n est de classe C* sur l'ouvert Q d’une carte
(Q, ) de M si et seulement si ses fonctions composantes dans (€2, ¢) sont de classe
Ck sur Q.

La démonstration de cette proposition est immédiate en raison de la structure
placée sur T*(M).

2. Eléments de calcul tensoriel

Soient F un R-espace vectoriel de dimension finie, et E* son espace dual, i.e
E* = L(E,R). Si (e1,...,e,) est une base de E, on définit pour tout i = 1,...,n
I’élément e** de E* par: Vj =1,...,n,
e*(ej) =6} .
Alors (el*,...,e™) est une base de E*, appelée base duale de la base (eq,...,e,).
La preuve de cette assertion est ici identique a celle que nous avons effectuée pour

montrer que les dzé formaient une base de Ty, (M)*.

PROPOSITION 10.3. L’application ¢ de E dans E** = L(E*,R) définie par:
Vu e E, V0 € E*,
e(u).(0) = 6(u)
est un isomorphisme de E sur E**. En particulier, [’espace vectoriel E** s’assimile
naturellement a E.

DEMONSTRATION. Il est clair que ¢ est linéaire. Comme par ailleurs dimFE =
dimE**, il nous suffit de montrer que ¢ est injective. Soit (ey,...,e,) une base de
E. Si pour deux vecteurs u et v de E, ¢(u) = ¢(v), alors en particulier, pour tout
Z,

e™*(u) = e™*(v) .
Or, on le constate facilement, les e™*(u) et e™*(v) sont les coordonnées de u et v
dans (e1,...,e,). Il s’ensuit que si p(u) = p(v), alors u = v. D’ou le résultat. O

Concretement, I'assimilation de E** avec E consiste a regarder un vecteur u
de E comme 1'élément de E** défini par: u(n) = n(u) pour tout n € E*.

DEFINITION 10.1 (Produit tensoriel 1). Soient (E;);=1,...n N R-espaces vec-

toriels de dimensions finies, et soient 0; € Ef, i =1,...,N, N formes linéaires.
Alors 01®- - -®0N est la forme N-linéaire sur E1X- - -x En définie par: V(u1,...,uy) €
FEix---x EN,
N
(01®@ - ®0n).(us, ..., uy) = Hei(ui) .
i=1

Ici, 01 ® 05 se lit 01 “tensoriel” 5.

Etant donnés des entiers p et ¢, on appelle variance de type (p, q) tout (p + q)-
uplet v composé de p symboles x et ¢ symboles —. La longueur de la variance est
alors Uentier |v| = p + ¢. Par exemple v = (x * —*) est une variance de type (3,1),
tandis que v = (— * x — % x —) est une variance de type (4, 3).
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DEFINITION 10.2 (Définition des tenseurs). Soit E un R-espace vectoriel de
dimension finie. Un tenseur sur E de variance v = (—* —xx—%...) est une forme
|v|-linéaire sur

E*XEXE*XEXEXE"XEXx...

(Les — deviennent des %, les x deviennent des —). Si v est de type (p,q), un tel
tenseur est dit p-fois covariant, q-fois contravariant, et ordonné suivant la variance

(v)
v. L’espace de ces tenseurs est noté @ (E). Par convention, cet espace vaut R si
la variance v est vide.

A titre d’exemples: (1) Une forme linéaire sur F est un tenseur 1-fois covariant
et O-fois contravariant, i.e de variance v = (x).

(2) Un vecteur sur E (via l’assimilation de E & E**) est un tenseur 1-fois
contravariant et 0-fois covariant, i.e de variance v = (—).

DEFINITION 10.3 (Produit tensoriel 2). SiT et T sont deuz tenseurs sur E de
variances respectives v = (—x —xx—*...) et 0= (x—*x—*...), alors T T (lire
T “tensoriel T) est le tenseur sur E de variance

VO =(—khk—,kk— Kk hk—*k—K...)

défini par: pour tout X € E* X E X E* x E X Ex E* x Ex ... et tout Y €
EXE*XxExE*xEx..., (T®T).(X,Y)=T(X)T(Y).

On vérifie facilement ici que le produit tensoriel ® est: (1) associatif: T3 ® (T2 ®
T3) = (T1 ® Ty) @ T3, (2) distributif (sur +): 71 @ (To +T3) =Ty @ To + T} @ T3,
ou dans (2), Ty et T3 sont deux tenseurs de méme variance.

THEOREME 10.3. Soit (e1,...,e,) une base de E, et soit v = (—x—x*...)
(v)
une variance. Alors @ (E) admet pour base les
;e Qe Qe Re™ ®...

pour i,5,k,l,m,--- = 1,...,n, ou E est assimilé a E** de sorte que pour tout
i=1,...,n et tout 0 € E*, e;(0) = 0(e;). Les coordonnées T';*,,, ... d’un tenseur

(v)
T € ®(F) dans cette base sont appelées composantes de T dans (eq,...,ey,).
DEMONSTRATION. Supposons pour simplifier que v = (—%—). On veut montrer

) (v)
que les (e; ® e7* ® ex); jk=1,.,n forment une base de ®(F). On commence par
montrer que cette famille est libre. Si pour des réels /\ijk,

Aijkei Re*Qe,=0
alors pour tout ig, tout jg, et tout kg,
()\ijkei Qe ® ek>.(ei°*, €jos eko*) =0.
Or
()\ijkei ®e* ® ek).(eio*,ejo, eko*) = \ioj ko
D’ou le caractere libre de la famille. On montre maintenant que la famille est
génératrice. Soit donc T un tenseur de (@%)(E). On pose

Tk =T (e™, e, ) .
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Alors pour tout 6 = ;e € E*, tout u = ule; € E, et tout 6= éiei* € B,
T(G,u,é) = 9iuj9~kT(ei*,ej,ek*)
= Tiijiujék
= (T"%e; ® e @ ex).(0,u, 9) .
D’ott le théoréme. O

La proposition suivante a lieu. Sa preuve est immédiate.

PROPOSITION 10.4. Soit (ey,...,e,) une base de E et soient T et T deux
tenseurs sur E. Alors les composantes de T @ T dans (e, ..., ey,) sont le produit
des composantes de T dans (eq,...,e,) et des composantes de T dans (eq,...,ey,).

A titre d’exemple, si T = T'%e; @ e/* @ ey et T = T, e, @ €™*, alors
TeT = Tijlemei Re* Qer e @™ .
On énonce maintenant quelques conventions importantes.

Convention 1: Une variance est dite ordonnée si elle est du type (x--- %
— .- —), L.e si les symboles x sont placés en téte de la variance, et les symboles —
en queue de la variance. Par tenseur p-fois covariant et g-fois contravariant (sans
précision de variance) on entend un tenseur dont la variance est ordonnée.

Convention 2: Dans 'écriture des composantes d’un tenseur dans une base,
et afin de pouvoir appliquer la convention d’Einstein, on place toujours les indices
de covariance en bas et les indices de contravariance en haut.

Les indices de covariance sont les indices des formes (i.e. les 7;) tandis que les
indices contravariants sont les indices des vecteurs (i.e. les X*).

Dans une expression du type T;7'™, les indices i, k sont les indices de covari-
ance tandis que les indices j,I,m sont les indices de contravariance. Le tenseur
T qui a les T;7,'™ comme composantes est un tenseur 2-fois covariant et 3-fois
contravariant, et ordonné suivant la variance v = (x —x — —).

THEOREME 10.4 (Changement de base). Soient (e1,...,¢e,) et (€1,...,€,) deuz
bases de E. On note (al) et (0%) les matrices de passage définies pour tout i =
1,...,n par

ei=alé; et e = e

(Pour tous i,j5 = 1,...,n, afbj = 63 de sorte que l'une est linverse de l'autre).

(v)
Soit v = (—* — x*...) une variance, soit T € ® (FE), et soient

Tijk“n e et Tijklm e
les composantes de T dans (e1,...,en) et (€1,...,¢E,). Alors
T = T 5. al bl abbb, . %)

pour tous i, 5, k,l,m,....
DEMONSTRATION. Supposons pour simplifier que v = (— * —). Par définition,
Tk =T(e™,&,e") .
Or

~ix __ i ook ~ __ 1B ~kx __ _k_yx
e =ane™ , e =bjes, €7 =aje’” .
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Par suite,

Tk = afxbfalfyT(ea*, e, ) = T“@'ya;bfaﬁ .
D’ot le résultat. g

La formule (%) fut pendant longtemps utilisée comme définition des tenseurs.
Par tenseur on entendait un objet géométrique dont on ne précise pas la nature
concrete, mais qui possede par rapport a toute base de E des composantes qui
sont assujetties & varier par changement de base selon la formule (x). On retrouve
facilement la formule () en remarquant que les indices covariants changent comme
ceux des formes, tandis que les indices contravariants changent comme ceux des
vecteurs. Pour un vecteur on a en effet que Xi = ale @, tandis que pour une
forme, 7; = b¥n,. Reste alors a “recoller” |v|-fois ces relations pour obtenir (x).

On termine ces éléments de calcul tensoriel par la définition de la contraction.
On veut ici donner du sens a des expressions du type T;“ ijla, sommeées en « part
convention d’Einstein, qui proviennent d’un tenseur plus général T';* ijl g mais ol
le ler indice contravariant (le «) et le 4éme indice covariant (le 3) sont égalisés puis
sommés.

DEFINITION 10.4 (Définition de la contraction). Soit T' un tenseur sur E p-fois
covariant, q-fois contravariant, et ordonné suivant une variance v. Pour1 <k; <p
et 1 < ko < q deux entiers, on appelle contraction de T d’ordre (k1,k2), et on note
C’ZfT, le tenseur sur E défini par

(1) C,ijT est (p — 1)-fois covariant et (q — 1)-fois contravariant de variance v
ot l'on a supprimé le kiiéme symbole x et le kyieme symbole —,

(2) Dans une base de E, les composantes de C,’;fT sont les composantes de T
ot le kiieme indice covariant et le kotéme indice contravariant sont égalisés puis
sommeés.

A titre d’exemple: si T = Tijkmei ® e7* ® e, @ e™*, alors
C3T =T'\,% he; @ ™ .
On montre sans difficulté a partir du théoreme de changement de base que cette
définition ne dépend pas du choix de la base.

DEMONSTRATION. Pour simplifier traitons du cas v = (— x —x) de 'exemple
ci-dessus. Avec les notations du théoreme de changement de base, la formule (x)
s’écrit ici
Tijkl = Ta375agbfaf/b? . (*)
Par suite,

Tisel = Tagw(;aibﬁaeb? .

aVe Wy

Or les matrices (a{) et (b}) sont I'inverse I'une de I’autre. Donc
epB — §58
ajb. =465,
et on trouve ainsi que }
Tzsel = Taﬁﬂ(;agb? .
Donc
T8 @ é* = TP 50’ be; @ 6

= To‘/gﬁgea ® e*
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car e, = al&; et o = bY&*. Dot le résultat. O

3. Le fibré vectoriel des tenseurs

Soient M une variété de dimension n, x un point de M, et v une variance. Si

(v)
T € @ (Ty(M)), et si (Q,¢) désigne une carte de M en x de coordonnées associées

(z1,...,2n), on appelle composantes de T dans (2, ¢) les composantes de T' dans
la base ((%)1, e (%)1) de T, (M). Si maintenant (£2,¢) et (©',1) sont deux
cartes de M en x de coordonnées associées respectives (21,...,Zn) et (Y1,...,Yn),
si par exemple v = (—x—*...), et si Tijkl ...et Tij’“l ... sont les composantes de
T dans (€, ) et (Q',1)), alors en raison de ce qui a été dit au paragraphe précédent,

oyt . 0xP 8731’“ 0z

Thk =T ... — — s 10.1
Jjl B s (axa)x(ayj x ax’y x ayl T ( )
11 suffit ici de se souvenir que pour X € T, (M) et n € T, (M)*,
_y oy’ oz®
Xi= (L), XY et 1 = (o) e -
()X et i = (G
En particulier, sachant que pour toute base (e1,...,e,) de T,(M) il existe une

carte (2, ) de M au point x telle que pour tout i, (52-), = e;, la relation (10.1)

(v)
caractérise les tenseurs de T, (M). On note maintenant ® (M) la réunion (disjointe)

des %) (T (M)). On écrit

(v) (v)
®(M)= ] ®(T(M)) .
xeEM
Si v = (—), on retrouve le fibré tangent. Si v = (%), on retrouve le fibré cotangent.
Soit A latlas saturé de M. A toute carte (£2,¢) de A on associe 'application

Y %)(Tw(M)) — () x R""

zeQ

(v)
quiaT e ® (T$(M)), x € Q, fait correspondre les coordonnées de = dans (2, ¢),
suivies des composantes de T' dans (€2, ). En procédant comme dans le cas des
fibrés tangents et cotangents, on vérifie facilement que:

(v)
(1) il existe une et une seule topologie sur ® (M) pour laquelle:

(v) (v)
(1a) pour tout ouvert 2 de M, J, .o @ (T%(M)) est un ouvert de @ (M),

(1b) pour toute carte (€2, ¢) de A, 'application ® construite ci-dessus est
un homéomorphisme,

(v)
(2) st ®(M) est muni de cette topologie, I’ensemble des

(v)
( U ® (Tz(M))v(I))(Q,gp)eA
e

(v)
est un atlas de classe C° sur ® (M).

D’ou le résultat suivant.
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THEOREME 10.5. Soient M un variété de dimension n, et v une variance. Le

(v)
fibré @ (M) posséde une structure naturelle de variété de dimension n(1 —I—n‘”"l).
Cette structure est déterminée par l'atlas construit ci-dessus.

On note
(v)
nm: (M) — M

(v)
la projection canonique qui & T € ® (T,(M)) associe II(T') = x. On vérifie facile-

ment que IT est une submersion.

La encore, on le constate facilement, 'application ® des cartes du fibré des
tenseurs est construite sur le modele

®(objet) = (coordonnées de x, composantes de 1'objet) ,

i.e. (coordonnées de x,composantes de X) pour le fibré tangent, ensuite on a vu
(coordonnées de x, composantes de 7) pour le fibré cotangent et, pour finir, on vient
de voir (coordonnées de x, composantes de T') pour le fibré des tenseurs.

Etant données M une variété et v une variance, on appelle champ de v-tenseurs
sur M toute application

(v)
T:M— ®(M)

qui vérifie la propriété que Il o T = Idy,, i.e qui est telle que pour tout =z € M,
(v)
T(z) € ®(T(M)). On dira alors que T est de classe C* s'il est de classe C* en

(v)
tant qu’application de la variété M dans la variété ® (M). On vérifie 1a encore
facilement que la proposition suivante a lieu.

PROPOSITION 10.5. Un champ de v-tenseurs sur M est de classe C* sur
DVouvert Q d’une carte (Q,p) de M si et seulement si les fonctions composantes
de T dans (Q,¢) sont de classe C* sur (.

4. Connexions linéaires

On aborde la notion de connexion linéaire qui est a la base de la dérivation
tensorielle.

DEFINITION 10.5. Soit M une variété. On note I'(M) [’espace des champs
de vecteurs différentiables sur M. Une connezxion sur M est une application D :

T(M)xT(M) — T(M) qui vérifie:

() VeeM,siXeT,(M)etY el'(M), D(X,Y) € T,(M),

(2) Yo € M, D réstreinte o T,(M) x T'(M) est bilinéaire,

) Vee M, VX € T,(M),VY e (M), si f : M — R est différentiable, alors
D(X, fY) = X(f)Y (z) + f(z) D(X,Y),

(4) VX,Y € T(M), Vk € N, si X et Y sont respectivement de classe C* et
CF1 sur M, alors D(X,Y) est de classe C* sur M, ot D(X,Y) est le champ
x— D(X(z),Y).

Etant donnée D une connexion sur M, on note le plus souvent DxY au lieu de
D(X,Y). Par définition, DxY s’appelle la dérivée covariante de Y par rapport a
X.



190 10. CALCUL TENSORIEL ET CONNEXIONS LINEAIRES

Soient D une connexion sur M, et (£2,¢) une carte de M de coordonnées
associées (x1,...,x,). Pour tout i = 1,...,n, on note

Vi=Dia,,
de sorte que pour tout z € €2, et tout X € I'(M),
(ViX)(x) :D(a%)mX.

Pour tous i,j =1,...,n, Vi(%), défini en tout point x de €2 par
0 0
Vi( )(z) = D(a%)z( )

dz; dz;
est alors un C'*°-champ de vecteurs sur 2. On note
I‘fj :Q—R
ses fonctions coordonnées dans (€2, ). Elles sont de classe C*° et définies par le
fait que pour tout x € €2, et tous i, =1,...,n,
Vilge)(a) = Th(e) ()

Par définition, les Ffj sont les symboles de Christoffel de la connexion D dans la
carte (£, ).

THEOREME 10.6. Les symboles de Christoffel d’une connexion D dans une carte
(Q, ¢) de coordonnées associées (21, .. .,xy), définissent (caractérisent) l’expression
locale de la connexion dans la carte en ce sens que pour tout x € §, tout X =
X'(3%)e € To(M), et tout Y = Y'(52-) € T(M),

L

DxY = XY(V,;Y)(x) ,

ot
Y _
(VYY) () = ( I, o + T (2)Y(2)
pour tout v =1,...,n, et tout j =1,...,n.

DEMONSTRATION. Avec le point (2) de la définition d’une connexion,
DxY = X"(V;Y)(x) .
Toujours d’apres (2),
(ViY)(z) = ZD(Q%)I (Y](%)) -
j=1 ’ J

Or, d’apres (3),

Doy, (V(50)) = (e ()G + V@)D, ()
oy 9 ; 9
= (GG + VT )

D’ou la relation ]
j oy’ J «
(Vi¥)(2) = (5 )z + Iia(2)Y(2)

et le résultat. O
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Le changement de base pour les symboles de Christoffel sont donnés par le
théoreme suivant. Le résultat s’obtient facilement par calcul direct a partir des
relations qui expriment les (%) en fonction des (3%») (et réciproquement). On

donne le théoreme sans preuve.

THEOREME 10.7. Soient M une variété et D une connewion sur M. Etant
données (Q, ) et (,7) deux cartes de M de coordonnées associées (x1,...,%y)
et (Yy1,...,Yn), On note Ffj et f‘fj les symboles de Christoffel de D dans (2, ) et
(Q, ). Alors pour tout x € Q, et tous 1, J, k,

- 0% oy* oz~ 0xP oyF
k. = —Z_ v Y (=2
ot
0%z

2 « —

En particulier, les symboles de Christoffel ne sont pas les composantes d’un champ
de tenseurs sur M.

Les symboles de Christoffel ne sont pas les composantes d’un champ de tenseurs
sur M car ils ne vérifient pas une formule de type (10.1).

5. Géodésiques, torsion et courbure

Les géodésiques sont aux espaces courbes ce que les droites sont a l’espace
euclidien.

DEFINITION 10.6. Soit M une variété, soit D une connexion sur M et soit

C :[0,n] = M un chemin de classe C*®. Ftant donné ty € [0,7], et (2, ) une
carte de M en C(ty), on note C*(t) = ©*(C(t)) les composantes de C' dans la carte
(elles sont définies au moins pour t proche de ty). On dit que C' est une géodésique
sur M si dans toute carte (2, ) de M,

d*C* & dCt dC?

() + T (C) (0
pour tout k et en tout point t tel que C(t) € 2, ot les I‘fj désignent les symboles de
Christoffel de la connexion dans la carte. La définition est intrinséque au sens ot
elle ne dépend pas du choizx de la carte.

(t) =0

Etant donnés z € M et X € T,,(M), on montre qu'il existe C' : [0,17] — M une
unique géodésique qui vérifie C(0) = x et (%)0 =X, ou (%)tzo est le vecteur de
T, (M) défini par (49),.(f) = (f 0 O (0).

DEFINITION 10.7. Soient M une variété et D une connexion sur M. La torsion
T de D est le C*-champ de tenseurs 2-fois covariants et 1-fois contravariants dont
les composantes dans une carte (€2, ) sont les

E _ 1k k
T35 =13 - 1%,

ou les ]."fj sont les symbdles de Christoffel de D dans (€, ).

On vérifie facilement que les T 1’; sont bien les composantes du champ de tenseurs
a partir de la relation de changement des symboéles de Christoffel par changement
de carte. Une connexion est dite sans torsion, ou a torsion nulle, si 7" = 0. Cela
revient & dire que dans toute carte (2, ¢) de M, Ffj = I‘é?i pour tous i, j, k.
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DEFINITION 10.8. Soient M une variété et D une connexion sur M. La cour-
bure R de D est le C*°-champ de tenseurs 3-fois covariants et 1-fois contravariants
dont les composantes dans une carte (§2,¢) sont les

l
ar,
al'k

ort.

l
Rz‘jk(l’) =( 8$j x

—(

)i+ Do (@)T3(2) = T (#)05i(2)
ou les I‘fj sont les symbdles de Christoffel de D dans (€, ).

Le calcul pour démontrer que les Réj & sont bien les composants d’un champ de
tenseurs est plus compliqué que pour la torsion. Il reste néanmoins faisable. On
pourra aussi interpréter torsion et courbure de fagon intrinseque pour quotienter
ces calculs.

s T N 1 _ 1 . y
La courbure vérifie la symétrie premiere R}, = —Rj; en tout point d’une

carte et pour tous 7, j, k, [. Elle vérifie d’autres symétries plus avancées comme avec
les identités de Bianchi de la Section 8.

6. Extension de la dérivation covariante aux champs de tenseurs

On montre que la dérivation covariante s’étend naturellement des champs de
vecteurs aux champs de tenseurs.

THEOREME 10.8. La dérivation covariante par rapport ¢ un vecteur X de
T, (M) s’étend de fagon unique des champs différentiables de vecteurs d la catégorie
plus générale des champs différentiables de tenseurs. L’opérateur Dx est alors to-
talement caractérisé par les quatre propriétés suivantes:

(1) Si f: M — R est différentiable, Dx (f) = X(f),

(2) Dx conserve la variance,

(3) Dx est un opérateur de dérivation pour le produit tensoriel,
(4) Dx commute avec la contraction.

Le point (2) signifie que si T est un champ différentiable de tenseurs de variance
v, alors DxT est un tenseur de variance v sur T, (M). Le point (3) signifie que si
T et T sont deux champs différentiables de tenseurs, alors

Dx(T®T)=(DxT)®T(z) + T(zr)® (DxT) .
Le point (4) signifie que si T" est un champ différentiable de tenseurs p-fois covariants
et g-fois contravariants de variance v, alors pour tout 1 < k; < pet tout 1 < ks < g,
Dx(C2T) = Ci2DxT .

Pour simplifier I'écriture de ce qui va suivre, on suppose que les variances sont
ordonnées. Soit (€2, ) une carte de M de coordonnées associées (x1,...,%,), et
solent Ff’j les symboles de Christoffel de la connexion D dans (Q,¢). Si X =

X i(%)m x € Q, et si T est un champ différentiable de tenseurs p-fois covariantes

et g-fois contravariants de composantes Tgf_’_’_i ? dans (£, @), alors

DxT = X"(VT)(z) ,
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ou (V;T)(z) est le tenseur p-fois covariant et g-fois contravariant de T, (M) dont
les composantes dans (€2, ¢) sont données par la relation

. T+
T) ()00 — (i
(VZT) (x)il...ip ( axi )x

—ZFW T i, () (10.2)

+ZF TJl ]k 100 k41 ]q(x).

Pour les champs de vecteurs X et les champs de 1-formes 7 on retrouve bien
évidemment les formules
0XJ

(ViX) () = ( 92,

(Vi) (@); = () = T (@)

Les symboles de Christoffel apparaissent avec le signe + pour les indices contravari-
ants, et avec le signe — pour les indices covariants.

Jo + Il (2)X ()

DEFINITION 10.9. Soient M une variété, et D une connexion sur M. Si T est
un C*-champ de tenseurs p-fois covariants et q-fois contravariants sur M, on note
VT le C*~1-champ de tenseurs (p + 1)-fois covariants et q-fois contravariants sur
M défini par: pour tout x € M, tous Xq,...,X,11 € Tp(M), et tous n1,...,m4 €
To(M)*,

(VT)(x).(Xl,...,XpH,nl, . ,nq)
= (DXIT)(X27 .. '7Xp+1u7717 s 777q) .

Ses composantes dans une carte sont données par la formule

(vr)h = (T

1optl ipt1

ot (VilT)]:l”'?‘q est comme dans la formule vue plus haut.
d2.ipt1

Par extension, et par récurrence, pour tout m € N, on pose V™71 = V(melT),
avec la convention que VOT = T. On a ainsi établie une nouvelle chaine de
dérivation.

7. Une connexion pour dériver autant qu’on le veut

Les connexions permettent de développer une théorie des différentielles d’ordres
supérieures sans passer par les tangents des tangents des tangents. On suppose
dans ce qui suit que la connexion est sans torsion (ce qui est le cas pour la
connexion de Levi-Civita du cas riemannien). Les symboles de Christoffel Ffj
sont donc symétriques en 7,j. On peut alors regarder la “dérivée” d’ordre n
d’une fonction f : M — R comme un tenseur n-fois covariant V" f parfaitement
défini. Pour l'interpréter comme une dérivée d’ordre n il faut juste admettre que la
dérivée d’ordre n au sens classique euclidien va ici étre perturbée par des dérivées
d’ordres inférieurs. Et dans toute cette approche on garde la tres précieuse hérédité

v = v(Vrl).
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La “dérivée” premiere de f : M — R en un point a € M va donc étre morale-
ment la 1-forme (ou le tenseur 1-fois covariant) notée V f(a) et qui, dans une carte
locale en a, a pour composantes

of
\Y ;=
(VHla)i = (52,
pour tout i = 1,...,n. Ici, pas de perturbation par des termes d’ordres inférieurs.

La “dérivée” seconde se regarde alors moralement comme le tenseur deux fois co-
variant, noté V2 f(a), et aussi appelé hessien de f en a, dont les composantes dans
une carte sont les
*f of
V2f)(a)i; = —Tr(a) (=) ,
( f)( )U (axiaxj)a 1.7( )(awk)a

ou les Ffj sont les symboles de Christoffel de la connexion dans la carte et

0% f
8331'8.13j

dans la carte (€, ¢). La formule est symétrique en 4, j puisqu’on a supposé la con-
nexion sans torsion. Les “dérivées secondes” sont ici perturbées par des “dérivées
premieres”. On y gagne plus qu'on y perd car V2f(a) est un tenseur parfaitement
défini et on sait donc, en un certain sens, “attraper” un objet que 1'on peut re-
garder comme la “dérivée” seconde de f en a. Si on continue & dériver on atteint
la “dérivée” troisitme V3 f = V(V2f). Avec la formule tensorielle

oT;;
8.’L‘k

)a = Dl2] (f °© SDil)gp(a)

(ViT),; = (

ij

) — Thi(a)Toj(a) — T7;(a)Tia(a)

valable pour VT lorsque T est un tenseur deux fois covariant (c’est la formule
(10.2) dans le contexte des champs de tenseurs deux fois covariants), appliquée a
T = V?2f, on obtient V3 f(a) dont les composantes dans une carte sont les

_ . Of o 0% f ors;\ (of
(V2 F)ign = (Grrom,om)s ~ LGy o)~ (50 )algy )
o? 0
~ ) (), + T @) (5,
o *f o of
- ij(a)(m)a + ij,(a)riﬁa(a)(%)a
_ i o o*f o o*f
N (8a:i8xj3xk)“ B ij(a)(axaaxk)“ - ik(a)(axaaxj)“
0? 0
T3 (Gg)a ~ Sk @ (),
ou
f

_ 3 —1
(83316963‘81‘;6)@ =Di(foy )w(a)
dans la carte (€2, ¢) et ou les Siﬁjk sont donnés par

8
ar?,

B
Si 8a:k

zjk(a) = (

), — T (a)T (a) — T%.(a)T5, (a) -
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Les “dérivées” troisiemes sont donc perturbées par des “dérivées” secondes et
premieres, ce qui peut étre génant, mais on gagne néamnoins que V*f(a) est un
tenseur parfaitement défini que I’on peut regarder moralement comme la “dérivée”
troisieme de f en a. Les perturbations en “dérivées” secondes sont invariantes
par permutations de {i,j,k}. Ce n’est par contre plus le cas des perturbations
N . : . L4t m _ Qm i a ‘e Qm m
premieres. On a bien la symétrie Sj7) = Sjp pour tous 4, j, k, m mais ST # Sj7..
En fait on constate avec la formule de la Définition 10.8 que
m m __ pm
Sijk — Skji = Rk
pour tous i,j,k,m. La courbure intervient donc dans le défaut de symétrie des

perturbations premiéres. Rien de bien surprenant en géométrie différentielle si ’on
pense aux relations établies par Bochner et de Rham.

8. Les identités de Bianchi

Les identités de Bianchi sont des identités qui sont toujours satisfaites par la
courbure. N’importe quoi ne peut donc pas étre courbure d’une connexion. Il y a
des contraintes.

THEOREME 10.9. Soient M une variété, D une connexion sur M, et (€, )
une carte de M. On suppose (pour simplifier) que D est sans torsion. Alors:

(1) Premiére identité de Bianchi: pour tout x € Q, et tous 1,7, k, 1,

Z Ri]k(x) =0 )

cycle {i,j,k}

(2) Seconde identité de Bianchi: pour tout x € Q, et tous i, j, k,l,m,

Z (ViR) (x)injk =0,

cycle {i,j,k}

o E Qijk = Qjjk + Okij + Qjki-
cycle {i,j,k}

9. La connexion de Levi-Civita du cas riemannien

Les variétés riemanniennes sont une catégorie importante de variétés. Elles
sont munies de connexions naturelles dites de Levi-Civita.

DEFINITION 10.10. Une métrique riemannienne sur une variété M est un C>-
champ de tenseurs deux fois covariants sur M qui définit en tout point x de M
un produit scalaire sur Tp(M). Une variété riemannienne est un couple (M, g)
constitué d’une variété M et d’une métrique riemannienne g sur M.

Puisque tout produit scalaire est symétrique, si les g;; sont les composantes de
g dans une carte de M, alors g;; = g;;. On montre “assez facilement” que toute
variété paracompacte possede une métrique riemannienne. On peut procéder par
recollements de métriques “euclidiennes” a partir de l'existence de partitions de
I'unité.

On sait mesurer la longeur des courbes C! (par suite aussi des courbes C! par
morceaux) sur une variété riemannienne. Si~y : [a,b] — M un chemin de classe C*,
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on note (21), le vecteur tangent de T, (M) défini par: Vf : M — R différentiable

au point (1), (),-(f) = (f 07)'®).

DEFINITION 10.11. Soient (M, g) une variété riemannienne et v : [a,b] — M
un chemin de classe Ct. La longueur de v, notée L(¥), est définie par

1
1) = [ ol (e ) ar.

Lorsque v est seulement supposé de classe C' par morceauz, sa longueur est la
somme des longueurs des chemins de classe C' dont il est composé.

Les géodésiques sont (en un sens & préciser) les chemins qui réalisent la longueur
entre deux points d’une variété (les chemins de longueurs minimales). On donne le
résultat suivant sans preuve (méme si celle-ci n’est pas hors de portée).

THEOREME 10.10. Soient (M, g) une variété riemannienne, et x, y deuz points
de M. SiCyy désigne ensemble des chemins C' par morceauzr d’extrémités x et
Y, on pose

d(xz,y) = inf L .
@9 = _inf L()
Alorsd : M x M — R définit une distance sur M dont la topologie associée coincide
avec la topologie initiale de M.

Par suite, et puisque tout espace métrique est paracompact (théoreme de
Stone), on obtient qu’une variété possede une métrique riemannienne si et seule-
ment si elle est paracompacte. On montre maintenant que toute variété riemanni-
enne possede une connexion naturelle privilégiée. Cette connexion est appelée la
connexion de Levi-Civita de g.

THEOREME 10.11. Soit (M, g) une variété riemannienne. Il existe une unique
connexion sur M qui est sans torsion et pour laquelle la métrique g est a dérivée
covariante nulle. C’est par définition la connexion de Levi-Civita de g. FEtant
donnés (2, ) une carte de M de coordonnées associées (x1,...,2,), les symboles
de Christoffel de la connexion de Levi-Civita dans cette carte sont donnés par la
relation

rk }(59771;‘ Ogmi  0gij )gmk
2\ Oz Or;  Oxm, ’
ou les gij et g désignent respectivement les composantes de g dans (2, ), et les
composantes de la matrice inverse des g;; (i.e gimgmj = (5; pour tous i et j).

DEMONSTRATION. On montre tout d’abord 'unicité de la connexion, puis en-
suite son existence. Par définition,

_ 69¢j
ark

On écrit que pour tous i, j, et k,

(vig)jk + (ng)ik - (ng)ij =0 (10.3)
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Sachant que

99k m m
(Vig)jk = O, - Fi_jgmk — Likgjm
ik

dgii
(vk:g)ij = 8:;; = T%igms — Tk Gim

et sachant que la connexion est sans torsion, et donc que I'¥

et k, on obtient & partir de (10.3) que

= Fg?i pour tous %, 7,

gk L Ogir  0gij
8117,' 317]‘ al‘k

En contractant par ¢*, il suit que

! _1(89@‘ Ogmi 8gij)gml

A 2 8:@ 31']‘ B aﬂfm

ce qui est ’expression des Ffj du théoreme. D’ou 'unicité de la connexion de Levi-
Civita. L’existence se prouve en partant de I'expression des I'Y;, et en montrant
qu'’ils se transforment bien par changement de cartes selon la relation de changement
des symbdles de Christoffel. A savoir

Sk oYk 0%z 5 Ox® oz? oy
7 O Oy 0y, B gy, dy; Oz
A partir de 1a, on voit que les Ffj définissent bien une connexion. Reste a vérifier

que cette connexion est bien sans torsion, et telle que Vg = 0, ce qui ne pose aucun
probleme. (I

Au passage, dans la partie 2 de la preuve, on aura eu besoin d’utiliser le résultat
important suivant.

LEMME 10.1. Les g sont les composantes d’un C*-champ de tenseurs deux
fois contravariants sur M. On note g~' ce champ de tenseurs, désigné sous les
termes d’inverse du tenseur métrique. Il est lui aussi o dérivée covariante nulle,
au sens ot tout comme pour g, Vg~—! = 0.

DEMONSTRATION. On commence par montrer que les gij sont les composantes
d’un C*°-champ de tenseurs deux fois contravariants sur M. Pour cela on montre
que les g* changent comme le font les tenseurs deux fois contravariants par change-

ment de carte. Si (£, ¢) et (£2,1) sont deux cartes de M de coordonnées associées

(21,...,2n) €t (Y1,...,yn), et si z est dans QN Q, alors, avec les notations usuelles,
iy ox® 0xP
() = T il
i (x) = 9as(2) (o 5
Notons ‘ ‘
oy oy

TY(z) = ¢"°(z .
() = 4@ 52 )e o )e
Par unicité de la matrice inverse, il nous suffit de montrer que pour tous i, j,

gim(x)ij (z) = 512' )
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et on obtiendra que §¥(x) = T%(z), et donc la relation voulue. Or,

, % z? " g
i) T (0) = guale) G (G5 ) GG,

et on remarque que

8%‘5 8ym

(7)90( )w = 55 ’
Y, Oz,

puis que gas(z)g?° (x) = 62, et enfin, pour finir, que
Oz Oy’

(Byi I 8%)“’ % -

On a donc bien que _
9y"
0.,

5id —_ 9 %
g7 (z) = g7 (z)( )z(axg)ﬂc
et les g* sont bien les composantes d'un C'*°-champ de tenseurs g~! deux fois
contravariants sur M. Reste maintenant & montrer que Vg~! = 0. Pour cela on
fixe (2, ¢) une carte (quelconque) de M de coordonnées associées (z1,...,Z,), et
on note ¢ le champ de tenseur 1-fois covariants et 1-fois contravariants sur €2 de
composantes les symbdles de Christoffel §7. Alors

§=Cigog'.
Une premiere remarque simple est que Vo = 0. En effet,
J 855 m j J m

ce qui donne (Vké)g () = 0. Une seconde remarque est que, puisque la dérivation
covariante commute avec la contraction et dérive par rapport au produit tensoriel,
et puisque Vg = 0,

(ViCig® g Hi(2) = (CHo® Vig ™) (2)

de sorte que gia(a:)(ng_l)a] (z) = 0. En contractant par ¢"™(z), on obtient que
(Veg™)™ (@) =0

L = 0. Dot le lemme. O

et donc que Vg~

La métrique riemannienne et la connexion de Levi-Civita permettent de con-
struire le laplacien riemannien par contraction. Le laplacien riemannien A, f d’une
fonction f : M — R de classe C? sur une variété riemannienne (encore appelé
opérateur de Laplace-Beltrami) est défini par A, = —C{C3V2f ® g~'. Dans une
carte

Bgf = =97 (VF)y
2
(P pary (100
O0z;0x; 7 Oxy,
ou les Ffj sont les symbdles de Christoffel de la connexion de Levi-Civita de g dans

la carte. La convention de signe moins, qui assure que ses valeurs propres sont
positives, est 'opposée de la convention classique dans R™.




CHAPITRE 11

Eléments de géométrie riemannienne

On traite dans ce dernier chapitre d’éléments de géométrie riemannienne sans
prétention a I’exhaustivité. Pour pouvoir aborder plusieurs aspects du sujet nous
renoncerons a démontrer la plupart des résultats présentés dans ce chapitre. Il s’agit
essentiellement ici d’une introduction aux problématiques et outils principaux de
la géométrie riemannienne.

1. Les différentes courbures d’une variété riemannienne

Soit (M, g) une variété riemannienne. La courbure R de la connexion de Levi-
Civita, champ de tenseurs 3-fois covariants et 1-fois contravariant, se décline en
différentes courbures avec le jeu des contractions. Pour la courbure de Riemann il
s’agit de descendre 'indice contravariant en utilisant la métrique pour obtenir un
champ de tenseurs 4-fois covariants. La courbure de Riemann Rm, de g est alors
le C'*°-champ de tenseurs 4-fois covariants défini par la relation

Rm, =Ci(g® R)

olt C} est l'opérateur de contraction de la Définition 10.4. Dans une carte les
composantes R;;i; de Rmg sont données par la relation

Rijkl = gia Ry

ol les Rﬁj . sont les composantes dans la carte de la courbure R de la Définition
10.8. La courbure de Riemann vérifie un certain nombre de symétries. Exprimées
dans une carte: en tout point et pour tous ¢, j, k, [,

(i) (symétries premiéres) Rijii = —Rijik, Rijri = —Rjin et Rijry = Ryags

(ii) (premiere identité de Bianchi) Rijii + Rijr + Rikyy = 0,
et il y a bien sur la seconde identité de Bianchi qui, puisque g~ est a dérivée
covariante nulle, s’écrit (V;Rmyg)jkim + (Vi Bmyg) jkit + (ViRMyg) jlm: = 0.

1

Par contraction de la courbure de Riemann avec g—! on obtient la courbure de

Ricci Rey de g. La courbure de Ricci de g est ainsi le C°°-champ de tenseurs 2-fois
covariants défini par

Rey=ClC3Rmy @ g~ !
ou, de facon équivalente, par Rc, = C3R. Dans une carte les composantes R;; de
Rcg sont données par la relation

Rij = Raiﬁjgaﬁ ,
ou les R;j1; sont les composantes de Rm,, dans la carte. La courbure de Ricci Rey
est symétrique: R;; = Rj; en tout point et pour tous %,j dans une carte. Elle

est donc de méme nature que la métrique. Une métrique riemannienne est dite
d’Einstein lorsqu’il existe A € R tel que Rcy = Ag sur M.

199
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Une derniére contraction avec g~' permet de définir la courbure scalaire. La
courbure scalaire S, de g est la fonction de classe C°° sur M donnée par

S, =CiC3Rc, @9 " .
Dans une carte, Sy = Ra,ggo‘ﬁ.

Une derniere courbure, équivalente a la courbure de Riemann, est plus difficile
a appréhender. La courbure sectionnelle K, de (M, g) est application

Ky: |J G2M —R
zeM
définie pour tout P € GZM par

B Rmy (XY, X)Y)
KolP) = 50 (X, Xga) (V. Y) — g(0) (e X, V2

olt GZM est I’ensemble des plans vectoriels de T, (M), donc l'ensemble des sous
espaces vectoriels de dimensions 2 de T, (M), et (X,Y) est une base de P. On
vérifie sans difficulté particuliere que Ky (P) ne dépend pas du choix de la base
(X,Y) de P. En particulier, si (X,Y) est une base orthonormée de P pour g(z)
alors Ky(P) = Rmy(X,Y,X,Y). Les deux courbures Rmg, et K,, bien que de
différentes natures, sont équivalentes au sens ou la connaissance de 'une entraine
la connaissance de l'autre.

D’autres courbures plus spécifiques, comme la courbure de Weyl, jouent un
role important en géométrie riemannienne. Si H et K sont deux tenseurs 2-fois
covariants et symétriques sur un espace vectoriel F, le produit de Kulkarni-Nomizu
H o K de H et K, symétrique en H et K, se définit comme étant le tenseur 4-fois
covariant sur E donné par

HoKX,)Y,Z,T)=H(X,Z)K(Y,T)+ HY,T)K(X, Z)
— H(X, T)K(Y, Z) — H(Y, Z)K (X, T)
pour tous X, Y, Z,T € E. La courbure de Weyl W, de g et la courbure concirculaire

Z4 de g sont les C°°-champs de tenseurs 4-fois covariant donnés en dimension n > 3
par

1
W, = Rmy — ——R S
o = Mg = L e Ot S T =) Y

S
Z,=Rm, — ——2— .
g 9 2n(n—1) 909
Dans une carte, les composantes Wi de W, sont données par la formule

1
Wijki = Rijr — m(Rikgjl + Rjigi — Rugjx — Rjrga)
Sg

CE )

(gikgjl - gilgjk) )
et les composantes Z;;;,; de Z, sont données par

S
Ziitl = Riin1 — _ "9 ik 0il — GilGi
ikl = Rijr nn—1) (9ikgjt — 9ugjx)
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pour tous i, j, k,l. A cette liste on peut rajouter le tenseur d’Einstein
Sy
Eg = ch — ;g .

Ces différentes courbure permettent de caractériser différents états de la variété.
Une variété riemannienne (M, g) de dimension n > 3 est ainsi d’Einstein si et
seulement si Fy = 0 en tout point (en tant que champ de tenseurs 2-fois covariants).
Lorsque la variété est d’Einstein, S, est constante. Dans le méme ordre d’idée, une
variété est conformément plate (n > 4) si et seulement si W, = 0 en tout point
(en tant que champ de tenseurs 4-fois covariants), ot (M, g) est dite conformément
plate (ou encore localement conformément plate) si pour tout x € M il existe  un
voisinage ouvert de = dans M et f: M — R une fonction C'*° strictement positive
pour laquelle la métrique ¢ = fg est & courbure nulle sur €2, a savoir telle que
Rmgz = 0 sur §). Les métriques § qui sécrivent sous la forme g = fg sont dites
conformes a g. et la courbure de Weyl est un invariant conforme au sens ou si
g = fg, alors W5 = fW,. Enfin Z, caractérise les variétés & courbure sectionnelle
constante (voir la Section 2).

Il est facile de définir un produit scalaire sur les champs de tenseurs 4-fois
covariants en posant (T, T)Q =C..C8¢g'vg vy g el T. Dans une
carte en un point z on a écrit (7, T)Q = g"lj1 .. .gi4j4Tilml-4Tj1”_j4 et si la carte est
normale en z (voir la Section 3) on a tout simplement écrit que

(T, T), = Z Tiy.is T s
(ST ]

une écriture qui permet facilement de constater qu’on a bien la un produit scalaire
sur les champs de tenseurs 4-fois covariants. On vérifie facilement & partir des
définitions ci-dessus que

1
Rm, :Wg"‘niEg ©g+ 909 (11.1)

g

-2 2n(n —1)
et que cette décomposition est orthogonale (deux a deux) dans ’espace des champs
de tenseurs 4-fois covariants (pour le produit scalaire que associé a g que I’on vient
de définir).

2. Courbures et topologie

Une des questions majeures de la géométrie riemannienne est d’obtenir des
propriétés différentielles ou topologiques sur une variété a partir de propriétés sur
ses courbures. La classification premiere concerne les variétés a courbure section-
nelle constante. Par définition une variété riemannienne (M, g) est dite & courbure
sectionnelle constante A € R si pour tout € M et tout P € G2M, K (P) = \.
On montre que g est & courbure sectionnelle constante si et seulement si Z, = 0
et dans ce cas g est aussi d’Einstein et n(n — 1)\ = Sy (qui est constante). En
raison de la décomposition orthogonale (11.1) de la Section 1, g est & courbure
sectionnelle constante si et seulement si g est a la fois d’Einstein et conformément
plate (en dimension deux g est & courbure sectionnelle constante si et seulement
si Sy est constante). Quitte & changer la métrique g par Ag, avec A > 0 un réel
convenablement choisi, on peut toujours se ramener au cas ou K, € {—1,0,+1}.
La complétude d’une variété riemannienne (M, g) fait référence a la complétude
pour la distance d, induite par g.
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(i) L’espace euclidien (R", d), avec donc la métrique euclidienne donnée par les
symboles de Kroenecker dans les coordonnées euclidiennes, est une variété rieman-
nienne compléte simplement connexe a courbure sectionnelle constante nulle. On a
aussi Rmg = 0.

(ii) La sphere (S™, go) munie de sa métrique standard induite de la métrique
euclidienne de R™*! via le plongement canonique i : 8™ — Rt est une variété
compacte simplement connexe a courbure sectionnelle constante +1. Lue dans une
carte stéréographique la métrique gg est donnée par

4
s = T T

pour tous ¢,5 € {1,...,n}, ou | - | est la norme euclidienne de R™.

(iii) L’espace hyperbolique (H", gg) peut se définir de différentes fa ¢ cons. On
choisit le modele de la boule. Du point de vue différentiel on a alors H" = By(1)
la boule unité de R™, sa métrique gy étant donnée par

4
s = T

pour tous 4,5 € {1,...,n}, ou |- | est la norme euclidienne de R™. La variété
riemannienne (H", gg) est alors une variété compleéte simplement connexe & courbure
sectionnelle constante —1.

En fait, il s’agit des seules variétés completes simoplement connexes & courbure
sectionnelle constante —1,0 ou +1. Deux variétés (M,g) et (INV,§) sont dites
isométriques s’il existe un C'*°-difféomorphisme ¢ : M — N qui préerve les métriques
au sens de I'image réciproque de ¢, et donc si

9 (p(@)) (px(2)-(X), pu(2).(Y)) = g(2).(X,Y)

pour tout x € M et tous X, Y € T,(M). Le membre de gauche dans cette relation
se définit comme 'image réciproque de § par ¢ notée ¢*g. Avec le théoreme de
Myers-Steenrod, ¢ est une isométrie riemannienne si et seulement si ¢ est une
isométrie pour les distances d, et d; associées a g et §. Par ailleurs, la théorie du
revétement universel, que nous n’aborderons pas ici, nous dit que toutes variété
est en un certain sens le quotient d’une variété simplement connexe. Classifier
les variétés simplement connexes c’est donc, & quotient pres, classifier toutes les
variétés. La premiére classification (et essentiellement la seule qui soit compléte si
lon excepte les théoremes de rigidité) concerne les variétés & courbure sectionnelle
constante.

THEOREME 11.1 (Classification des variétés & courbure sectionnelle constante).
Soit (M, g) une variété riemannienne compléte simplement conneze de dimension
n a courbure sectionnelle constante K, € {—1,0,+1}. Si K, = —1, (M,g) est
isométrique a l’espace hyperbolique (H", go). Si K, =0, (M, g) est isométrique a
Vespace euclidien (R™,0). Si K, = +1, (M, g) est nécessairement compacte et est
isométrique a la sphére standard (S™, go)-

Le phénomene de compacité en courbure positive intervient plus vite, en fait
des la positivité de la courbure de Ricci. C’est l'objet du théoreme de Myers. En
un certain sens, la positivité de la courbure de Ricci oblige la variété a se recourber
sur elle-méme.
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THEOREME 11.2 (Théoréme de Myers). Soit (M, g) une variété riemannienne
compléte de dimension n. On suppose qu’il existe k > 0 tel que Rcy > (n— 1)k%g au
sens des formes bilinéaires. Alors M est compacte et son diamétre Dy (M) vérifie
Dy(M) < 7.

La positivité de la courbure de Ricci dans le théoreme de Myers signifie que
pour tout x € M et tout X € T,(M), Rey(z).(X,X) < (n — 1)k?g(z).(X, X).
Le diametre Dy(M) est par ailleurs naturellement défini comme le supremum sur
les z,y € M des dy(z,y), ou d, est la distance induite par g. En dimension 3, la
résolution de la conjecture de Poincaré par Perelman donne que la seule variété com-
pacte simplement connexe de dimension 3 est, a homéomophisme pres, la sphere
53, Une des conséquences notables de la théorie des revétements universels, du
Théoreme de Myers et du Théoreme de Cartan-Hadamard tel qu’énoncé ci-dessous
est qu’il ne peut coexister sur une variété compacte une métrique a courbure sec-
tionnelle négative ou nulle et une métrique a courbre de Ricci strictement positive
(au sens des formes bilinéaires).

D’autres théoremes notables concernant I'influence de la courbure sur la topolo-
gie des variétés riemanniennes existent bien stir. On en citera deux, le premier étant
énoncé sous une forme plus faible que dans son énoncé premier.

THEOREME 11.3 (Théoréme de Cartan-Hadamard). Si (M, g) compléte de di-
mension n est simplement connexe a courbure sectionnelle négative ou nulle, alors
M est difféomorphe a R™.

Une variété complete simplement connexe de dimension n a courbure section-
nelle négative ou nulle n’est donc rien d’autre que R™ muni d’une métrique g
complete a courbure négative ou nulle. Dans 'autre exemple que nous avons choisi
de présenter, la conclusion renvoie a la sphere S™.

THEOREME 11.4 (Théoréme de la sphere 1/4-pincée). Si (M,g) compacte de
dimension n est simplement connexe a courbure sectionnelle 1/4-pincée, a savoir
telle que 0 < K4 < A avec 0 > %A > 0, alors M est homéomorphe a la sphére S™.

Dans le théoreme de la sphere 1/4-pincée la question de savoir si on peut
remplacer ’homéomorphisme a S™ par un difféomorphisme a longtemps été étudiée.
La question est rendue difficile par 'existence des structures exotiques dont on a
parlé a la Section 9 du Chapitre 7. La question a de fagon remarquable recu une
réponse positive par Brendle et Schoen en 2008 [Classification of manifolds with
weakly 1/4-pinched curvatures, Acta Mathematica, 200(1) :1D13, 2008].

3. Cartes normales

Les cartes normales sont un outil tres utile en géométrie riemannienne. Etant
donnés (M, g) une variété riemannienne et z € M un point de M, une carte (£2, ¢)
en x est dite normale en x si

gij(a:) = 51']' et Ff](x) =0

pour tous 4,j,k. Puisque g est a dérivée covariante nulle, cela revient encore a

demander que g;;(x) = d;; et Oxgi;(x) = 0 pour tous i, 7,k (ou Oxgi;(x) renvoie a

. 995 o . :
Décriture exacte (52);). Le théoreme suivant a lieu.

THEOREME 11.5. En tout point d’une variété riemannienne il existe une carte
normale.
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Il est impossible par contre d’étre plus exigeant sur les ordres de nullité en x
sans condition supplémentaire. En effet la nullité des dérivées secondes de g en x
entraine de facto, comme on le voit avec les formules de la Définition 10.8, la nullité
de Rmgy en z. Or Rmy est un objet universel qui ne dépend pas de sa lecture dans
une carte, donc impossible & annuler par une lecture dans une carte si Rmy(z) # 0.
En particulier il est impossible de demander 'existence d’une carte en x qui serait
telle que g;; = d;; en tout point de la carte si Rmy n’est pas nulle au voisinage de
x. De facon surprenante, c’est en fait la seule obstruction.

THEOREME 11.6. Soit (M, g) une variété riemannienne et x € M. Il existe
une carte en T vérifiant g;; = J;; en tout point de la carte, et pour tous i,j, si et
seulement si Rmg = 0 au voisinage de x.

Le Théoreme 11.5 se démontre sans grande difficulté avec le théoreme d’inversion
locale (Théoréme 2.12). Le théoréme 11.6, lui, aura besoin du théoréme de Frobe-
nius (Théoréme 2.14) pour étre démontré.

Sans rentrer dans les détails, 'application exponentielle en un point xg est
un difféomorphisme local avec R™ qui redresse les géodésiques en ce point. Elle
fournit (ou plutdt Papplication inverse) une carte normale xg. Etant construite de
fagon assez précise, elle possede plusieurs propriétés remarquables. Tout d’abord
elle envoie les boules centrées en xzy sur les boules centrées en 0 dans R™ et, par
ailleurs, les coefficients du développement de Taylor en xy de la métrique dans cette
carte deviennent des polynoémes universels en les dérivées covariantes du tenseur de
courbure en z(. Le calcul des premiers termes donne le développement du théoreme
suivant.

THEOREME 11.7. La carte exponentielle en un point zq, qui redresse les géodésiques
issues de g, envoie les boules By, (r) dans M sur les boules By(r) dans R™ pour
r > 0 petit et, dans cette carte exponentielle en x,

1 1
i (2) = 01 + 5 Riag (#0)2°0” + { Riapspa®ala? +0(Y)  (11.2)

pour tout x dans la carte, ot les g;; et Riji désignent respectivement les com-
posantes de g et Rmy dans la carte exponentielle en g, les z* sont les coordonnées
dans cette carte, n est la dimension de la variété, r est la distance euclidienne a 0
et, surtout, Rijuim = (Vi BRmg)iju.

Le Théoreme 11.7 peut étre utilisé tel quel, mais il est bien sir un peu génant
de ne pas avoir construit I’application exponentielle auparavant. On trouvera une
construction détaillée de I’application exponentielle dans la plupart des ouvrages de
géométrie riemanienne. Le développement (11.2) de la métrique dans la carte expo-
nentielle est par contre rarement discuté. Pour plus de détails sur ce développement
(et le calcul des termes d’ordre 4) on renvoie a Lee et Parker [The Yamabe Problem,
Bulletin of the American Mathematical Society, 17, 1, 1987].

4. L’intégrale riemannienne

Les variétés riemanniennes possedent une mesure particuliere au méme titre
que R™ possede sa mesure naturelle de Lebesgue. Soient donc M une variété et
A = (Q, i)icr un atlas de M, & savoir donc un sous atlas du C'*°-atlas saturé de
M. On dit qu'une famille (€2, ¢;,7n;)es est une partition de I'unité subordonnée
a latlas A si:
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(1) (nj)jes est une partition de l'unité subordonnée au recouvrement (£2;);er,
(ii) les n; sont de classe C°,

(ili) (Q5,¢;)jes est un sous atlas de A,

(iv) pour tout j, Supp(n;) C €; .
On montre sans difficulté que pour tout atlas A de M il existe une partition de
l'unité qui lui est subordonnée. L’intégrale riemannienne se définit de la fagon
suivante et on récupere toute la théorie de I'intégrale de Lebesgue.

DEFINITION 11.1. Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension n et
soit f : M — R une fonction continue a support compact dans M. FEtant donné
A = (Q4,p:)icr un atlas de M, on pose

= ; e .
[t =3 [ i) o e (113)

jeJ

ot (5,¢5,n5)jes est une partition de lunité subordonnée a A, |g| désigne le
déterminant de la matrice formée des composantes de g dans (§2;,p;) et dx désigne
la mesure de Lebesgue de R™. L’opération f — fM fdvg définit alors une mesure de
Radon positive qui ne dépend ni du choiz de latlas A ni du choiz de la partition de
lUunité qui lui est subordonnée. L’intégrale et la mesure qui lui sont associée sont
respectivement appelées intégrale et mesure riemanniennes de (M, g).

La fonction f étant & support compact, la somme dans (11.3) est en fait finie
par définition des partitions de 'unité (Définition 6.18). En effet, si K = Supp(f),
alors pour tout x € K il existe V,, un ouvert contenant x et tel que V, n’intersecte
qu'un nombre fini des supports Supp(n;). Comme K est compact il existe par
définition premiere des compacts (Définition 6.16) des x1,...,xy € K tels que
K C VU -UVey. Done K n'intersecte qu'un nombre fini des supports Supp(7;)
et ainsi 7; f = 0 en tout point de §2; sauf pour au plus un nombre fini de j.

L’affirmation la plus surprenante ici est tout de méme que 'intégrale ne dépend
ni du choix de I’atlas A ni du choix de la partition de 'unité qui lui est subordonnée.
On la démontre comme suit. En tout premier lieu on remarque que si (£2,¢) et
(Q, 1) sont deux cartes de M et si f : M — R est continue & support compact dans

(V191 f) o@‘ldx:/w (V1glf) oy~ tda , (11.4)

QN Q alors
() @

ou, dans le membre de gauche de (11.4), |g| désigne le déterminant de la matrice
formée des composantes de g dans (2, ) et, dans le membre de droite de (11.4),
|g| désigne le déterminant de la matrice formée des composantes de g dans (£, ).
Pour le voir on note qu’en vertue des formules tensorielles (10.1), en tout point
reQNQ, 5

_ oz®, ,0x

gij(z) = gaﬁ(x)(aiyz)r(aiyz)r )
ou les g;; sont les composantes de g dans (€, ¢), les g;; sont les composantes de g
dans (€,1)), les z; sont les coordonnées associées & (€2, ¢) et les y; sont les coor-

données associées & (€2, ). Par suite,

- _ 2

det(gi;(x)) = Jac(p o v ™) (¥(x))” x det(gis) ,
ou le jacobien est comme & la Définition 2.4. La relation (11.4) est alors une
conséquence directe de la formule de changement de variables dans 'intégrale de
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Lebesgue. Soient maintenant A, A’ deux atlas de M et (2, v;,1;)icr ainsi que
(Q,%;,1;)je deux partitions de I'unité respectivement subordonnées aux atlas A
et A’. En vertue de (11.4),

/ (i v/ 19lf) o o7 da = / (i Vglf) oy dw (11.5)
P(82) i)

b

Comme };m; = >_;7; = 1, on obtient avec (11.5) que

Z/ n:v/191f) O%ld:v—ZZ/ (ni/19lf) o o; 'd

el el jedJ
= ;;/ (mniv1glf) oy tde (116
7 i
= Z/ (1;V/1glf) o w5 'da
jeJ

t (11.6) traduit bien I'indépendance de la définition de 'intégrale riemannienne
vis & vis du choix de l'atlas A et du choix de la partition de I'unité qui lui est
subordonnée.

La formule de Stokes pour les formes donne une formule d’intégration par par-
ties pour l'intégrale de Riemann.

THEOREME 11.8 (Intégration par parties). Soit (M,g) une variété riemanni-
enne compacte de dimension n. Alors our toutes fonctions u,v € C%(M),

/(Agu)vdvgz/ (Vu, Vo) du,
M M
z/ u(Agv)dyg ,
M

ot Ay est le laplacien riemannien défini en (10.4), Vu et Vv sont les champs de
tenseurs 1-fois covariants définis a la Section 7 du Chapitre 10 et (Vu, Vv) est le
produit scalaire ponctuel pour les tenseurs 1-fois covariants associ€é ¢ g donné par
(Vu, Vo) = C1C3g7! @ (Vu) @ (Vo).

(11.7)

Une des conséquences remarquables du Théoréme 11.8 est que pour toute fonc-
tion u de classe C? sur M, variété compacte, [, (Agu)dvy = 0. Ces résultats se
situent dans le cas sans bord.

5. L’algebre des formes extérieures

Une forme multilinéaire sur un espace vectoriel E, donc une application mul-
tilinéaire ¢ : EP — R pour un certain p € N*| est dite alternée si pour toute
permutation o de {1,...,p}, et tous uy,...,up € E,

O(Ug(1)s - -+ Uo(p)) = €(T) (U1, ..., Uup)
ou €(0) est le signe de la permutation . La notion de 1-forme alternée n’apporte
rien. Une 1-forme alternée est tout simplement une 1-forme. La spécificité des
p-formes alternées commence avec p > 2. Pour p = 2, ¢ est alternée si pour tous
ui,us € E, o(ug,us) = —p(us,uy). En particulier, p(u,u) = 0 pour tout u. Plus
généralement, si ¢ est une p-forme alternée, p > 2, alors ¢(u1,...,u,) = 0 si pour
un ¢ # j, u; = u; (car le signe d’une permutation qui échange deux éléments, on
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parle de transposition, est —1) et donc, en particulier, ¢(u1, ..., u,) = 0 si la famille
(u1,...,up) est liée. On en déduit que si E est de dimension finie n et si p > n,
alors la seule p-forme alternée sur E est la forme nulle.

L’espace APE des p-formes sur E est clairement un sous espace vectoriel de
Pespace L(EP;R) des formes multilinéaires sur E x - - - x E (p fois). Si & € L(EP;R)
est une forme multilinéaire sur E X --- x E (p fois) on définit Pantisymétrisé de &
comme étant la p-forme alternée sur E donnée par

AS(®).(ur,.. . up) = Y () (ot - s Uo(p))

o€Pp

pour tous ui,...,u, € E, ol P, est I'ensemble des permutations de {1,...,p} et
(o) est le signe de o. Sachant que (7 0 0) = &(7)e(0) (et que 70 P, = P,) il est
facile de vérifier que AS(®P) est bien alternée.

L’antisymétrisé permet de définir le produit extérieur d’une p-forme avec une
g-forme. Si 7} est une p-forme sur E et si 77 est une g-forme sur E on définit 7 A 7
comme étant la (p + ¢)-forme sur E donnée par

|
AT = %AS(??@??), (11.8)
ou, dans le membre de droite, on regarde 7 et 7 comme des tenseurs p-fois et g-
fois covariants sur E (donc des formes multilinéaires sur E, ce qu’elles sont). Le
produit extérieur A est alors bilinéaire, donc en particulier distributif sur ’addition,
associatif et il vérifie que 7 A 77 = (—1)P97) A 1) pour toute p-forme 7 sur E et toute
g-forme 7 sur F.

Si maintenant 7, ..., 7n, sont des 1-formes sur E, on définit n; A- - - A1, comme
étant la p-forme sur £ donnée par

(m A Amp).(ur,. .. up) = Z ()M (te(1)) - - Mp (Uo(p)) (11.9)
o€Pyp

ol, comme ci-dessus, P, est I’ensemble des permutations de {1,...,p} et (o) est le
signe de . Supposons maintenant que E est de dimension finie n et soit 1 < p < n.
Si (e1,...,en) est une base de E, et (e, ..., e}) est la base duale définie & la Section
2 du Chapitre 9, on vérifie facilement que

{e; Ao A€l (egnnnnes,) = 1si (it ip) = (i, dp)

e, N Aej (€., e5,) =0 sinon
pour tous Iy,...,i, et tous ji,...,j, ordonnés dans {1,...,n}, & savoir tels que
1< <o <ip<mnetl<jp <---<jp <n Lafamille des e} /\~~~/\efp
pour 1 <4y < --- <14, < n est donc une famille libre dans I'espace des p-formes.

Par multilinéarité elle est aussi génératrice. Et donc la famille des e} A--- A e
pour 1 <i; < --- < i, <n est une base de APE. En particulier, I’espace APE des
p-formes alternées sur E est de dimension (Z) sil <p<netn estla dimension
de E.
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6. Formes différentielles extérieures

Etant donnés une variété M de dimension n, z € M et p € {1,...,n}, on note
APT, (M) Pespace des p-formes alternées sur T, (M), puis

APM = | ] APT, (M)
reM
la réunion disjointe des APT, (M) pour z € M. Si (Q,¢) est une carte en x de
coordonnées associées ;, I'espace APT, (M) a pour base les dzit A --- A dzl? ot
1<4 <+ <ip<n,otles dzit A A dx;" sont définis comme en (11.9).

La construction maintenant classique des fibrés au dessus d’une variété donne
que AP M a une structure naturelle de variété de dimension n + (Z), I’atlas a partir

duquel cette structure est construite étant 'atlas des (U cq APTw(M),®) ot ®(n)
est constitué des coordonnées de x dans (€2, ¢) suivies des coordonnées de 1 dans la
base des datg} N-ee /\dw;”, 1< <+ <ip<n. Sill: APM — M est la projection
canonique qui & n € APT, (M) associe II(n) = z, on appelle p-forme différentielle
extérieure de classe C* sur M toute application 7 : M — APM de classe C* qui
véfifie 1 o p = Idys (Uidentité de M). On parle souvent de p-forme de classe C*
pour alléger la terminologie.

Soit QP M Vespace des p-formes qui sont de classe C*° sur M. L’opération de
différentiation extérieure, noté d, agit de QP M dans QP M avec la convention que
QOM est 'espace des fonctions de classe C*° sur M. Il est entiérement défini par
le fait que si f € C°°(M) alors df est tel que défini & la Section 4 du Chapitre 8,
par le fait que pour toute fonction f de classe C* sur M, d(df) = 0 et enfin par le
fait que

d(i A7) = diy A7} + (=1)7i) A dij
pour tout ) € QPM et tout 77 € QIM, ou les f(x) A fj(x) pour x € M sont définis
comme en (11.8). Par suite, si

n= Z ﬂil...ipdivil Ao Ada'e
i1 < <dp

alors

dn = Z dniy..ipy Nz A Adxr (11.10)

i1 < <ip

On en déduit que pour tout n € QPM, et tout p, d(dn) = 0. Donc d?> = 0 o
d?> = dd. Une p-forme n € QPM est dite fermée si dp = 0 et exacte s’il existe
i € QP71 M telle que 1 = dfj. Le lemme de Poincaré stipule que toute forme fermée
est localement exacte.

THEOREME 11.9 (Lemme de Poincaré). Soit M une variété et n € QP M telle
que dn = 0. Pour tout x € M il existe un voisinage ouvert U de x dans M et
7 € QP7IU une (p — 1)-forme de classe C°° sur U tels que n = dij sur U.

Les variétés orientables de dimension n sont des variétés paracompactes pour
lesquelles il existe un sous atlas de l'atlas saturé dont tous les changements de
cartes ont des jacobiens positifs. Cela revient encore a dire que M posséde une
n-forme w qui ne s’annule jamais (on parle de forme volume). Toutes les variétés
ne sont pas orientables, c’est par exemple le cas de ’espace projectif en dimension
paire, mais lorsqu’une variété n’est pas orientable elle est le quotient & deux feuillets
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d’une variété qui l'est (son revétement orientable a deux feuillets), ce qui permet
de passer nombres de résultats démontrés dans le cas orientable sur le cas général.
Le revétement orientable & deux feuillets de I’espace projectif de dimension paire
est par exemple la sphére de méme dimension. Quand on a une orientation on peut
intégrer les n-formes a support compact. La formule de Stokes est une formule
d’intégration par parties importante qui, dans le cas sans bord que ’on considere ici,
stipule que si M est compacte de dimension n et orientable, alors 'intégrale de toute
n-forme exacte sur M est nulle. C’est cette formule, avec la théorie des revétements
orientables a deux feuillets, qui permet d’obtenir la formule d’intégration par parties
du Théoreme 11.8.

On se place maintenant dans le cadre riemannien pour définir la co-différentielle.
Etant donnée une variété riemannienne (M, g) lopérateur de co-différentiation &
agit sur les champs différentiables de tenseurs covariants, et donc aussi sur les p-
formes. Si T est un champs différentiables de tenseurs p-fois covariants sur M, avec
p > 1, on définit §T comme état le champs de tenseurs (p — 1)-fois covariant sur M
donné par

6T = —C{C3 (97" @ (VD)) , (11.11)

ou VT est comme & la Définition 10.9 et les C’ij sont les opérateurs de contraction
tels que dans la Définition 10.4. Dans une carte, avec les notations usuelles pour
les composantes, on a donc

(6T),,.. , =9 (VaT)

Birp—1
pour tous ¢, ...,4p—1 dans {1,...,n}. En particulier, 6T est de classe CF1siT est
de classe C*. Pour p = 1, donc si T est une 1-forme, alors 6T est une fonction dont
I’expression dans une carte est 6T = —g*#(V,T)z. Considérons maintenant le cas

des p-formes n avec p > 2. Une p-forme étant aussi un champ de tenseurs p-fois
covariants (une application multilinéaire alternée est une application multilinéaire)
on peut considérer dn. Pour x € M, et dans une carte normale en =z,

- 677(12'1...1',,1
(0m) (@i .ipy = = Z(W)w

a=

—

pour tous i ...,i,—1 dans {1,...,n}. Par suite dn(z) est elle aussi alternée et donc,
si 7 est une p-forme, alors 0n est une (p — 1)-forme. En conclusion, si 7 est une
p-forme de classe C*¥, p > 1, alors 61 est une (p — 1)-forme de classe C*~1. Les
0-formes sont ici des fonctions, et par convention on pose que df = 0 si f est une
fonction.

Toujours dans le cadre riemannien on peut définir le laplacien A4n des p-formes
deux fois différentiables. On pose

Agn = (ds + 5d)n | (11.12)

ou d est opérateur de différentiation extéricure (11.10) et d est la co-différentielle
(11.11). Le laplacien Ayn d’une p-forme 7 est une p-forme (qui a perdu deux degrés
de régularité). Pour les fonctions, Ay f = ddf et on retrouve la formule (10.4).

Si T est un champ de tenseurs p-fois covariants sur M, on note T* le champ de
tenseurs p-fois contravariants sur M donné par la série de contractions

T'=ClC3..Cor (g '@ g ' ®T) .
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Dans une carte (Tﬁ)h'”]’” = gt | .ginPTiln_ip. On parle souvent d’isomorphisme
musical pour opérateur T — T*%. Supposons maintenant que M est orientée et
donc que I'on s’est donné une n-forme wy sur M qui ne s’annule jamais (en tant que
n-forme). Donc ici n est la dimension de M. Si n est une p-forme sur M, 1'adjoint
*1 de 1 est la (n — p)-forme sur M définie par

1
*n = H(111 . CP(wy x 1) (11.13)

oll wgy et n sont regardées comme des champs de tenseurs. Dans une carte

1
_ . . Qp...Qp
(*n)ierl.uin - p!wal“'apll’+1“‘7’nn ’

ol les wy, .. j, sont les composantes de w, dans la carte et ol les nt%» sont les
composantes de n* dans la carte. On en déduit que %1 est bien une (n — p)-forme.
Clairement %7 est de classe C* si 1 est de classe C*. Si f est une fonction (donc
une 0-forme), xf = fuw,.

L’espace des p-formes sur M posséde un produit scalaire naturel en riemannien.
Si v et 5 sont deux p-formes sur M on définit le produit scalaire ponctuel («, 5) de

«a et 3 par

(o, B) () = %cll .. CPa(z) ® fi(x) (11.14)

pour tout z € M. Dans une carte normale en z, (a, ﬂ) (x) = a(x)ilmipﬁ(x)il'“ip ou
les a(x);,...;, sont les composantes de a(z) dans la carte et ot les S(x)" " sont
les composantes de 3*(x) dans la carte.

LEMME 11.1. Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de dimension n
et soit wy la forme volume définissant son orientation. Alors

(i) pour tout p-forme o sur M, xx a = (—1)P("~Plq,

(ii) pour toutes p-formes « et B sur M, a A (%) = (o, f)wy,

(i4) pour toute p-forme différentiable a sur M, Sa = (—1)*P) (xdx)ar,
ot k(n,p) = p+ (p—1)(n—p+1), d est la différentielle (11.10), & est la co-
différentielle (11.11), (-,-) est le produit scalaire ponctuel (11.14), A est le produit
extérieur (11.8) et  est 'adjoint (11.13). En particulier, x réalise un isomorphisme
de QPM sur Q" "PM et 62 =0 ou 6% = 86.

Le lemme fournit des relations structurelles importantes entre les différents
objets de cette section. Les relations (i)-(iii) se démontrent sans grandes diffi-
cultés. Pour (i) on pourra par exemple fixer € M, travailler dans une carte en
x dans laquelle wy.., = 1 puis remarquer que la permutation qui envoie le n-uplet
(Bpt1y - s8ny@1y ..., 0p) sUr (i1,...,4,) s'obtient en effectuant p permutations cir-
culaires successives. Le signe d'une permutation circulaire de P, est (—1)"*!. On
trouve donc comme signe (—1)("TD? et il reste a remarquer (n 4 1)p est congru
& p(n — p) modulo 2 puisque le produit p(p + 1) est forcément pair. La bijection
x: QPM — Q"PQ est donnée par (i) avec x 1 = x si p(n —p) est pair et x~ 1 = —%
si p(n — p) est impair. L’identité 62 = 0 suit de l'identité d? = 0 avec (i) et (iii) qui
permettent d’écrire que

Sa = (—1)P(x tdx)a
pour toute p-forme différentiable «. Avec cette derniere relation on obtient la
commutation relative x§ = (—1)Pd* sur les p-formes. Avec (i) et (iii) on obtient
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aussi que dx = (—1)PT1 xd sur les p-formes puisque k(n,n —p) +p(n —p) est congru
a p+ 1 modulo 2. On en déduit que le laplacien A, défini en (11.12) commute avec
* au sens olt pour toute p-forme deux fois différentiable o, Ay(xa) = *x(Aya).

La formule de Stokes dont nous avons brievement parlé un peu plus haut dans
cette section, dans le cas des variétés compactes orientées (sans bord), donne que
pour toute p-forme « de classe C! et toute (p + 1)-forme 3 de classe C* sur M,

/M(do"ﬂ)wg = /M(avéﬂ)wg : (11.15)

oll wy est la n-forme volume qui donne l'orientation de M, n est la dimension de
M, (-,-) est le produit scalaire ponctuel (11.14), d est la différentielle (11.10) et §
est la co-différentielle (11.11). C’est cette formule qui donne diréctement (11.7).

7. Théorie de de Rham

La théorie de de Rham développe un calcul différentiel sur les p-formes. Etant
donnée (M, g) une variété riemannienne compacte on dira qu’une p-forme « est
harmonique si Aga = 0, fermée si daw = 0 et co-fermée si dov = 0, ou d, J et A, ont
ét¢ définis en (11.10), (11.11) et (11.12).

THEOREME 11.10. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte. Une p-
forme de classe C? est harmonique si et seulement si elle est tout a la fois fermée
et co-fermée.

Le théoreme est une conséquence simple de la formule (11.15) d’intégration par
parties dans le cas orientable et il se déduit par passage au revétement orientable
a deux feuillets dans le cas non orientable. Si (M, g) est orientée de dimension n
et wy est la n-forme volume qui donne I'orientation de M, on écrit avec (11.15) et
la définition (11.12) du laplacien sur les formes que pour toute p-forme « de classe
C? sur M,

/M(Aga,a)wg: /M(déoz,oz)wg+ / (6, a)w,

M

:/M(éa,5a)wg+/ (da, da)w,

M
et on voit donc que Agza = 0 si et seulement si da = 0 et o = 0. Une p-forme
de classe C? sur une variété riemannienne compacte est donc harmonique si et
seulement si elle est tout a la fois fermée et co-fermée. On définit maintenant
Ker(Af) = {n € Q"M / Agn =0} ,
Im(@” ") = {n e WPM /I e Q" 'Mdij=n} , (11.16)
Im(6*™) = {n € Q°M / 3 € T M, 61 = n}

avec la convention Im(d”~') = {0} si p = 0, de sorte que Ker(A?) est I'espace des
p-formes harmoniques, Im(dP~!) est I'espace des p-formes exactes (qui sécrivent
di) pour un 79 convenable) et Im(67*!) est I'espace des p-formes co-exactes (qui
sécrivent 07) pour un 7 convenable). Le théoréeme de de Rham, aussi parfois appelé
de Hodge-de Rham, s’énonce de la fagon suivante. On en trouvera une preuve dans
Pouvrage de de Rham [Differentiable manifolds, Springer, 1984].
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THEOREME 11.11 (Théoreme de de Rham). Soit (M, g) une variété riemanni-
enne compacte de dimension n et 1 < p < n un entier. On a alors la décomposition

OPM = Ker(AP) @ Im(dP~") @ Im(51) (11.17)

et toute p-forme n de classe C*° sur M se décompose ainsi en n = o+ dS + v, oi
a € QPM est harmonique, B € P~ M et v € QPTIM.

Pour p = 0 on a encore une décomposition de de Rham, mais un peu plus
précise, toute fonction f de classe C*° sur M s’écrivant sous la forme f = C + ddu
ou C est une constante convenable (donc harmonique) et u est une fonction C*°
convenable (en particulier ddu est co-exacte). Le caractére directe de la somme
(11.17) dans le Théoréme de de Rham 11.11 s’obtient facilement dans le cas ori-
entable en remarquant que la décomposition (11.17) est orthogonale pour le produit
scalaire global

@8 = [ (@B,

Avec (11.15) et le Théoreme 11.10 on a en effet que si aw € QP M est harmonique,
B€QPIM et v € QP M alors

<Ck, dﬁ> = /M(a’ dﬁ)wg

- [ Goupey

0

puisque « étant harmonique elle est aussi co-fermée. Avec les mémes arguments
(o, 6v) = 0. Enfin, toujours en utilisant (11.15), (dS,d7y) = 0 puisque, au choix,
d>=00ud?=0.

8. L’approche de Bochner

Soit (M, g) une variété riemannienne et 7' un champ de tenseurs p-fois covari-
ants et g-fois contravariants sur M. On suppose que T est deux fois différentiable
sur M. On peut alors définir le laplacien brut A,7 comme étant le champ de
tenseur p-fois covariants et ¢-fois contravariants dont les composantes dans une
carte sont données par

(BT 0 = =™ (VT) 5, (11.18)
pour tous i1,...,%,, tous ji,...,j4, en tout point de la carte et on V2T = V(VT)
et le gradient V d’un champ de tenseur est donné a la Définition 10.9. En écriture
intrinseque, qui montre donc I'indépendance de (11.18) par rapport au choix de la
carte, (A,T) = —C1C3g~' @ V°T.

Le laplacien brut (11.18) agit en particulier sur les p-formes qui sont deux
fois différentiables des lors qu’on les regarde comme des champs différentiables de
tenseurs p-fois covariants. Sin € QP M et six € M, on obtient avec (10.2) que dans
une carte normale en x,

or’s.

0% O
(Agn) Z 8.;2 Z 83}'06 I )11...i.g_1,3i5+1...ip] 9

a=1 s=1
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ou les Ffj sont les symboles de Christoffel dans la carte de la connexion de Levi-
Civita et les 7;,..;, sont les composantes de 7 dans la carte. Lorsque p = 0, donc
lorsque le laplacien brut opere sur les fonctions, on récupere le laplacien de Laplace-
Beltrami (10.4). Par contre, lorsque p = 1, on récupére une formule de Weitzenbdck
non triviale reliant les deux laplaciens (11.18) et (11.12). Pour n € Q' M on note
Rey(n) la 1-forme de composantes dans une carte

Reg(n)i = 9°° Rianp (11.19)

ou les R;j sont les composantes de la courbure de Ricci dans la carte. En écriture
intrinséque, qui montre donc l'indépendance de (11.19) par rapport au choix de la
carte, Rey(n) = C3C3g7 ' @ Rey @ 1.

THEOREME 11.12 (Formule de Weitzenbock pour les 1-formes). Soit (M, g)
une variété riemannienne et o une l-forme différentiable sur M. Alors Aja =
Aya + Rey(a), ou Ay et A, sont donnés par (11.12) et (11.18) et Rey(a) est
donné par (11.19).

On démontre brievement le Théoreme 11.12 dans ce qui suit. On fixe z € M
quelconque. Par définition,

Oo  Oayy , ,
da = (;é - 80‘.)61951 ® da’
i 5 i (11.20)
ij (99 k
da=—g ](TIEZ - Fijak) >
et si on choisit une carte normale en z alors, avec (11.20), on obtient que
=~ ?a,, ork
dé i = —) - (O ,
" 52 52 (11.21)
o o
od i =— 2 = -
pour tout ¢ € {1,...,n}, n la dimension de M, ot les Ffj désignent les symboles

de Christoffel de la connexion de Levi-Civita dans la carte. On a encore, toujours
dans une carte normale en x,

Boo) @) == 15, — (2t o (a] (11.22)

— ox2, OTm
pour tout ¢ € {1,...,n}. On déduit des relations (11.21) et (11.22) que
— ", ork ork
(Aga)(z); — (Aga)(z); = Z [( : ), — ( ). o (x) (11.23)
— ox; 0z,
pour tout ¢ € {1,...,n}. Par ailleurs, et pour tous i, j, k, [, toujours dans une carte
normale en z,
) or or
7 gl ik
s =(=—=) — (—/—— 11.24
]kz(ﬁﬂ) (axk )m ( oy )z ( )

en vertue de la formule de la Définition 10.8, ou les Rékl sont les composantes de
la courbure de la connexion de Levi-Civita de g dans la carte. Siles R;; sont les
composantes de la courbure de Ricci dans la carte (normale en z), en vertue des
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symétries premieres de la courbure de Riemann vues a la Section 1, on peut écrire
que R(z)i; =Y, R(z)] et donc

mim?

Reg(a)(x); = Z(Z R(a:)fmm)oz(x)k . (11.25)

La formule de Weitzenbock du Théoréme 11.12 suit des relations (11.23)-(11.25) et
le Théoreme 11.12 est démontré.

Une des conséquences de la formule de Weitzenbock du Théoreme 11.12 est le
théoréme d’annulation suivant qui fut obtenu par Bochner au milieu des années
1940. La stratégie adoptée pour sa preuve illustre parfaitement ce que I’on appelle
maintenant couramment la méthode de Bochner: étant donnée une solution d’un
systeme différentiel d’origine géométrique, on cherche une identité de Weitzenbock
adaptée au systéme afin d’imposer, sous certaines hypothese de courbure, la nullité
de la solution en question. Par courbure de Ricci strictement positive on entend en
tout point et au sens des formes bilinéaires.

THEOREME 11.13. Une variété riemannienne compacte & courbure de Ricci
strictement positive ne posséde pas de 1-forme harmonique non triviale. En d’autres
termes, et si (M, g) désigne une variété riemannienne compacte a courbure de Ricci
strictement positive, alors by (M) = 0.

On démontre donc brievement ce résultat dans ce qui suit. En tout premier
lieu on vérifie facilement que pour toute 1-forme oo € Q' M,

%Ag(a,a) = (Aga,a) — |Val?* | (11.26)
ou (-, ) est le produit scalaire ponctuel (11.14) sur les formes, ot Va est donné par
la Définition 10.9 et ol | - | est la norme ponctuelle associée & g donnée ici dans une
carte, pour les champs de tenseurs deux fois covariants, par |T'| = T;;T i o les T
sont les composantes dans la carte du champs de tenseurs contravariants 7% con-
struit via l'isomorphisme musical consistant a remonter les indices par contraction
simple avec g~1 (sur chaque indice). Avec la formule de Weitzenbock du Théoreme
11.12 et (11.26) on obtient alors que

(Ao, a) = %Ag (a,a) + [Val* + Rey(a?, o) | (11.27)

ol of est maintenant un champ de vecteurs par remontée de I'indice via I’isomorphisme
musical. On a vu que 'intégrale du laplacien d’une fonction sur une variété rieman-
nienne compacte est toujours nulle. Par ailleurs, par compacité de M, et puisque
I’on suppose que Rc, est strictement positive, il existe Ky > 0 telle que Rcy > Kog.
Donc Reg(a®, o) > Kola|?. En intégrant (11.27) sur M, et grace a (11.15) et le
Théoreme 11.10, on obtient que

|Va|?dv, +/ Rey(af, a?)dv, = 0
M M
pour toute 1-forme harmonique sur M. Puisque les deux termes sont positif, et

puisque Rey > Kog, on en déduit que |a|?> = 0. Donc o = 0 si « est une 1-forme
harmonique, et le théoreme est démontré.
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Une autre conséquence du Théoreme 11.12 est la formule dite de Bochner-
Lichnerowicz-Weitzenbock pour les fonctions. La il n’y a rien a démontrer. Le
Théoréme 11.14 n’est rien d’autre que la formule (11.27) lorsque o = df.

THEOREME 11.14 (Formule de Bochner-Lichnerowicz-Weitzenbock). Soit (M, g)
une variété riemannienne compacte et f : M — R une fonction deux fois différentiable
sur M. Alors

(8 (), df) = 5 (df, dF) + V21 + Rey(df, df*)

ou dft est le champ de vecteurs sur M obtenu & partir de df via Uisomorphisme
musical.

9. Le théoréme de Gauss-Bonnet

Soit M une variété de dimension n et soit 0 < p < n un entier. On note E, M
le sous espace vectoriel de QP M constitué des p-formes fermées sur M. On sait que
d?> = 0. Donc Im(dP~1), défini en (11.16), est un sous espace vectoriel de E,M. Le
pieme groupe de cohomolgie de de Rham, noté HY,, M, se définit comme espace
vectoriel quotient

HY, oM = E,M/Im(d"" ") .
On trouvera une preuve du résultat suivant dans I'ouvrage de Karoubi-Leruste
[Algebraic topology via differential geometry, London Mathematical Society, Cam-
bridge University Press, 1987].

THEOREME 11.15. Soit M wune variété compacte de dimension n. Pour tout
entier 0 < p < n, H%RM est de dimension finie.

Considérons maintenant le cas d’une variété riemannienne compacte (M, g) de
dimension n. Soit 0 < p < n un entier et soit n € QPM une p-forme sur M .
Le Théoréeme 11.11 de de Rham donne une décomposition n = « + df + dv, ou
a € QP M est harmonique, 8 € QP~'M et v € QP M. Si on suppose maintenant
que 7 est fermée, et comme d? = 0, on obtient avec le Théoreme 11.10 que déy = 0.
Comme 0% = 0 d’aprés le Lemme 11.1, et puisque Ay = df + dd, ¥ = v est
harmonique. Par unicité de la décomposition de de Rham, 4y = 0. Par suite, a
toute p-forme fermée n est associée une unique p-forme harmonique « et une unique
p-forme exacte 3 = df pour lesquelles n=a+ . En particulier, on a démontré le
théoreme suivant.

THEOREME 11.16. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimen-
sion n. Pour tout entier 0 < p < n, H)pM et Ker(Ab), défini en (11.16), sont
isomorphes.

Soient (M, g) compacte de dimension n et 0 < p < n un entier. En vertue
des Théorémes 11.15 et 11.16, Ker(AP) est de dimension finie. Le pieme nombre
de Betti b,(M) de (M, g) est alors défini comme étant la dimension de 'espace

vectoriel Ker(Ag) ou, ce qui revient ici au méme, de I'espace HY,, M:
b,(M) = dim(Ker(AP
= dim(ijDRM) .

Le pieme nombre de Betti de (M, g) ne dépend donc pas de la structure rieman-
nienne de (M, g) mais a priori uniquement de la structure différentielle de M. En
particulier, si My et My sont difféomorphes, b,(M1) = b, (M) pour tout p.
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La caractéristique d’Euler-Poincaré x (M) d’une variété riemannienne compacte
(M, g) de dimension n est définie comme la somme altérnée des nombres de Betti
de (M, g):

X(M) =) (=1)"b,(M) (11.29)
p=0

ot les bp(M) sont donnés par (11.28). Les b, (M) sont des entiers dans N, x (M) € Z.
On sait déja que x (M) ne dépend que de la structure différentielle de M. En fait,
tout comme les nombres de Betti d’ailleurs, x (M) est un invariant topologique. On
trouvera une preuve de théoréme ci-dessous dans 'ouvrage de Bredon [Topology
and Geometry, Springer-Verlag, 1993].

THEOREME 11.17. Soient (M1, g1) et (Ma,gs) deuz variétés riemanniennes
compactes. Si My et Ma sont homéomorphes, alors x(My) = x(Mz).

En dimension impaire, la caractéristique d’Euler-Poincaré définie en (11.29)
est toujours nulle. On le voit facilement dans le cas orientable avec le Lemme
11.1 puisque  réalise alors un isomorphisme de QPM sur Q" PM. Comme de
plus x commute avec A,, I'adjoint % réalise en fait un isomorphisme de Ker(A#)
sur Ker(A7~P). Donc, by(M) = b,—,(M). 1l suit que, en dimension impaire,
x(M) = 0.

En dimension paire la caractéristique d’Euler-Poincaré est par contre un outil
particulierement puissant de la géométrie riemannienne, la raison principale en
étant le Théoreme de Gauss-Bonnet. Sous sa forme actuelle il est essentiellement
da & Allendoerfer [The Euler number of a Riemannian manifold, American Journal
of Mathematics, 1940], Allendoerfer-Weil [ The Gauss-Bonnet theorem for Riemann-
ian polyhedra, Transactions of the American Mathematical Society, 1943], Chern [A
simple intrinsic proof of the Gauss-Bonnet formula for closed Riemannian mani-
folds, Annals of Mathematics, 1944] et Fenchel [On total curvatures of Riemannian
manifolds, Journal of the London Mathematical Society, 1940].

THEOREME 11.18 (Théoréme de Gauss-Bonnet). La caractéristique d’Euler-
Poincaré d’une variété riemannienne compacte (M,g) de dimension n, avec n
pair, s’exprime comme l'intégrale d’un polynome universel P en la courbure. Plus
précisemment,

x(M) = Pdv,

1
2n () (2m)n/? /M

ou, dans une carte,

e\og)eltT
P = Z elo)e(r) H Ro (4o (it1)7(i)r(i41) -

o, TEPn |g| 1=1,3,....,n—1

Dans cette expression, P, est le groupe des permutations de {1,...,n}, (o) et e()
sont les signes des permutations o et T, |g| est le déterminant de la matrice des
composantes de g dans la carte et les R;jr; sont les composantes de la courbure de
Riemann Rmg dans la carte.

En d’autres termes, l'intégrale de P sur (M, g) est en fait un invariant topologique,
ce qui est remarquable. Dans la pratique on aimerait bien avoir une expression ex-
acte de P dans le Théoreme 11.18. Elle existe en dimension 2, 4 et méme 6. Le
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calcul de P en dimension 4 est di & Avez [Applications de la formule de Gauss-
Bonnet-Chern auz variétés a quatre dimensions, Compte Rendu de I’Académie des
Sciences de Paris, 1963] et, en dimension 6, il fut obtenu par Sakai [On eigen-
values of laplacian and curvature of Riemannian manifolds, Tohoku Mathematical
Journal, 1971] et Tanno [Fuler characteristic of some siz-dimensional Riemann-
ian manifolds, Kodai Mathematical Journal, 1984]. On se borne ici & donner les
formules explicites pour les dimensions 2 et 4.

THEOREME 11.19 (Théoréme de Gauss-Bonnet en dimensions 2 et 4). Soit
(M, g) une variété riemannienne compacte de dimension n. Sin =2 alors

1
xX(M) = i /M Sgdvg

et sin =4, alors

1 1 1
M) = SWel? + =52 — |Ey|?
X0 = 1o [ [5WaP+ 52 - 1

ot Sy est la courbure scalaire, W, est la courbure de Weyl, E, est le tenseur
d’Einstein tels que définis a la Section 1 et les normes | - | sont prises par rap-
port a g.

En ce qui concerne les normes ponctuelles | - | dans le Théoréme 11.19, on a
IT| = Ty T¥*" dans une carte pour les champs de tenseurs 4-fois covariants et
|E| = E;;EY pour les champs de tenseurs 2-fois covariantes, o les T ikl ot B
sont les composantes dans la carte des champs contravariants 7% et Ef construits
via I'isomorphisme musical consistant & remonter les indices par contraction simple
avec g~ ! (sur chaque indice).

Les deux intégrales du Théoreme 11.19 sont donc remarquablement des invari-
ants topologiques. En particulier, le résultat est particuliement marquant, quelque
soit la métrique riemannienne placée sur M, elles donnent le méme entier. Pour
la spheére en dimension paire, x(5?") = 2. On pourra par ailleurs montrer que
X(My x Ma) = x(M;)x(Mz) (en particulier pour toute variété de dimension paire
obtenue comme produit de deux variétés de dimensions impaires, la caractéristique
d’Euler-Poincaré vaut 0. Cette propriété, le Théoreme 11.19, la classification des
variétés a courbure sectionnelle constante et I’étude du passage au revétement uni-
versel permettent de montrer que parmi toutes les métriques riemanniennes possi-
bles sur S' x §3, il n’existe pas de métrique qui soit d’Einstein.
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