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CHAPITRE 1
Algebre linéaire 3 - Enoncés

Exercice 1.1. Parmi les ensembles suivants, lesquels sont, ou ne sont pas, des
sous-espaces vectoriels ?

1. E; = {(x,y,z) ER? /x+y+3z= 0}.

2. By = {(:c,y,z) €ER3 /2 +y+3z :4}.

3. B3 ={(z,y) e R* / zy = 0}.

4. By = {(z,y) e R? / y =2?}.

Exercice 1.2. On considere dans R™, n > 4, une famille de 4 vecteurs linéairement
indépendants (eq, 2, e3,e4). Les familles suivantes sont-elles libres ?
1. (617262,63).
. (61, 63).
. (61,261 —|—€4,64).
. (361 +63,63,62+€3).
. (261 + ea,e1 — 3ea, €4, —€1).

T W N

Exercice 1.3. On considere dans R3 les vecteurs v1 = (1,1,0), va = (4,1,4)
et vg = (2,—1,4).

1. Montrer que les familles (v1, va), (v1,v3) et (va,v3) sont libres.

2. La famille (vy, va,v3) est-elle libre ?

Exercice 1.4. Soit E l'espace des fonctions de R dans R. Montrer que les
familles (cos(z),sin(z)) et (cos(x),sin(z), sin(2z)) sont libres.

Exercice 1.5. Soit E le sous espace vectoriel de R? donné par
E:{(x,y,z) e R3 /x+2y—z:0} .
Trouver une base de E.

Exercice 1.6. Soit f I’endomorphisme de R? donné par ses valeurs dans la
base canonique (eg, ez, e3) de R? par f(e1) = —2e1 + 2es3, f(ea) = 3ez et f(ez) =
—461 + 463.

1. Donner une base Ker(f). f est-il injectif ? Quel est son rang ?

2. Donner une base de Im(f).

3. Montrer que R? = Ker(f) ® Im(f).

Exercice 1.7. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels d’un espace vecto-
riel F de dimension finie. Montrer que deux quelconques des propriétés suivantes
entrainent la troisieme.

1. FNG = {0},

2. F+G=E,

3. dim(F) + dim(G) = dim(FE).
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Exercice 1.8. Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de dimension 3 de
R5. La somme F + G peut-elle étre directe ?

Exercice 1.9. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie. Soient f,g
deux endomorphismes de E tels que

B = Im(f) + Im(g) = Ker(f) + Ker(g) .
Montrer que ces sommes sont directes.

Exercice 1.10. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie, et soit f un
endomorphisme de E tel que

f?=3f+2ldg =0,
ou Idg est ’endomorphisme identité de E. Montrer que
Im(f —2Idg) C Ker(f —Idg)
puis que F = Ker(f — Idg) @ Ker(f — 2Idg).

Exercice 1.11. Soit A la matrice 3 X 3 donnée par

1 10
A={(0 1 1
0 0 1

et soit B = A —1Ids. Calculer B™ pour tout entier n € N. En déduire A™ pour tout
entier n € N.

Exercice 1.12. | Soient n € N*, A € M, (R) et soit T : M, (R) = M, (R)
I’endomorphisme de M, (R) donné par

T(M) =M —tr(M)A

ou tr(M) est la trace de M. Montrer que T est un isomorphisme de M,,(R) si et
seulement si tr(A4) # 1.

Exercice 1.13. Soient a,b des réels non nuls. Soit
a b
4= 2)
Trouver toutes les matrices B € My (R) qui commutent avec A, & savoir qui vérifient
que AB = BA.

Exercice 1.14. Soient (2,,), (yn), (zn) des suites réelles. On suppose g, Yo, 2o
donnés et que pour tout n,

Tpy1 = 3.’En + Yn
Yn4+1 = 3yn + zn

Zn41 = 3zn

Zn

On pose X, le vecteur colonne X,, = | y,
Zn

(1) Ecrire le systeme sous la forme X,, 11 = AX,, pour une certaine matrice A que
I'on explicitera. En déduire que X,, = A" Xj.

(2) On pose N = A — 3Ids, ou Id; est la matrice identité 3 x 3. Calculer les
puissances NP de N pour tout entier p.
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(3) Montrer que pour tout n, A™ = 3"1d3 + 3" 'nN + %S"ANQ.
(4) Exprimer x,,, y, et z, en fonction de n, g, yo et 2o.

Exercice 1.15. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3, F' un R-espace
vectoriel de dimension 4, B = (ej, ea, e3) une base de E et B = (€1, €2, €3,€4) une
base de F'. On note f,g € L(E, F) les applications linéaires de E dans F' définies
par

f(z1e1 + zaex + z3e3) = (231 + 22 + 23) €1 + (421 + 323) 62
+ (@1 + 32 + 23) €3 + (3z1 + 22 + 5u3)éy
g(ﬂclel + x9e9 + xgeg) = (:vl —xo + 3:1:3)é1 — (2371 + 3x9 — l’g)ég
+ (5a1 — x2)é3 — (z1 + 22 — x3)é4
pour tous z1,x3,x3 € R.
(1) Ecrire la matrice de représentation My;s(f) de f dans B et B.
(2) Ecrire la matrice de représentation Myz(g) de g dans B et B.

Exercice 1.16. Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la bases
canonique de R3 est
1 1 -1
A=|-3 -3 3
-2 -2 2

Donner une base de Ker(f) et une base de Im(f). Montrer que Im(f) C Ker(f).
En déduire que A™ = 0 pour tout n > 2.

Exercice 1.17. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 2 et B = (eq, e2)
une base de E. Soit f € End(E) l'endomorphisme de E dont la matrice de
représentation dans la base B est

1 2
().
(1) Que valent f(e1) et f(ez) ? Soit a € R. Que vaut f(ae; + 17eq) ?

(2) Déterminer le noyau et 'image de f.

(3) Soient u = 2e; — ey et v = e + €. Montrer que (u, v) est une base de E. Que
vaut la matrice de f dans cette base ?

(4) Montrer que Ker(f) et Im(f) sont des espaces supplémentaires.

Exercice 1.18. On considere les applications linéaires f : R — R% et g :
R? — R? données par f(x,y,2) = (2x — 2,3z + y + 2z) pour tous (x,y,2) € R?, et
par g(z,y) = (z +y, —y, 2z — y) pour tous (z,y) € R%.

(1) Déterminer les matrices de représentation A et B de f et g dans les bases
canoniques de R? et R3.

(2) Calculer les matrices AB, BA et (AB)?.
(3) Montrer que AB est inversible et déterminer (AB)~!.
(4) Expliciter I'application (f o g)2.
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Exercice 1.19. Soit f : R?® — R? l'application linéaire dont la matrice de
représentation dans les bases canoniques de R3 et R? est

2 -1 1
A:(s 2 3)
/

On note B = (ey, €2, €3) la base canonique de R3 et B’ = (], €5) la base canonique
de R%. On définit

€1 =ex+e3,6a=e€1+e3,63=e1+e€

1 1
= 56l h) = 5(eh — b

Montrer que B = (&1, é2, é3) est une base de R? et que B’ = (¢}, é}) est une base de

R2. Déterminer la matrice de représentation de f dans ces nouvelles bases.

Exercice 1.20. On considere B = (ej,e2,e3) une base de R3. On note f
I'endomorphimse de R? donné par f(e;) = e3, f(e2) = —e1 +ea +e3 et f(ez) = e3.

(1) Ecrire la matrice de représentation de f dans (ej, es,e3). Déterminer le noyau
de f.

(2) On pose él = €1—¢€3, 62 = €1—€2 et 53 = —e1+ea+tes. La famille B = (517 ég, 63)
forme-t-elle une base de R3 ?

(3) Ecrire la matrice de représentation de f dans (€1, €z, €3).

Exercice 1.21. Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base
canonique B = (e, ez, e3) de R? est

1 -1 1
A=1(2 1 -1
1 1 -1

Qn pose €1 = 2ey + 3esy, €3 = 3e1 + 4des + e3 et €3 = e + ex + 2e3. Montrer que
B = (&1, €2, ¢3) forme une base de R3. Que vaut la matrice de représentation de f
dans cette base ?

Exercice 1.22. Soit A = (a;;) une matrice carrée d’ordre n. On dit que A
est a diagonale dominante si |a;| > 37, [a;;| pour tout i. Montrer que A est
inversible.

Exercice 1.23. Soit F un R-espace vectoriel de dimension 3, et B = (e, e, €3)
une base de E. On note f,g € End(F) les endomorphismes de E définis par

f(a:lel + x9e9 + xgeg) = (J;l + 4xo + xg)el + (4301 + 3903)62
+ (—331 + 3z — 2963)63
g(xlel + x9e9 + xgeg) = (33:1 — I3)€1 + (23:1 + 4xo + 25133)62
+ (5z1 + 4xy + £E3)63
pour tous 1,2, x3 € R.
(1) Ecrire la matrice de représentation Mpp(f) de f dans B.
(2) Ecrire la matrice de représentation Mpgp(g) de g dans B.

(3) Calculer les déterminants det (Mpp(f)) et det (Mpg(g)). Les endomorphismes
f et g sont-ils inversibles 7
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Exercice 1.24. Soient F, F' deux R-espaces vectoriels de dimension 3 de bases
respectives B = (e1,eq,e3) et B = (€1,€2,€3). Soient a, 8 € R des réels. On
considere 'application linéaire f : E — F' définie par

f(z1e1 + xoea + w3e3) = (a1 + Bz + axz) €1 + (21 + 22 + Ba3) €2
+ (3$1 + 2x9 + 0&.1‘3) €3
pour tous z1,x2,r3 € R. Ecrire la matrice de représentation de f dans les bases B
et B. Si A est cette matrice, calculer le determinant de A. Montrer que pour f =1
I’application linéaire f est un isomorphisme de E sur F' pour toutes les valeurs de

«a mis a part deux valeurs précises que l’on calculera. Montrer que pour § = 3
I’application linéaire f est un isomorphisme de F sur F pour tout a.

Exercice 1.25. Calculer le déterminant de la matrice

1 1 1 1
1 -1 1 1
A=17 11 1
1 1 1 -1

Exercice 1.26. Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n. Lorsque n =
2, donner un exemple d’espace E et d’endomorphisme f de E tels que fo f = —Idg.
On suppose maintenant n impair. Peut-il exister un endomorphisme f € End(FE)
de F tel que fo f=—Idg ?

Exercice 1.27. Soit A une matrice carrée dont tous les coefficients sont entiers,
a savoir dans Z. Montrer que A est inversible d’inverse une matrice a coefficients
entiers si et seulement si det(A4) = £1.

Exercice 1.28. Soit A une matrice carrée d’ordre n vérifiant que
A3 A2+ A=1d, .

Montrer que A est inversible. Quelle est son inverse ? En utilisant ’exercice
précédant, sachant que det(A) > 0, calculer le déterminant de A si A est & coeffi-
cients entiers dans Z

Exercice 1.29. Soit A la matrice 3 x 3 donnée par

A:

W N =

2 3
3 4
4 5
Calculer le rang de A.

Exercice 1.30. Soient o, 5 € R deux parametres réels. On considere la matrice
Aq g réelle 3 x 3 donnée par

1 a 0§
Aaﬁ = 6 (6% 1
a o 1

Pour quelles valeurs de « et S cette matrice est-elle inversible 7 Si a = 8 = 2, que
vaut le rang de Ay g 7
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Exercice 1.31. Soient a,b € R. On considére la matrice

a 2 -1 b
A=13 0 1 -4
5 4 -1 2

Montrer que Rg(A) > 2. Pour quelles valeurs de a et b va-t-on avoir que Rg(A) = 2
?

Exercice 1.32. Une matrice A est dite échelonnée (en lignes) si les deux points
suivants sont vérifiés: (i) toute ligne non nulle de A commence avec strictement
plus de zéros que la ligne précédente, (ii) en-dessous d’une ligne nulle, toutes les
lignes sont nulles.

(1) On considére les matrices échelonnées

12 1 1 -1 3 2 1 -2 1
A=|0o 5 3| ,B=[0o 1 -4 1|.,0=[0 1 -1
00 -1 0 0 0 3 0 0 0

Quel est le rang de ces matrices 7

(2) Dans le cas général montrer que le rang d’une matrice échelonnée est égal au
nombre de ses lignes non nulles.

Exercice 1.33. Soit f : R? — R3 I’application linéaire donnée par
flz,y,2) = (-3z—y+2,8c+3y—2z,—4o —y+2z) .

(1) Déterminer le noyau de f. L’application f est-elle injective ?
(2) Que vaut le rang de f ? L’application f est-elle surjective ?
(3) Déterminer une base de Im(f).
(4) Ecrire la matrice de représentation de f dans la base canonique de R? (au départ
et a larrivée).
(5) Si B = (e1, e, e3) est la base canonique de R?, on note &, = ex+e3, €2 = e +e3
et €3 = e, + eo. Montrer que B = (&1, &3, €3) est une base de R3.
(6) Ecrire la matrice de passage de B & B. Calculer son inverse.
(7) Que vaut la matrice de représentation de f dans la base B (au départ et a
larrivée) ?

1
2
3
4

Exercice 1.34. Soit A € M3(R) une matrice réelle 3 x 3. On suppose que
A% = 4A — 3Ids, ou Idsz est la matrice identité 3 x 3. On pose B = A — 2Id;.
Calculer le déterminant de B sachant que det(B) > 0.

Exercice 1.35. On considére la matrice

1 7 2 5
-2 1 1 5
A= -1 2 1 4
1 4 1 2

Que vaut le rang de A ?
Exercice 1.36. Soit
11
= 1)

Trouver toutes les matrices B € My(R) qui commutent avec A, & savoir qui vérifient
que AB = BA.
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Exercice 1.37. Soient F un espace vectoriel de dimension finie et f,g €
End(F) deux endomorphismes de E. Montrer que f o g et go f ont les mémes
valeurs propres.

Exercice 1.38. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et f € End(E)
un endomorphisme de E. On suppose que f3 = f2, f Z1dg, f2#Z0et f2 £ f.
(1) Montrer que les seules valeurs propres possibles de f sont 0 et 1.

(2) Montrer que 0 et 1 sont bien des valeurs propres de f.
(3) Montrer que f n’est pas diagonalisable.
(4) Montrer que E = Ker(f?) @ Im(f?).

Exercice 1.39. Une matrice est dite stochastique si ses coefficients sont positifs
ou nuls et si la somme des coefficients sur chaque ligne est égale a 1. Soit A une
matrice stochastique n x n. Donc A = (a;;), a;; > 0 pour touts ¢,j = 1,...,n et
> j—1aij = 1 pour tout i = 1,...,n.

(1) Montrer que si A est valeur propre de A alors [A| < 1.
(2) Montrer que 1 est valeur propre de A.

Exercice 1.40. Soit FE un R-espace vectoriel de dimension n et soit f € End(E)
un endomorphisme de E vérifiant que f2 = f.

(1) Montrer que E = Ker(f) ® Im(f).

(2) Soit r = dimIm(f). Montrer qu’il existe une base B = (ey,...,e,) de E telle
que f(e;) = e; pour tout ¢ < r et f(e;) =0 pour tout ¢ > r. Déterminer la matrice
de f dans cette base. En déduire que tout f tel que f? = f est diagonalisable.

Exercice 1.41. Soit E un R-espace vectoriel de dimension n et soit f € End(E)
un endomorphisme de E vérifiant que f2 = Idg, ou Idg est Iidentité de E.

(1) Montrer que E = Ker(f —Idg) ® Ker(f + Idg).

(2) Montrer qu’il existe s € {1,...,n} et une base B = (ey,...,e,) de E dans
laquelle la matrice de représentation de f s’écrit sous la forme

s = (5 )

ou I est la matrice identité s x s, I,,_s est la matrice identité (n — s) x (n — s) et
les 0 sont les matrices nulles s x (n — s) et (n — s) x s. En déduire que tout f telle
que f? =Idg est diagonalisable.

Exercice 1.42. Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (e, e, €3)
une base de E. On note f € End(F) I’endomorphisme de E défini par

f(xlel + Zoeq + .T3€3) = (xl + 4o + 4963)61 + (4961 + Txo + 8:L‘3)€2
— (4.’]3‘1 + 8xo + 9!E3)63

pour tous z1,x2,x3 € R.

(1) Que vaut le polynéme caractéristique de f et que valent les valeurs propres de
f?

(2) Déterminer les sous-espaces propres de f.

(3) Montrer que f est diagonalisable et donner une matrice A pour laquelle la
matrice A~ Mpgp(f)A est diagonale. Que vaut cette matrice diagonale ?
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(4) Caleuler Mgg(f)® et Mps(f)7.
(5) Calculer A~!

Exercice 1.43. Soient A = (a;;) une matrice. On dit que A triangulaire
inférieure si a;; = 0 pour tous 7 < j, et que A est une matrice triangulaire supérieursi
a;; = 0 pour tous 7 > j.

(1) Montrer que le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure)
est égal au produit de ses termes diagonaux.
(2) Soit R,[X] l'espace des polyndmes réels de degré inférieur ou égal & n. Soit
f € End (R, [X]) 'endomorphisme de R, [X] donné par

f(P)=P—(X+1)P .
Montrer que f est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

Exercice 1.44. Soit A la matrice réelle 2 x 2 donnée par

2
=5 )
2 3

On se donne zg,yo € R et on définit les suites (), (yn) par

Tp+1 = QIn + %yn
Yn+1 = _gxn - %yn .
Déterminer (z,) et (yp).

Exercice 1.45. Soient E un R-espace vectoriel de dimension n, f € End(FE) un

endomorphisme de F, et P € R[X] un polynéme réel. Si P(X) = Zf:o a; X', k€N,

on note P(f) 'endomorphisme de E défini par P(f) = Zf:o a;ft ot fO =1Idg et
fi=fo---of (ifois).

(1) Montrer que si A est valeur propre de f, alors P(\) est valeur propre de P(f)
et que si f est diagonalisable, alors P(f) l’est aussi.

(2) On suppose que E = R? et on considére ’'endomorphisme f de R? défini dans
la base canonique (eq,ez) de R? par
f(xlel + l‘g@g) = (1‘1 — \/53:2)61 =+ (\/51‘1 — l‘g)eg

Montrer (par le simple calcul du polynéme caractéristique de f) que f n’est pas
diagonalisable. Calculer ensuite f2 = fo f et vérifier que f? est diagonalisable. En
déduire que pour P un polynéme, et f un endomorphisme, on peut trées bien avoir
que P(f) est diagonalisable sans pour autant que f le soit.

Exercice 1.46. Soit A une matrice 2 x 2. Vérifier, “a la main”, I’équation de
Cayley-Hamilton en dimension 2:

A? —tr(A)A+det(A)[, =0,
ou 0 est la matrice nulle 2 x 2 et Iy est la matrice identité 2 x 2.

Exercice 1.47. On considere la matrice A réelle 3 x 3 donnée par

-1 1 2
A=1-1 2 1
1 -4 -1

Calculer A% et A7.
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Exercice 1.48. Soit m € R. On considére 'endomorphisme f € End(R?) dont
la matrice dans la base canonique B de R? est donnée par

MBB(f):<O ' >

-m 14+m
Pour quelle(s) valeur(s) de m I’'endomorphisme f de R? est-il diagonalisable ?

Exercice 1.49. Soit m € R. On considere 'endomorphisme f € End(R?) dont
la matrice dans la base canonique B de R3 est donnée par

I1+4m 14+m 1
Mas(f)= | —m  —m -1
m m—1 0
Pour quelle(s) valeur(s) de m I’'endomorphisme f de R? est-il diagonalisable ?

Exercice 1.50. Soit A la matrice

Diagonaliser A.

Exercice 1.51. Soit n € N* donné. Pour é,j € {1,...,n} on note 4, la
matrice (dite élémentaire) dont tous les éléments sont des 0 sauf I’élément & la iéme
ligne et jeme colonne qui vaut 1. Quelles matrices A; ; sont diagonalisables 7

Exercice 1.52. (1) Soit F un R-espace vectoriel de dimension finie n et soient
fyg € End(E) deux endomorphismes de E. On suppose que f et g commutent, et
donc que go f = fog. Montrer que f laisse stables les sous espaces propres de g
(si Ey est un sous espace propre de g, alors f(E)) C E)), et donc aussi que ¢ laisse
stables les espaces propres de f. En déduire que si g a n valeurs propres distinctes
et si B est une base de vecteurs propres de g, alors B diagonalise f.

(2) Soit A la matrice réelle

5 -3 2
A=|6 —4 4
4 -4 5
Résoudre dans M3(R) (I’espace des matrices réelles 3 x 3) 1’équation X? = A.
0 2 -1
(3) Méme question avec B=| 3 -2 0
-2 2 1
Exercice 1.53. Soit A la matrice réelle 3 x 3 donnée par
17 =7
A=14 22 -23
4 14 -15

Combien y a-t-il de matrices réelles M qui vérifient que M3 = A ?
Exercice 1.54. (1) Soit a € R* un réel non nul et 4, la matrice
0 a -1
Ay=|a 0 -1
a —1 0
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Trouver ay, 8, € R, deux réels dépendant de a, pour lesquels on a
Az = aaAa + Bald?) 5
ou Id3 est la matrice identité 3 x 3.

(2)On suppose a # 1. Donner une expression de A ! en fonction de A2, o, et 3.
Dans le cas particulier a = —1, et si on pose A = A_1, que vaut A~ ?

Exercice 1.55. Soient ug,vg € R deux réels donnés. On construit la suite
((un, U”))neN par récurrence par la relation: Vn € N,

Up+1 = 4Uy + 20,
Un41 = 3un — Un

On pose X,, = (u”)

Up
(1) Ecrire le systéme ci-dessus sous forme d’une équation matricielle reliant X, 1
a X,. Si A est la matrice qui intervient dans cette équation, quelle relation relie
X, A™ et Xg 7 Une fois la relation devinée, on la démontrera rigoureusement.

(2) Diagonaliser A. Trouver P inversible et D diagonale telles que P~*AP = D.
(3) Que vaut P~ ?
(4) On pose X,, = P~'X,,. Quelle relation relie X,,, D" et X ?
(5) On pose ug = 6 et vg = —4. Que valent g et U ? Et que valent ug et vg ?
Exercice 1.56. Soient ug,u; € R deux réels donnés. On construit la suite
(u”>neN par récurrence par la relation: Vn € N|
Up42 = FUpt1 — 2Uy .

On pose X,, = tn )
Un+1

(1) Ecrire ’équation de récurrence ci-dessus sous forme matricielle faisant intervenir
les X,,. Relier X,, a X.

(2) Si A est la matrice qui intervient & la question (1), diagonaliser A. Trouver P
inversible et D diagonale telles que P~!AP = D.

(3) Que vaut P~1 7
(4) On suppose ug = 2 et u; = 3. Que vaut u,, pour n > 2 7



CHAPITRE 2
Algebre linéaire 3 - Corrigés

Correction de I’exercice 1.1. (1) Clairement E; # ), par exemple (0,0,0) €
E;. La question maintenant est de savoir si V(z,y,2),(Z,9,2) € E1, VA € R,
(r+Z,y+9,2z+2) € Ey et (Az, \y,\z) € Ey. Soient (z,vy,2),(Z,9,2) € E;. On a
(x+2)+@W+y)+3=+2)=(@@+y+32)+(@+7+32)=0+0=0
et de méme, pour A € R et (z,y,2) € E1,
Ax)+ (My) +3(A2) =Az+y+32)=Ax0=0.

Donc, V(z,y, 2), (£,9,2) € E1, VA €R, (z4+Z,y+7, 2+ 2) € Eq et (Az, Ay, \z) € Ej.
Il s’ensuit que E; est bien un sous espace vectoriel.

(2) On se pose la méme question. Comme 4 + 4 n’est pas égal & 4 (contrairement &
0+ 0 =0) on va avoir un probleme dés la somme de deux vecteurs de Es. Le plus
simple est de donner un contre exemple. On remarque que (4,0,0), (0,4,0) € Eo,
mais (4,0,0) 4+ (0,4,0) = (4,4,0) n’est pas dans Ey. Donc Es n’est pas un sous
espace vectoriel. On aurait aussi pu remarquer que (0,0,0) € Fs, et comme un
sous espace vectoriel contient forcément le vecteur nul, Fs n’est pas un sous espace
vectoriel.

(3) Ona(—1,-1)€ Eset (1,1) € E5. Or (—1,—1)+ (1,1) = (0,0) n’est pas dans
Fs3. Donc F3 n’est pas un sous espace vectoriel.

(4) Ona(—1,1) € Eyet (1,1) € E4. Or (—1,1)+ (1,1) = (0,2) n’est pas dans Ej.
Donc FE4 n’est pas un sous espace vectoriel. (I

Correction de I’exercice 1.2. (1) Soient A, u,v € R. On a
Aer + p(2e9) + ves = Aey + (2u)es + ves + Oey

et donc, comme (eq,eq,e3,€4) est libre, Aey + p(2e2) + ves = 0 entraine A = 0,
2u = 0, v = 0 (et 0 = 0). En particulier, Ae; + p(2e2) + ves = 0 entraine
A= pu =v =0. La famille est bien libre.

(2) (e1,e3) est une sous famille de (e, eq,e3,¢e4). Elle est donc automatiquement
libre.

(3) On remarque que
(—=2)e1 + (261 +e4) + (—1)eg =0 .
La famille n’est pas libre.
(4) Soient A, yu,v € R. On a
A(3e1 +e3) + pes +v(ea +ez) = (BA)er +vea + (A + p+ v)es + Oey

15
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et donc, comme (eq, €2, €3, e4) est libre, A(3e;+e3)+pes+v(ea+e3) = 0 entraine que
3A=0,v =0, \p+v =0 (et 0 = 0). En particulier, A(3e;+e3)+pes+v(ex+es) =
0 entraine que A = y = v = 0. La famille est bien libre.
(5) Soient A, u,v,0 € R. On a

A(2e1 +e2) 4+ uler — 3ea) + veq + 0(ex — €1)

=2 A+ pu—0)er + (N —3u+0)ex + Oes + vey
et donc, comme (eq, €2, e3, e4) est libre, A(2e1+e2)+u(e; —3ez)+ves+0(ea—ep) =0
si et seulement si 2\ +pu —0 =0, A\ —3u+60 =0, (0 =0) et v = 0. On a bien
v = 0 mais les deux équations qui nous restent ne vont pas impliquer que A, i et 6

sont, aussi nuls. Et en effet, si on prend A\ = %, p=1et = %, alors on a bien que
2A+pu—0=0et A —3u+60=0. En particulier,

2 7
5(261 + 62) + (61 — 382) + Oeq + 5(62 — 61) =0
et la famille n’est donc pas libre. ([l
Correction de I’exercice 1.3. Soient A\, x € R. On a

>‘U1 + o2 = (>‘ + 4:”’7>‘ + /1,,4/,6)

et donc \vy + pwy = 0 (vecteur nul de R?) entraine que A +4u =0, A+ = 0 et
p = 0. En particulier, Av; + pvs = 0 (vecteur nul de R?) entraine que A\ = pu = 0.
La famille (vq,v2) est libre. Pour (v1,vs) on trouve que Avy + pvs = 0 (vecteur
nul de R?) entraine que A +2u = 0, A — = 0 et 4v = 0. La encore on en déduit
que A = = 0. Donc (vy,v3) est libre. Pour (ve,v3) on trouve que Avg + pvg = 0
(vecteur nul de R3) entraine que 4\ +2u = 0, A —p = 0 et 4\ + 4y = 0. En
particulier A = p et ensuite, forcément A = g = 0. La famille (ve,v3) est libre.

On s’intéresse maintenant & la famille (vy,vg,v3). Soient A, u, v € R. On a
Avy + pvg +vvg = (A+4p 4+ 20, N+ p— v, dp + 4v)
et donc Ay + pvg + vvz = 0 (vecteur nul de R?) équivaut a

A+4p+2v=0

At u—v
pw+v=20
Ce systeme est a son tour équivalent au systeme
v=—pu
A+2u=0
(les deux premieres équations deviennent identiques lorsque v = —p). On trouve
alors comme solution non nulle A =2, y = —1 et ¥ = 1. En d’autres termes,

200 —va +v3 =0
(vecteur nul de R3). La famille (v1,v2,v3) n’est pas libre. O

Correction de I’exercice 1.4. L’énoncé est un peu ambigu. Il faut compren-
dre que I'on vous demande de montrer que la famille des deux fonctions (cos, sin)
est libre et que la famille de trois fonctions (cos,sin, f) est elle aussi libre, ol
f(z) = sin(2z) pour tout z. Soient A,y € R. Alors Acos+usin = 0 signifie que
Acos(x) + psin(z) = 0 pour tout x. En particulier pour z = 0 et pour = § qui
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donnent respectivement que A\ = 0 et que u = 0. Donc Acos +pusin = 0 entraine
que A = p = 0, et donc (cos,sin) est libre. Soient maintenant A, u,v € R. Alors
Acos+psin+vf = 0 signifie que A cos(x) + psin(z) +vsin(2z) = 0 pour tout z. En

s

prenant x = 0 on trouve A = 0. En prenant 2 = 7 on trouve que p = 0 (puisque
sin(m) = 0). Il reste vsin(2z) = 0 pour tout z. En prenant x = § on trouve v = 0.
Donc Acos+psin+vf = 0 entraine que A = u = v = 0, et donc (cos,sin, f) est
libre. O

Correction de ’exercice 1.5. On vérifie facilement que E est bien un sous
espaces vectoriel de R? (comme & l'exercice 1). On écrit

E={(z,y,2) €ER® x4+ 2y — 2 =0}
={(z,y,2+2y) eR® , z,y eR}
={2(1,0,1) +y(0,1,2) e R* , z,y e R} .
On voit avec cette dernieére écriture que les vecteurs u = (1,0,1) et v = (0,1,2)
forment une famille génératrice de E. Soient A\, u € R. On a Au+pv = (A, g, A+2u)
et donc Mu+pv = 0 (vecteur nul de R?) entraine que A = 0 et g = 0 (et A+2u = 0).

Ainsi la famille (u,v) est aussi une famille libre. On en déduit que (u,v) est une
base de E (génératrice + libre). O

Correction de ’exercice 1.6. (1) On a
f(zer +yes + ze3) = zf(e1) + yf(e2) + 2f(e3)
= —2(z + 2z)e1 + 3yes + 2(x + 22)es .

Ainsi, f(ze; + yea + ze3) = 0 si et seulement si

r+22=0
y=0.
On trouve donc que

Ker(f) = {ze1 +yea + ze3 / ©+ 22,y =0}
= {z(—2e1 +e3),z € R} .
Donc Ker(f) est un droite vectorielle de base u = —2e; + e3. On a Ker(f) # {0}.
Donc f n’est pas injective. Le théoreme du rang donne que rg(f) =3 —1=2.

(2) On sait déja que Im(f) est un sous espace vectoriel de dimension 2. 11 suffit
donc de trouver une famille libre & deux éléments dans Im(f) pour avoir une base de
Im(f). On a f(e1) € Im(f) et f(e2) € Im(f) et, clairement, (f(e1), f(ez2)) est libre
(car eo n’apparait pas dans f(e;)). On peut siplifier par 2 et par 3 sans changer le
caractere libre de la famille. En conclusion, (—ej + e3, e2) est une base de Im(f).

(3) On pose v = —ey + e3 et w = ez de sorte que (v, w) est une base de Im(f).
Dire que R? = Ker(f) @ Im(f) c’est dire que (u,v,w) est une base de R3. Pour le
vérifier il suffit de vérifier que (u,v,w) est libre. On a

M4 pv+rvw=0< —2A+ pler +ves + (A + p)es =0
—22—pu=0
Sev=0
A+p=0
SA=u=v=0.
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Donc (u,v,w) est une base de R3 et on en déduit que R® = Ker(f) @ Im(f). O

Correction de I’exercice 1.7. Supposons (1) et (2). On a
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G) . (%)
Donc, avec (1) et (2), dim(E) = dim(F) 4+ dim(G), et on a (3). Supposons (1) et
(3). La relation (%) entraine que dim(F + G) = dim(FE), et comme F + G C E on
obtient que F + G = E, donc (2). Supposons pour finir (2) et (3). La relation (x)
entraine alors que dim(F NG) = 0 et donc que FF NG = {0}, donc (1). Au total,
deux quelconques des propriétés (1), (2), (3) entrainent la troisieme. O

Correction de ’exercice 1.8. Si la somme était directe on aurait dim(F &
G) = dim(F)+dim(G) = 6. Or 6 > 5 et comme F+G C R® on doit aussi avoir que
dim(F & G) < 5. Une contradiction. La somme de F' et G ne peut étre directe. O

Correction de ’exercice 1.9. Soit n la dimension de E. On a
n = dim(Im(f) + Im(g))
= dim(Im(f)) + dim(Im(g)) — dim(Im(f) N Im(g)) ,
et
n = dim(Ker(f) + Ker(g))

= dim(Ker(f)) + dim(Ker(g)) — dim(Ker(f) N Ker(g)) .
Par addition, et en vertue du théoreme du rang pour f et pour g, on obtient
2n = 2n — dim(Im(f) NIm(g)) — dim(Ker(f) NKer(g)) .

On en déduit que dim(Im(f)NIm(g)) = 0 et que dim(Ker(f) NKer(g)) = 0, et donc
que Im(f)NIm(g) = {0} et que Ker(f)NKer(g) = {0}. Les sommes sont donc bien
directes. O

Correction de I’exercice 1.10. Les racines de 22 — 3z + 2 = 0 sont 1 et
2. Algébriquement on va donc avoir (f — Idg) o (f — 2Idg) = 0, ce que l'on
vérifie facilement. Donc on a bien que Im(f — 2Idg) C Ker(f — Idg). On montre
maintenant que
Ker(f —Idg) NKer(f — 2Idg) = {0} . (%)
Clairement, z € Ker(f —Idg)NKer(f —2Idg) implique que f(z— = x et f(z) = 2z
de sorte que z = 2z et on obtient aisni que x = 0. On a donc bien montré (x). La
somme Ker(f —Idg) @ Ker(f — 2Idg) est bien directe. On montre enfin que

E =Ker(f —Idg) + Ker(f — 2Idg) . (k)
Le théoreme du rang donne que
dim(Ker(f — 2Idg)) + dim(Im(f — 2Idg)) = dim(E) .
Comme Im(f — 2Idg) C Ker(f —Idg) on en déduit que
dim(Ker(f — 21dg)) + dim(Ker(f — Idg)) > dim(E) .
Or, avec (%),
dim (Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg))
= dim(Ker(f — 2Idg)) + dim(Ker(f — Idg)) .
Comme dim(E) > dim (Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg)), on en déduit que
dim(E) = dim (Ker(f — Idg) + Ker(f — 2Idg))
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et donc (x*) est aussi démontrée. Au total la somme Ker(f —Idg) ® Ker(f — 2Idg)
est bien directe et égale a FE. [

Correction de ’exercice 1.11. On a
01 0

B=|0 0 1
0 0 O

Par suite

(=)
—
[aw]
o
—
o
()
o
—

B* =

o O
o O
O =
o o
o O
O =

I
o O
o O
o O

et enfin on trouve que

01 0\ /0 0 1 00 0
B*=(0 0 1])](o 0o o]={(0 0 0
00 0/ \o 0O 00 0

On en déduit facilement par récurrence que B™ = 0 (matrice nulle) pour tout n > 3.
On a
A=1d3+ B

et les matrices Ids et B commutent. On peut donc appliquer la formule du binéme

de Newton:
n

A" =(Id3 + B)" =Y _CPId; P BP

p=0
ol C’ﬁzﬁip)!. En vertue de ce qui a été dit sur B", et puisque C? =1, C} =n
et C2 = "("2_1)7 on trouve que
-1
A”:1d3+n3+%32
1 00 0 1 0 n(n—1)001
:OlOJrnOO1+2 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
n(n—1)
Lon =5
=10 1 n
0 0 1

O

Correction de ’exercice 1.12. Il est clair que T' est un endomorphisme car
la trace est linéaire. Comme M., (R) est de dimension finie n?, il suffit de montrer
que T est injective si et seulement si tr(A) # 1. Si T(M) = 0 alors M = tr(M)A
et en prenant la trace on obtient que

tr(M) = tr(M)tr(A) .
Sitr(A) # 1 alors tr(M) = 0, et puisque M = tr(M)A si T(M) = 0, on trouve que
M = 0. Donc Ker(T) = {0} et T est bien injective (donc bijective) si tr(A) # 1.
Réciproquement, supposons que tr(A) = 1. Alors A # 0 et T(A) = 0 et donc T n’est
pas injective. Ainsi T est un isomorphisme si tr(A) # 1 et ne Uest pas si tr(A) = 1.
Cela démontre que T est un isomorphisme si et seulement si tr(A) # 1. O
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Correction de ’exercice 1.13. Ecrivons B sous la forme
_ (T ¥
B (z t) |

AB:<am—|—bz ay+bt> etBA:(ax bx—l—ay) '
az at az bz+at

On a

On veut donc
ar + bz = ax

ay + bt = bx + ay
at = bz + at

et on trouve ainsi que bz = 0 et bt = bxr. Comme a et b sont non nuls, il faut
z =0 et t = 2. Donc les matrices B qui commutent avec A sont les matrices qui

s’écrivent sous la forme
_ (T Yy
5= (; 2)

pour x,y des réels. O

Correction de ’exercice 1.14. (1) On trouve

310
A=10 3 1
0 0 3
et par récurrence il est clair que X,, = A" X, puisque la relation est vraie pour

n = 0 et puisque si elle est vraie pour n, alors elle 'est aussi pour n + 1 puisque
Xn+1 = AXn = A X AnXO = AnJrlXo.

(2) On a
0 1 0
N=10 0 1
0 0O
On calcule
0 0 1 0 0 O
N2=10 0 0] pusN*=[0 0 0O
0 0 O 0 0 O
Par suite, NP = 0 pour tout p > 3.

(3) On a A = 3Ids + N et les matrices 3Ids et N commutent. On peut donc
appliquer la formule du binéme de Newton. On en déduit

03 ()

p=0
et comme NP = ( pour p > 3 on obtient exactement la formule demandée.

(4) Comme X,, = A" X on trouve avec la calcul de A™ & la question précédente
que

Ty = 3”3’50 + 371,—1ny0 + n(”2—1)3n—2Z0

Yn = 3"y + 3" " 1nzy

zZn = 3" 29

pour tout n. [
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Correction de ’exercice 1.15. (1) Comme
f(aclel + xoe9 + $3€3) = (21’1 + To + 1’3)@1 + (41’1 + 3%3)52
+ (;vl + 3z + xg)ég + (3151 + X2 + 5%3)&4

on calcule:
fler) =2¢1 +4éy + &3+ 3é4
flea) = €1 4 0éo + 3é3 + é4
f(es) = €1+ 3éx + €3 + 5éy
Par suite:
2 1 1
Mo = {1 5 1
31 5
(2) Comme

g(xlel + Toe9 + 1'363) = ((El — T2+ 3%3)51 — (2.’E1 + 3.’£2 — xg)ég

+ (5%1 — (EQ)ég — (iCl + T — 1’3)é4

on calcule:
g(el) = él — Qég + 553 - é4
glez) = —€1 — 363 —é3 — &4
g(eg) =3e1 + ey + 0e3 + ¢é4
Par suite:
1 -1 3
-2 -3 1
MBB(g) - 5 ~-1 0
-1 -1 1

O

Correction de ’exercice 1.16. Notons B = (e, es, e3) la base canonique de
R3. On cherche les X = we; + yea + ze3 pour lesquels f(X) = 0. On cherche donc
les x,y, z tels que

1 1 -1 x 0
-3 -3 3 y| =10
-2 -2 2 z 0
On trouve
r+y—2z2=0

—3x—3y+32=0
2z —-2y+22=0
et il reste donc pour seule équation que = + y = z. Donc
Ker(f) = {xe1 +yea + ze5 / v+ y =z}
= {z(e1 +e3) + y(e2a + e3), 2,y € R}

et Ker(f) est donc le sous espace engendré par les vecteurs é; = e; + ez et €z =
es + e3. Ces vecteurs sont linéairement indépendants car

A1+ péa =0 ey +pes + (A +p)es =0
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et done, forcément, A = p = 0. Donc Ker(f) est le plan vectoriel de base (€1, éz).
Le théoréme du rang permet alors d’affirmer que dimIm(f) =3 —2 = 1. Prenons
x=y=z=1. On aque

1 1 -1 1 1
-3 -3 3 11=1-3
-2 =2 2 1 -2

de sorte que f(e1 +e2 +e3) = e1 — 3eg — 2e3 et donc, puisque dimIm(f) = 1, Im(f)
est la droite vectorielle de base € = e; — 3e3 — 2e3. On a
€= (61 + 63) — 3(62 +€3) = €1 — 3és

et donc € € Ker(f). On en déduit que Im(f) C Ker(f). Mais alors, pour tout X,
fAHX) = f(f(X)) =0 puisque f(X) € Im(f) et donc f(X) € Ker(f). Ainsi f2 =0
est 'endomorphisme nul. Cela implique bien sur que que f? =0 des que p > 2. La
matrice de représentation de fP dans la base canonique n’étant rien d’autre que AP
on en déduit que AP = 0 pour tout p > 2. (]

Correction de ’exercice 1.17. (1) Par définition des matrices de représentation,
fler) = e1 + ez et f(ea) = 2e1 + 2e5. les coordonnées de ae; + 17e5 dans (eq, e3)
sont (a,17). Les coodonnées de f(ae; + 17e2) dans (e, es) sont données par

(3 ()= (55)

de sorte que f(ae; + 17e3) = (a + 34)(e1 + e2).

(2) On a
Ker(f) = {m +yez / G 3) @ - (8)}

et on trouve donc comme seule équation x + 2y = 0. Donc

Ker(f) = {—2ye1 +yez , y € R} = {y(—2e1 +e2), y € R}

de sorte que Ker(f) est la droite vectorielle de vecteur directeur —2e; + es ou, ce
qui revient au méme, 2e; — e2. Le théoreme du rang donne alors que dimIm(f) =
2 —1 =1 et, pour touver une base de Im(f) il suffit de trouver un vecteur non nul
de Im(f). Par exemple f(e;) = e1 + e3 est une base de Im(f).

(3) On vérifie que (u,v) est une base de E. Pour cela il suffit de vérifier que
(u,v) est libre puisqu’elle comporte autant de vecteurs que la dimension. On a
A+ pv = 0 si et seulement si (2A + p)eg + (4 — A)ez = 0 et on trouve donc que,
nécessairement, A = p et 3\ = 0 de sorte que A = p = 0. La famille est bien libre,
c’est donc une base. Avec la question précédente, u est une base de Ker(f) et v
est une base de Im(f). On a f(v) = f(e1) + f(e2) = 3e1 + 3ea = 3v, et donc, si

B’ = (u,v), alors
Mpp(f) = <8 g)

(3) Clairement E = Ker(f) + Im(f) puisque (u,v) base de E, u € Ker(f) et
v € Im(f). Reste & montrer que Ker(f) NIm(f) = {0}. Mais si 2 € Ker(f) NIm(f)
alors © = au = bv pour des a,b € R puisque u est une base de Ker(f) et v
est une base de Im(f). Mais alors 0 = bf(v) = 3bv puisque f(v) = 3v. Donc
b =0, puis a = 0. Dou Ker(f) NIm(f) = {0}. La somme est ainsi directe et
E =Ker(f) @ Im(f). O
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Correction de I’exercice 1.18. (Corrigé sommaire) (1) On trouve

11
A:@(l)_;)etB: 0 -1
2 -1
(2) On a
11
2 0 -1 0 3
w- ()6,
31 2/, 70
11 5 1 1
BA=10 -1 @ (1) _21> -3 -1 -2,
2 -1 1 -1 —4
et

(AB)* = ((7) g) <(7) g) - <201 201) = 21ld;

ou Id, est la matrice identité 2 x 2.

(3) 11 suit de la question précédente que AB x 57 AB = Id,. Donc AB est inversible
et

(AB)~! = %AB _ (? 1) .

o

3

(4) L’application fog a pour matrice de représentation AB dans la base canonique
de R2. Par suite (f o g)? a pour matrice de représentation (AB)? = 211d, dans
la base canonique de R%. Donc (f o g)? : R? — R? est donnée par (z,y) —
(21x, 21y). O

Correction de ’exercice 1.19. Il suffit de montrer que les famille sont li-
bres. On a

N1+ pés +vés=0< (p+v)eg+(A+v)es+ (A +pes =0

et donc on trouve

p+v=20
A+rv=0
A+p=0

dont on tire facilement que A = u = v = 0. Donc (&, é2, €3) est libre et c’est donc
bien une base de R3. Méme genre de calculs pour montrer que (é;, &) est libre et
donc une base de R?. On a

0 1 1
1/1 1
MB%B = 1 O 1 et MB/HB’ = 5 (1 _1>
1 1 0

La formule de changement de bases donne que
Mg (f) = Mg o Mps (f)Mpg 5 -

On a (il y a une formule toute préte pour l'inverse des matrices 2 x 2)

1 (1 1
MB’Hé’i (1 -1
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et on trouve par multiplication des matrices que
-1 3 6
Mg (/) = ( 1 3 —4> ‘
O

Correction de ’exercice 1.20. (1) Par définition des matrices de représentation,

0 -1 0
Mps(f)=10 1 0
1 1 1
On a de plus
0 -1 0 T 0
Ker(f) =<{ @ei+yea+ze3/ [0 1 0] |t|=10
1 1 1 z 0

On est donc ramené au systeme
—y=0
y=0
r+y+z=0
et on trouve ainsi
Ker(f) = {we; +yea +2e3 / y=0et x+ 2 =0}
={z(e1 —e3) /2 € R}

Donc Ker(f) est la droite vectorielle de base e; — es.

(2) On a
X1+ pés+rvé3 =0 & A+p—v)er+ (v —plea+ (v—Aes =0
et donc
A+pu—v=0
v—pu=20
v—A=0

On trouve A = p = v avec les deux dernieres équations, puis A = 0 avec la premiére.
Donc (€, €2, €3) est libre. Comme on est en dimension 3 il s’agit d’une base.

(3) On a
1 1 -1
My s=[0 -1 1
-1 0 1

On cherche M gi 5 On peut soit passer par le calcul du déterminant et des mineurs,
ou alors essayer d’exprimer les e; en fonction des €;. On a

é1:€1763 63:617(%1
é2:€1—62 - ezzel—éz

€3 = —e; + ez +e3 €3 =—e1+e —éx+te —e€
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et on trouve ainsi que
e1 =€1+ €y + €3
€y = él + ég

63:é2+ég

Donc
1 1 0
-1 _
B—B 101
1 1
On a alors
1 1 0 0 -1 0 1 1 -1 0 0 O
Mga(f)=11 0 1 0 1 0 0 -1 1 ]=1(01 0
1 1 1 1 1 1 -1 0 1 0 0 1

O

Correction de I’exercice 1.21. (Corrigé sommaire) On montre que B = (¢, &, &3)
est une base en montrant qu’il s’agit d’une famille libre. La matrice de passage de

B a B est

On trouve
-7 5 1
Pt=l6 -4 -1
-3 2 1
puis
47 54 -9
Mgs(f) =P 'AP= -39 —42 38
22 24 —4

O

Correction de I’exercice 1.22. Soit f I’endomorphisme de R™ dont la ma-
trice dans la base canonique de R™ est A. On montre que Ker(f) = {0}. On aura
alors f injective, donc f bijective puisqu’il s’agit d’un endomorphisme en dimension
finie, et donc A inversible puisque A est une matrice de représentation de f. Soit
X € R™ de coordonnées x4, ...,x, dans la base canonique de R™. On suppose que
X € Ker(f) et que X # 0. Soit i tel que

|z;| = max{|z;|,j =1,...,n} .

Comme X # 0, |z;| > 0. On a f(X) = 0. En regardant la iéme coordonnée de
f(X), on voit que

;i T; + E AijT5 = 0.
J#i
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Or on a que

D | < laglla]

i i
<zl > lag
J#i
<lazizi| .
On obtient ainsi une contradiction puisque d’apres ce qui a été dit
lasiwi| = > aija;] -
J#i
Donc forcément X = 0 et Ker(f) = {0}.
Correction de ’exercice 1.23. (1) Comme
f(xlel + x9e9 + xgeg) = (xl + 4x9 + x3)61 + (4x1 + 31:3)62
+ (71171 + 31’2 - 2563)83

on calcule:
fler) = e1 +4ey —e3
f(e2) =4ey + Oeq + 3es
fles) = e1 + 3ex — 2e3
Par suite:
1 4 1
Mps(f)=4 0 3
-1 3 -2
(2) Comme

g(xlel + x9e9 + xgeg) = (3x1 — £E3)61 + (Qxl + 4xo + 2£63)62
+ (5%1 + 4.’E2 + .’Eg)eg

on calcule:
g(e1) = 3e1 + 2es + Ses
g(ea) = 0ey + deg + 4eg
g(e3) = —e1 + 2ex +e3
Par suite:
3 0 -1
MBB(Q) = 2 4 2
5 4 1
(3) On a
1 4 1 3 0 -1
Mps(f)=14 0 3 | et Mps(g)=[2 4 2
-1 3 -2 5 4 1
et donc

det (Mpg(f)) =0+12—12 -0 — 9 + 32
=23
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tandis que
det (Mpp(g)) =12—-8+0+20—-24 -0
=0

Comme det (Mpg(f)) # 0, f est un isomorphisme. Comme det (Mpp(g)) = 0, g
n’est pas un isomorphisme. (I

Correction de ’exercice 1.24. On a
[ (z1e1 + xz2ea + x3€3) = (w1 + Brs + aw3) €1 + (x1 + 22 + f3) €2
+ (3%1 + 2%2 + Oé.’bg) ég

On calcule
fle1) = aéy + é2 + 3é3
fle2) = Bér + & + 2¢3
fle3) = aéy + Béx + aé3
Par suite,
a [ «
Mgg(f)=11 1 B
3 2 «
Donc
det (Mgs(f)) = o® + 2a + 38% — 3a — 2a8 — af
=ao?—a+33% 303
Si g =1 alors

det (Mgg(f)) = a® —da+3
=(a—1)(a-13)
On sait que f est un isomorphisme si et seulement si Myz(f) est inversible, et

donc si et seulement si det (My;z(f)) # 0. Par suite, lorsque S = 1, f est un
isomorphisme si et seulement si @ # 1 et o # 3. Si maintenant 5 = 3, alors

det (Myzg(f)) = o® — 10a + 27
Le discriminant A de ce polynéme du second degré en « vaut
A=10>-4x27=-8

En particulier, A < 0 et donc a — a? — 10a + 27 n’a pas de zéros dans R. En
d’autres termes, det (Mgzz(f)) # 0 pour tout o. Et donc, si f = 3, alors f est un
isomorphisme pour toute valeur de a. (Il

Correction de I’exercice 1.25. On ne change pas le déterminant en soustrayant
la ligne 1 aux lignes 2 & 4 de la matrice. La nouvelle matrice obtenue A’ est donnée
par

11 1 1
, 1o =2 0 o0
A=1o0 20 o0

0 0 0 —2
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On développe le déterminant suivant la derniere ligne. On trouve

1 1 1
det(A) =det(A") = —2det [0 —2 0
0 0 -2

On redéveloppe suivant la derniere ligne et on trouve

det(A) = det(A") = 4det (é _12)

Par suite, det(A4) = —8. O

Correction de ’exercice 1.26. Supposons n = 2 et posons E = R2. Soit B
la base canonique de R? et soit f I’endomorphisme de R? donné par

Mpg(f) = (Z Z)

Alors
2
2y _ (a”+bc ab+bd
MBB(f)_(achdc d? + be

On veut donc

a’?+bc=—-1
bla+d)=0
cla+d)=0
d?>+bc= -1
Si on pose a +d = 0 le systéme se réduit & a? 4+ bc = —1. On peut alors choisir

a=1d= -1 b= —2¢et ¢c =1. Lendomorphisme f de R? dont la matrice de
représentation dans la base canonique de R? vaut

Mps(f) = G _?)

vérifie alors que f? = —Idg. Supposons maintenant que n est impair et que f en-
domorphisme tel que f? = —Idg existe. Soit B une base de E et A = Mpp(f)
la matrice de représentation de f dans B (au départ et a larrivée). Comme
Mpp(Idg) = 1d, (la matrice identité d’ordre la dimension n de E) on obtient
que A% = —Id,,. On a

det(—Id,) = (—-1)" .

Donc det(A?) = det(A)? = (—1)", ce qui n’est possible que si n est pair. Ainsi, en
dimension impaire, il ne peut exister d’endomorphisme f tel que fo f = —Idg. 0O

Correction de I’exercice 1.27. Supposons que det(A) = +£1. Alors A est
inversible et puisque A est a coefficients entiers, les cofacteurs de A sont aussi
a coefficients entiers. Par suite A~! est & coefficients entiers. Réciproquement,
supposons que A est inversible et que A et A~! sont toutes deux & coefficients
entiers. Sin est la taille de A, alors AA~! = Id,, et donc, en prenant le déterminant,
det(A)det(A™1) = 1. Ordet(A) € Z puisque A est & coefficients entiers et, de méme,
det(A™1) € Z puisque A™! est & coefficients entiers. On en déduit que det(A) divise
1 au sens de la division euclidienne, et donc que forcément det(A) = £1. ]
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Correction de ’exercice 1.28. On a A(A? — A +1d,,) = Id,,. Donc A est
inversible d’inverse A~! = A%2 — A +1d,,. Si A est & coefficients entiers, alors A~!
Pest aussi. D’apres l'exercice précédent on doit donc avoir que det(A) = +1. Si
det(A) > 0, c’est que det(A) = 1. O

Correction de I’exercice 1.29. Les rangs possibles sont 0,1,2 ou 3. La seule
sous matrice 3 x 3 de A est la matrice A elle-méme. On a

1 2 3
det |2 3 4] =1564+244+24-27-16—-20=0
3 4 5

et donc A n’est pas de rang 3. Par contre

1 2
An = (2 3>

est une sous matrice 2 x 2 de A (obtenue en supprimant les premieres lignes et
colonnes dans A), et

1 2
det(2 3>=3—4:—17£0.
Donc Rg(A) = 2. O

Correction de I’exercice 1.30. On calcule
detAqp =a+af?+a?—a?f—a—ap
=a’—aB+aB?—-a?s
=ala—0)+af(f—a)
= (a = B)(a—ap)
=a(a—p)(1-p)
Sachant que A, est inversible si et seulement si detAng # 0, on trouve que Aqp

est inversible si et seulement si a« # 0, a # S et §# 1. Si a = = 2 alors Agy n'est
pas inversible (cf. ci-dessus). Donc Rg(As2) # 3. Par contre, la matrice

- (1 3)

est une sous matrice de Asy, obtenue en supprimant les 3éme lignes et colonnes dans
Agg. On a detB = —2 # 0. Donc Rg(Asz2) > 2. On en déduit que Rg(Ag) =2. O

Correction de I’exercice 1.31. Pour montrer que Rg(A) > 2 il suffit de
trouver une sous matrice 2 X 2 dont le déterminant est non nul. Par exemple

=1 3)

est une sous matrice 2 x 2 de A. Son déterminant vaut 6 # 0. Donc Rg(A) > 2.
Pour avoir que Rg(A) = 2 il faut que tous les sous déterminants 3 x 3 soient nuls.
On a 4 sous déterminants 3 x 3 possibles que 'on calcule. Les sous matrices 3 x 3
s’obtiennent par suppression d’une colonne de A. On calcule donc

2 -1 b
Ap=det [0 1 —4|=403-1),
4 -1 2



30 2. ALGEBRE LINEAIRE 3 - CORRIGES

puis
a —1 b
Aoy=det |3 1 —-4]=-2a—8b+26,
5 —1 2
puis
a 2 b
Az=det |3 0 —4| =16a+ 120 —52,
5 4 2
puis enfin
a 2 -1
Ay=det {3 0 1 |)|=4(1-a).
5 4 -1

OHVGUtA1:A2:A3:A4:0. OnaA1:O:>b:3etA4:O:>a:1.
On vérifie ensuite que les équations Ay = 0 et Az = 0 sont bien réalisées pour ces
valeurs de a et b. On trouve donc a =1 et b = 3. (]

Correction de I’exercice 1.32. Le déterminant de A vaut —5 # 0. Le rang
de A est donc 3. La matrice

1 3 2
0 -4 1
0 0 3

est une sous matrice de B (obtenue en supprimant la 2nde colonne de B). Son
déterminant vaut —12 # 0. Le rang de B vaut donc 3. Le déterminant de C vaut
zéro. Donc le rang de C' est au plus 2. La matrice

(o)

est une sous matrice 2 X 2 de C' (obtenue en supprimant la 3éme ligne et la 3éme
colonne de C). Son déterminant vaut 1 # 0. Le rang de C vaut donc 2.

(2) Notons A = (a;;). Soit k le nombre de lignes non nulles de A. Alors
(i) Vi > k+ 17Vj,ai]‘ =0.

Clairement on en déduit que Rg(A) < k puisqu’une sous matrice carrée qui con-
tiendrait plus de k£ + 1 lignes aurait forcément une ligne nulle et serait donc de
déterminant nul. Supposons que 'on trouve k£ colonnes de A formant une famille
de k vecteurs linéairement indépendants. Alors, en regardant A comme la ma-
trice de représentation d’une application linéaire entre espaces R? et RY (matrice
de représentation que l'on prendra par exemple dans les bases canoniques de ses
espaces), alors Im(f) contiendrait une famille libre de k vecteurs. On aurait donc
Rg(f) > k, et donc en particulier Rg(A) > k. Soit en conclusion Rg(A4) = k, et
pour résumer il suffit de trouver k£ colonnes de A formant une famille de vecteurs
libres. Pour 1 <+ < k, on note j; 'ordre du premier élément non nul sur la ieme
ligne:

(ii) aij, # 0 et a;; = 0 pour tout j < j;.
On a alors aussi que

(ili) @m;j, = 0 pour tout m > i.
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On montre que les colonnes ji, j2, ..., jr sont les colonnes que nous recherchons.
En considérant que la matrice A était & p lignes et ¢ colonnes, on considére donc
les vecteurs U,,, m = 1,..., k, formés par les colonnes

g,
U; =
Apjm
Supposons que

k
ZAmUm:O.

m=1

Alors

k
E A7naijm =0
m=1

pour tout ¢ = 1,...,p, et en fait pour tout i = 1,..., k. D’un point de vue matriciel
on a alors écrit que

a1y, PN A1, )\1 0

Ay - - Ak gy /\]€ 0

La matrice carrée qui intervient dans cette équation est diagonale supérieure en rai-
son de (iii) et sa diagonale est constituée des a;;, # 0 par (ii). Le déterminant d’une
telle matrice est égal au produit des termes diagonaux (on le voit en développant
suivant colonnes) et donc non nul. La matrice est ainsi inversible ce qui implique
que tous les A, sont nuls. On a bien trouvé nos k colonnes formant une famille
libre de vecteurs. O

Correction de ’exercice 1.33. (1) On a (z,y,2) € Ker(f) si et seulement
si f(z,y,2z) = (0,0,0). On a donc le systéme
—3r—y+2z2=0
8r+3y—2z=0
—Adr—y+22=0.

On a les équivalences

3x+y==z r+y==z 5
= -2z
8x+3y=2z & 8r+3y=2z & { Y
T=2z.
dr+y=2z. rT=2z.

Donc
Ker(f) = ‘{(.’I}7y72) / rT=2z,Y= _22}
= {(Za _2273) / z e R}
= {2(17 72,1) / z e R}
et on voit que Ker(f) est la droite vectorielle de base (1,—2,1). L’application

linéaire f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}. Comme Ker(f) # {0}, f
n’est pas injective.
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(2) Le théoreme du rang nous dit que
dimKer(f) +Rg(f) =3.

Comme dimKer(f) = 1 on voit que Rg(f) = 2. L’application linéaire f est surjec-
tive si et seulement si Rg(f) = 3. Donc f n’est pas surjective.

(3) Comme Rg(f) = 2 il suffit de trouver une famille libre composée de deux
vecteurs dans Im(f). On a f(0,1,0) = (—1,3,—1) et f(0,0,1) = (1,—2,2). De
plus

nw—A=0

A(—1,3,—1) + pu(1,-2,2) = (0,0,0) <
( )+ a(1,~2,2) = (0,0,0) {SA_QMZO

et on trouve bien que forcément A = p = 0. En conclusion, Im(f) est le plan
vectoriel de base ((—1,3,—-1), (1,—2,2)).

(4) Par définition des matrices de représentation,

-3 -1 1
Mss(f)=[8 3 -2
-4 -1 2

puisque f(e1) = —3e; +8ea —4des, f(ea) = —e1 +3ea —e3 et f(es) = eq — 2ea + 2es3.
(5) Soient A, u,v € R. On a

Aél—F,U,éQ—FVég:O
S (p+vieg+(A+v)ea+ (A +pes=0.

Comme B est une base on trouve donc que

p+v=20
A+rv=0
A+p=0

Il s’ensuit facilement que forcément A = = v = 0 (par exemple la seconde équation
moins la premiere donnent que A = u. La troisieme donne ensuite A = 4 = 0. En
revenant a la premiere il suit v = 0). La famille (€1, €3, €3) est donc libre. Comme
on est en dimension 3 et que cette famille a trois vecteurs, il s’agit bien d’une base
de R3.

(6) Par définition,
0 1 1
My =1 0 1
1 1 0

Pour calculer I'inverse de cette matrice on va résoudre le systeme

01 1 T X
1 0 1 y|l=1Y
1 1 0 z A4
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On a les équivalences,

0 1 1 x X
1o 1|llyl=1[vy
1 1 0 z Z
y+z2=X y=X—z
Sr+z=Y &lz=Y -z
r+y=2 X+Y -22=27
z=1X+1iY -1Z
ely=3ix-1iv+1iz
1 1 1
1':—§X+§Y+§Z
1 -1 1 1 X x
eyl 1 -1 Y|=|y
1 1 -1 Z z
On trouve donc que
1 -1 1 1
1 - _
MBaé_i 1 1 1
1 1 -1

et on a aussi que Mgié = Mpg_,z.
(7) La formule de changement de base donne que

My 5(f) = Ml;iBMBB(f)MBaB :

On a
-3 -1 1 0 1 1 0 -2
8 3 =2 1 0 1)]=1|1 6
—4 -1 2 1 1 0 1 -2
et ensuite
-1 1 1 0 -2 —4 2 6
1 -1 1 1 6 11 ] =10 =10
1 1 -1 1 -2 -5 0 6
On trouve donc que
1 3 5
Mas(f) = [0 =5 —10
0 3 6

Correction de I’exercice 1.34. On a
A% —4A + 31d3 = (A — 2Id3)? — Id3
et donc
det(B)? = det(Id3) =1 .
Comme det(B) > 0, on en déduit que det(B) = 1.

—4
11
)

10
—20
12

33
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Correction de I’exercice 1.35. On commence par regarder si A est de rang
4 ou pas, et donc on commence par le calcul du déterminant de A. On développe
suivant la premiere ligne. On a

1 1 5 -2 1 5
det(A)=det [2 1 4| —Tdet| -1 1 4
4 1 2 1 1 2
-2 1 5 1 1
+2det | =1 2 4] — 5det 2 1
1 4 2 4 1
et
1 1 5 -2 1 5
det |2 1 4] =0,det|—-1 1 4] =0
4 1 2 1 1 2
-2 1 5 -2 1 1
det | -1 2 4] =0,det|{ -1 2 1] =0
1 4 2 1 4 1

On en déduit que det(A) = 0. Donc Rg(A) # 4. On va maintenant chercher le
nombre maximal de colonnes formant une famille libre dans R*. On sait déja que
les 4 colonnes ne forment pas une famille libre dans R* (sinon le rang de la matrice
serait égal & 4). Reste 4 familles de 3 colonnes & regarder. Soient A, u, v des réels
tels que

7 2 5 0
\ 1 n 1 n 51 |0
o THLL[ T 4] T (o
4 1 2 0
Alors
TA+2u+5v=0
Adp+o50=0
AN+ p+4v =0
AN+ p+20=0
On a les équivalences
TA+2u+5r=0 6A+p=0
Ad+pu+5r=0 - Ad+pu+5r=0 N w=—6v
22+ p+4v =20 22+ p+4v =20 A=v
AN+ p+2v=0 A=v
de sorte que
7 2 5 0
1 1 5 0
o T8 T a7 |o
4 1 2 0
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et la famille constituée des trois dernieres colonnes n’est pas libre. On supprime
maintenant la seconde colonne. Soient A, i, v des réels tels que

1 2 5 0
-2 1 5 0
A 1 +p 1 +v 4= o
1 1 2 0
Alors
A42u+5r=0
—2XA+p+5r=0
“A+u+4v=20
A4+ pu+2v=0
On a les équivalences
A+2u+5v=0 uw+3v=20
22+ pu+5v=0 - -A+v=0 =—3v
“A+p+4r=0 “A+pu+4r=0 A=v
A4+ pu+2v=0 Ad+pu+2v=0
de sorte que
1 2 5 0
-2 1 5 0
Y F R P A
1 1 2 0

et la famille constituée des colonnes 1, 3 et 4 n’est pas libre. On supprime alors la
3eme colonne. Soient A, p, v des réels tels que

1 7 5 0
\ -2 + 1 + 51 |0
S B 0N B IR B )
1 4 2 0
Alors
A4+ Tu+5vr=0
22 +p+5r=0
—“A+2u+4v =20
A+4p+2v=0
On a les équivalences
A+T7 50 =0
po o p+v=20
22+ p+50r=0 nw=-v
SC-A+2v=0 &
A +2u+4r=0 Nt A 42 0 A=2v
vV =
Ad4dp+2v=0 a
de sorte que
1 7 5 0
-2 1 5 0
o T Rl Y I
1 4 2 0
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et la famille constituée des colonnes 1, 2 et 4 n’est pas libre. Reste pour finir a
supprimer la derniere colonne. Soient A, i, v des réels tels que

1 7 2 0
NI R R
—1| T2 T T o
1 4 1 0
Alors
A+Tp+2v=0
22 +p+v=20
“A+2u4+v=0
A+dp+v=0
On a les équivalences
A+7 2v=0
Tty A4+pu=0
22 +p+v=20 A=—u
S - A+2u+rv=0 <
“A+2u4+v=0 3+ 0 v =-3u
V=
A+4dp+v=20 a
de sorte que
1 7 2 0
-2 1 1 0
| T2 3 T o
1 4 1 0

et la famille constituée des 3 premieres colonnes n’est elle non plus pas libre. On
en déduit que Rg(A) # 3. Par contre, en supprimant les 2 dernieres lignes et les 2
dernieres colonnes de A on voit que

o= (% )

est une sous matrice 2 x 2 de A. On a det(B) = 15 # 0 et donc rg(A) > 2. On en
déduit que Rg(A) = 2. O

Correction de ’exercice 1.36. On écrit
a b
b 1)
1 1\ (a b\ (a+c b+d
0 1/\c d) c d
a b 1 1\ _ (a a+d
c dJ\0 1) \c¢c c+d) "
a+c b+d\ [(a a+bd
c d ] \c c+d
ce qui donne ¢ = 0 et a = d. Les matrices B qui commutent avec A sont donc les

matrices du type
a b
(5 0)

On a alors que

On veut donc que
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ou a et b sont des réels quelconques. ([

Correction de ’exercice 1.37. Par symétrie il suffit de montrer que si \ est
valeur propre de go f, alors A est aussi valeur propre de fog. Soit donc A une valeur
propre de go f et soit u # 0 un vecteur propre non nul associé. On a (go f)(u) = Au
et donc

(fogo f)(u) = (fog)(f(u)=Af(u).
Si f(u) # 0 alors X est valeur propre de f o g avec f(u) comme vecteur propre
associé. Supposons maintenant que f(u) = 0. Alors A = 0 et f n’est pas injectif
(puisque u # 0). On veut en fait montrer que f o g n’est pas injectif pour avoir que
0 est aussi valeur propre de f og. Or f o g injectif entraine que g est forcément
injectif, et puisque F est de dimension finie, cela entraine a son tour que g est un
isomorphisme de E. De méme f o g injectif équivaut a f o g isomorphisme de E.
Reste a remarquer que f o g isomorphisme et g isomorphisme entrainent que f est
lui aussi un isomorphisme, ce qui est impossible si f n’est pas injectif. Donc fog
n’est pas injectif et A\ = 0 est aussi valeur propre de f o g. On a démontré que
dans tous les cas, si A est valeur propre de g o f, alors A est aussi valeur propre de

fog. t

Correction de ’exercice 1.38. (1) Soit A une valeur propre de f et soit
u # 0 un vecteur propre associé. On a f3(u) = f2(u) et donc Mu = Au. Dol
A=0oualors A = 1.

(2) Supposons que 0 n’est pas valeur propre de f. Alors f est inversible puisque
Ker(f) = {0}. Mais f3 = f? implique alors que f = Idg, ce que nous supposons
faux. Donc 0 est bien valeur propre de f. Si 1 n’est pas valeur propre de f alors
f —Idg est inversible car, dans ce cas, Ker(f —Idg) = {0}. On a f3 = f? et donc
(f —1dg)o f2=0. Comme f —Idg est inversible, cela entraine que f2 = 0, ce que
nous avons la encore supposé comme étant faux. Donc 1 est bien valeur propre de

f.

(3) Si f était diagonalisable on aurait une base (eq,...,e,) de E composée de
vecteurs propres. Donc, en vertue de ce qui a été dit plus haut, f(e;) = 0 ou
f(ei) = e;. Mais f(e;) = 0 entraine f?(e;) = 0 et f(e;) = e; entraine f2(e;) = e;.
Donc, pour tout i, f2(e;) = f(e;). Les endomorphismes f2 et f coincident donc sur
une base. Ils sont donc égaux, ce que nous avons la encore supposé comme étant
faux. Donc f n’est pas diagonalisable.

(4) T est clair que Ker(f?) NIm(f2) = {0} car si y € Im(f?) alors y = f2(z) pour
un certain z, et si y € Ker(f?) alors f?(y) = 0. Or f2(y) = f*(z) = fo f3(z) =
f3(x) = f?(x) = y puisque f3 = f2. Par suite y = 0. Il suffit donc de montrer que
E = Ker(f?) 4+ Im(f?). On écrit que pour tout x € E,

z = (z— f*(x)) + f(z) .
On a f?(x) € Im(f?) tandis que

FPla— @) = f2a) = fH2) = f2(2) = fo filz) = f2(a) - fA(2) =0

puisque f3 = f2, et ainsi x — f?(z) € Ker(f?). Donc tout z € E s’écrit bien

comme somme dun vecteur de Ker(f?) et d'un vecteur de Im(f2). Don E =
Ker(f?) +Im(f?) puis, comme Ker(f?)NIm(f?) = {0}, E = Ker(f?)®Im(f?). O
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Correction de ’exercice 1.39. (1) Soit A une valeur propre de A et soit

u = (u,...,u,) un vecteur propre (non nul) associé a A. Alors
n
Zaijuj = )\ul
j=1
pour tout ¢ = 1,...,m. Soit iy € {1,...,n} tel que |u;,| = max;—1._ nlu;|. On a
lui,| > 0 et

n n
Mol <7 igslus| < fuig| > aig; = lui,| -
=1 o

Donc |\ < 1.
(2) On vérifie que
1 1
A =
1 1
puisque Z?Zl a;; = 1 pour tout ¢ = 1,...,n. Donc 1 est bien valeur propre de A
et (1,...,1) est un vecteur propre associé. a

Correction de ’exercice 1.40. (1) Tout x € E s’écrit © = (x— f(z))+ f(x)
et on a que f(z — f(z)) = f(x) — f?(z) = 0. Donc = — f(z) € Ker(f) et comme
f(z) € Im(f) on a bien que E = Ker(f) + Im(f). Il reste & montrer que la somme
est directe et donc que Ker(f) NIm(f) = {0}. Or si z € Ker(f) N Im(f) alors
x = f(y) pour un certain y et f(z) = 0. Donc f(f(y)) = 0 et comme f?(y) = f(y)
on a que f(y) = 0 puis on obtient que x = 0. Donc Ker(f) N Im(f) = {0} et
E =Ker(f) @ Im(f).

(2) On commence par remarquer que pour tout x € Im(f), f(z) = x. En effet,
si x € Im(f) alors x = f(y) pour un certain y et donc f(z) = f2(y) = f(y) = .
Comme E = Ker(f) ® Im(f) on a que dimKer(f) =n —r et si (eg,...,e,) est une
base de Im(f) et (e;41,...,€,) est une base de Ker(f), alors (e1,...,e,) est une
base de E. On a alors f(e;) = e; pour tout ¢« = 1,...,r puisque les e¢; € Im(f)
pour tout ¢ = 1,...,r et puisque f(x) = x pour tout x € Im(f). Par ailleurs, par
construction, f(e;) = 0 pour tout ¢ > r puisqu’alors e; € Ker(f). Dans cettte base

base B on a
I, 0O
M) = (5 o) -

ou I, est la matrice identité r xr et les 0 sont les matrices nulles r x (n—r), (n—r)xr
et (n —r) x (n —r). Comme cette matrice est diagonale, f est diagonalisable. [

Correction de I’exercice 1.41. (1) Soit € E quelconque. On pose z1 =
f(z)+x et xz2 = x — f(x). On a alors f(z1) = 1 et f(ze) = —x2. Comme
x = a1 + 225 on voit que E = Ker(f — Idg) + Ker(f + Idg). Reste & montrer
que la somme est directe et donc que Ker(f — Idg) N Ker(f + Idg) = {0}. Or si
z € Ker(f —Idg) NKer(f + Idg) alors f(z) = x et f(x) = —x de sorte que 2z =0
et donc x = 0. Ainsi donc Ker(f — Idg) N Ker(f + Idg) = {0} et la somme est
directe.

(2) Soit s = dimKer(f—Idg). On a alors dimKer(f+Idg) = n—s. Soit (eq,...,es)
une base de Ker(f — Idg) et soit (esy1,...,e,) une base de Ker(f + Idg). Alors
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B = (e1,...,ey,) est une base de E puisque E = Ker(f —Idg) @ Ker(f +1dg). Pour
1<i<s, f(e;) =e; et pour s+ 1<i<n, f(e;) =—e;. On en déduit

Mps(f) = <i; ;i_s) :

En particulier, f est diagonalisable puisque cette matrice est diagonale. (Il

Correction de ’exercice 1.42. (1) On a
f(a:lel + x9e9 + 3:363) = (a:l + 4x9 + 4m3)61 + (43:1 + Txo + 83:3)62
— (4561 + 8xo + 91‘3)63

On trouve
fler) = e1 + 4eq — des
f(eg) =4eq + Teg — 8eg
f(eg) = 4eq1 + 8ey — 9e3
Par suite,
1 4 4
Mps(f)=|4 7 8
-4 -8 -9
Si P est le polyndme caractéristique de f on a
1-X 4 4
P(X) = det 4 7T-X 8
—4 -8 -9-X
Par suite,

PX)=—-(X+9)(X-7)(X—-1)—8x16—-8x16
+16(7—X)+64(1 — X)+16(X +9)
—(X4+9) (X -7(X—-1)—2x8x16
+7x16+644+9 x16—16X — 64X 4+ 16X
—(X+9)(X-7)(X—-1)—64X + 64
=—(X -1 (X +9)(X-T7)+064)
= —(X - 1)(X* +2X +1)
= (X —1)(X +1)?
Donc f a deux valeurs propres qui sont —1 et 1.
(2) On a

1 4 4 T
Ey =< zep +yeg + ze3 / 4 7 8
—4 -8 -9 z

<
I
IS

On a les équivalences,

r+4dy+4z==x y+2=0
y+z=0
4o +Ty+82 =y S 22 +3y+42=0 {2 n 0
x+z=
—dr -8y —9z2 ==z 2z +4y+52=0
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Par suite,
E, ={xes +yea+zes [ y+2=0,20+2=0}
1
= {22’61 —zeg+2ze3 [ z € R}
1
=<z —561—624—63 / z€R
On pose
N 1
61:—561—62+€3

et alors E4 est la droite vectorielle de base (é1). De méme, on a

1 4 4 T T
E_y =< xe; +yes+zes / 4 7 8 yl=—1y
—4 -8 -9 z z

On a les équivalences,
r4+4dy+4z=—=x
dr+ Ty +8z = —y Sr+2y+22=0
—4dr -8y —9z2=—=2

Par suite,
E_1 ={xe1 +yes+zes [ o+ 2y + 22z =0}
={-2(y+ z)e1 + yes + ze3 / y,z € R}
= {y(—2e1 +e3) + 2(—2e1 +e3) / y,z € R}
On pose

€y = —2e1 + ey et €3 = —2e; + €3
Alors (€2, €3) est une famille génératrice de E_;. La famille est aussi libre car
Aég + pes =0
& —2(A+ p)e; + Nex + pe3 =0
et puisque (e, €2, e3) est une base, on trouve A = 4 = 0. En conclusion, E_; est le

plan vectoriel de base (€, €3).

(3) Clairement f est diagonalisable puisque les espaces propres sont en somme
directe, puisque bien sur Fy + E_1 C E et puisque, la somme F; @& E_; étant
directe,

dimF, +dimFE_; =1+2
=3
=dimF

de sorte que £ = E; & E_1. De plus B = (é1,€2,€3) est alors une base de E et
cette base diagonalise f au sens ou

Si A= Mg_ 5 alors
A~ ' Mpp(f)A = Mga(f)
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Par définition,

—% -2 -2
A= -1 1 0
1 0 1
(4) On a
A" Mpg(f)A = Mgg(f)
et donc
A" Mpp(f)°A = Mgg(f)°
De plus
16 0 0
Mgg(/)° =0 (=1 0 | =Tds
0 0 (—1)¢
Donc

— AA~!
— Ids

et ensuite Mpg(f)" = Mpp(f)°Mps(f) = Mps(f).

(5) Pour calculer A=! on procede ici avec les équivalences de systémes:

T X X x
Alyl=|Y] & A7 [y ]| =y
z Z Z z
On a
P X 7%58722/722:)(
Aly|l =Y | e —a2+y=Y
z Z rT+z=27
3T4+2y+22=-X 324+2(Y+2)=-X
S—zr+y=Y S —ax+y=Y
y+z2=Y+7 r+z=2
lr=-X-2Y-2Z r=-2X—4Y —4Z
Sqy=Y+=zx Sqy=-2X-3Y -47
z2=Y+Z -y z=2X+4Y + 57
Par suite,
x -2 —4 -4 X
yl=1-2 -3 —4 Y
z 2 4 5 A
et donc (cf. ci-dessus)
-2 —4 —4
Al=[-2 -3 —4
2 4 5
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Correction de ’exercice 1.43. (1) On passe facilement des matrices trian-
gulaires supérieures aux matrices triangulaires inférieures en prenant la transposée.
La transposée n’affectant pas le déterminant on peut donc se restreindre au cas des
matrices triangulaires inférieures

aill 0 0 0
a1 azx O 0
azy Az ass 0
A, = 0
0
0
an1  QAp2 Gng o0 Qpn

En développant le déterminant suivant la premiere ligne on trouve que
detA,, = aj1detA,, 1 (%)

ou A,_1 est la matrice triangulaire inférieure d’ordre n — 1 obtenue a partir de

A, en supprimant la premiere ligne et la premiere colonne de A,. Donc la ma-
trice des a;;, i,j > 2. La relation (x) permet de mettre en place une preuve par
récurrence. Hypotheése de récurrence: Le déterminant d’une matrice de rang n
triangulaire inférieure est égal au produit de ses termes diagonaux. Amorce: on
vérifie 'hypothese au rang n = 1 (cas d’un réel) ou alors on commence au rang
n = 2 pour pouvoir véritablement parler de matrice triangulaire. On a

a O
det (b c) =ac

ce qui vérifie 'hypothése de récurrence au rang n = 2. Pour démontrer I’hérédité,
on suppose I’hypothese vraie au rang n. Soit A une matrice triangulaire inférieure
d’ordre n+1. En vertue de (x), det(A) = a11det(B) ou B est la matrice triangulaire
inférieure d’ordre n constituée des a;;, i > 2 et j > 2. Par hypothese de récurrence,

det(B) = Q22 X -+ X Qp+1n+1

Par suite
det(A) =ay; X -+ X Ap+1n+1
ce qui acheve la récurrence.

(2) L’espace R,[X] est de dimension n + 1. La base canonique de R,[X] est
B=(1,X,X2,...,X"). On calcule f(1) =1 puis pour p > 1,

f(XP)=XP —p(1+ X)XP7 ! = —pXP~1 4+ (1 - p)XP .

Si on écrit les coordonnées en vecteurs colonnes on voit que

1 -1 0

0 0 -2

0 0 -1
fO=1. 1 fX)=|.1:f/x»=] .. et

0 0 0

La matrice Mpg(f) = (a;;) de f dans la base canonique de R,,[X] est donc donnée
par
aij=0s811>7; a; =1—14;a541=—1;a;; =0s1j>i+1
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C’est donc une matrice triangulaire supérieure dont les termes sur la diagonale sont
1,0,—1,-2,...,—n + 1. En raison de (1), le polynoéme caractéristique de f est
donné par
f(X) = det (Mpp(f) — X1dp41)
=(-D)"TMX -DXX+D)(X+2)...(X+n-1)
et ces termes sur la diagonale sont précisément les valeurs propres de f. Comme il
y en a n + 1 distinctes en dimension n + 1, c’est que f est diagonalisable. (I

Correction de ’exercice 1.44. On a

)= (5 )G
Yn+1 _% _% Yn

de sorte que, par induction (ou par récurrence),

L, — A" Zo )
Yn Yo
Pour calculer A™ on va chercher & diagonaliser A. Si P est le polynéme car-
actéristique de A,
5 1

2 s 41
P(X)=(X-2)(X+3)+5=X"-2X 4o =(X DX -3).

Il y a deux valeurs propres disctinctes qui sont 1 et % Donc A est diagonalisable.

On peut considérer que A est le matrice de représentation, dans la base canonique
B = (e1,e3), dun endomorphisme f de R2. On cherche les espaces propres. Si E;
et Ey/3 sont les espaces propres associés a 1 et %,

o omin() - ()

On trouve comme équation 3z + 2y = 0 et donc F; est la droite vectorielle de base
(vecteur directeur) é; = —2e; + 3es. Pour ce qui est de Ey/3 0on a

Evys = { T yes/A (y) -1 (y)} .

On trouve comme équation 5z + 2y = 0 et donc Ej/3 est la droite vectorielle de
base (vecteur directeur) é; = —2e1 + Hes. Soit

-2 =2
P ( 2 ) .
1,5 (10
poar= ().
On calcule det(P) = —4 puis

1 _ _—

(P1AP)" = P1A"P = (é 9) .
371,

On a
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Donc

Au final on a donc

O

Correction de I’exercice 1.45. (1) Dire que X est valeur propre de f c’est
dire qu’il existe u € E\{0} tel que f(u) = Au. Pour tout p € N on a alors
fP(u) = Nu

Par suite,

k
P(f)-(w) =) aif'(u)
i=0

k
= g a;N'u
i=0

et on voit que P(A) est valeur propre de P(f). Dire que f est diagonalisable c¢’est
dire qu’il existe une base B = (e1,...,e,) de E qui est constituée de vecteurs
propres de f. Le petit calcul ci-dessus montre que si u est vecteur propre de f alors
u est aussi vecteur propre de P(f). La base B est donc aussi constituée de vecteurs
propres de P(f). Par suite P(f) est diagonalisable dés que f Dest.

(2) La matrice de représentation de f dans la base canonique B de R? est

Mgg(f) = (\}5 _\f>

Si on note @ le polynéme caractéristique de f alors

1-X —v2
Q(X)det< Vo —1{X>
=(X+1D)(X-1)+2
=X2+1
Donc f n’a pas de valeurs propres réelles. On en déduit que f n’est pas diagonal-

isable sur R. La matrice de représentation dans B de f? = f o f est donnée (cf.
cours) par Mpg(f?) = Mpp(f)?. Donc

st~ ) (& ™

(0 4)

On en déduit que f? = —Idg et que, bien évidemment, f? est diagonalisable. Par
suite, pour P un polynome, et f un endomorphisme, on peut tres bien avoir que
P(f) est diagonalisable sans pour autant que f le soit. [
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Correction de I’exercice 1.46. Le polynéme caractéristique P d’un endo-
morphisme f s’écrit toujours X2 — tr(f)X + det(f) (cf. cours) et donc, en termes
de matrices, si A = Mpg(f), on obtient que

P(A) = A% —tr(A)A + det(A) I,
Il s’agit donc bien de vérifier que P(A) = 0. On écrit

A:(g Z).

42 (@ b\ (a b\ [a®+bc ab+bd
“\e d)\c d)  \ac+dc bc+d*) >
tr(A) = a + d et det(A) = ad — be. Donc
A? — tr(A)A + det(A) I,

_(a*+bc ab+bd a b 10
_<ac—|—dc be + d? —(a+d) c d + (ad —be) 0 1

a? + be ab+bd>(a2+ad ab+bd> <ad—bc 0 )

On a

ac+dc be+ d? ac+cd ad+d? 0 ad — be

<a + be ab+bd)_(a2+bc ab+bd>

ac+dc be+ d? ac+dc be+d?

Correction de I’exercice 1.47. On calcule le polynome caractéristique de
A, & savoir, étant donné E un espace vectoriel de dimension 3 et I3 une base de F,
le polynéme caractéristique de ’endomorphisme f de E défini par Mpg(f) = A.
Posons

(]

“1-X 1 2
P(X)=det| -1 2-X 1
1 4 -1-X

Alors
(X -2)(X+1)2+8+1-22-X)—4(1+X) - (1+X)
(X -2)(X +1)* -3X
(X -2)(X?+2X +1)-3X
=-X?-2X? - X +2X?+4X +2-3X
=2-Xx°
Le théoreme de Cayley-Hamilton nous donne alors que
A3 = 2Id,

Par suite
AS = 4Id; et AT = A%A =4A .
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Correction de I’exercice 1.48. Soit P le polynoéme caractéristique de f. On

P<X)_det<:i 1—|—771—X>
=XX-m-1)4+m
=X’ —(m+1)X+m.

On constate que 1 et m sont les deux racines de P. Donc
PX)=(X-1)(X—-m).

Sim # 1 alors P a deux racines distinctes. En dimension deux (ce qui est le cas
ici) cela entraine que f est diagonalisable. En effet, si Fq et E,, sont les deux
espaces propres de f, alors dim(E;) > 1, dim(E,,) > 1, dim(F; ® Ep) < 2 (car
E; ® E,, C R?) et, puisque la somme est directe, dim(E; & E,,) = dim(E;) +
dim(FE,,). Donc, forcément, dim(E) + dim(E,,) = 2 et f est bien diagonalisable
(plus généralement si un endomorphisme a n valeurs propres distinctes en dimension
n alors il est diagonalisable et chacun des espaces propres est de dimension 1, la
preuve en dimension n étant identique & celle en dimension 2). Si par contre m = 1,
alors f n’a qu'une valeur propre 1. Si f était diagonalisable il existerait une base

B de R? pour laquelle
1 0
MB ~(f) - (0 1)

et donc f ne serait en fait rien d’autre que I’application identité de R?. On devrait
donc aussi avoir que Mpp(f) = Ids. Or pour m =1,

Mps(f) = (_01 ;)

qui n’est pas la matrice identité. Donc, en conclusion, f est diagonalisable si et
seulement si m # 1. O

Correction de I’exercice 1.49. Soit P le polynéme caractéristique de f. On

a
1+m-—X 1+m 1
P(X) = det —m -m—-X -1
m m—1 -X

=XX+m)(Q+m—-X)—m(m-—1)—m(l+m)
+mm+X)+(m—-1)14+m—-X)—m(1l+m)X

=XX+mQ+m-X)+ X —m(l+m)X —1

=X(-X*+X+m(l+m)+X -—m(1l+m)X -1

=-X’+X*+X-1

— (X - D)X 1)

= (X -1D*(X+1).

Les valeurs propres de f sont donc —1 et 1. Soient E_; et F; les espaces propres
associés. On sait que dim(E_;) > 1 et que (cf. cours) dim(F_;) < 1. Donc
dim(EF_;) = 1. On a aussi dim(E;) > 1 et (cf. cours) dim(E;) < 2 (car la
racine 1 est de multiplicité 2). Si dim(F;) = 1 alors dim(E_;) + dim(E;) < 3
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et f n’est pas diagonalisable. Si dim(FE;) = 2 alors dim(F_1) + dim(E;) = 3 et
f est diagonalisable. On cherche donc les m pour lesquels dim(FE;) = 2. Soit
B = (e1,ea,e3). On a

m 1+m 1 T 0
E; xer+yes+zes /) | -m —-m—1 -1 y|l] =10
m m-—1 -1 z 0
On écrit que
m 1+m 1 T 0
-m -m—-1 -1 y] =10
m m-—1 -1 z 0

mr+(m—1)y—2z2=0
mx+ (m+Dy+ 2=
y+z=0

par substitution de la seconde équation a la premieére. On trouve donc comme
systeme

m(x+y)=0
y+2=0

Sim # 0 alors y = —x et 2 = —x. Donc
Ey ={z(e1 —ea —e3),xz € R}

de sorte que F; est la droite vectorielle de base e; — e; — e3. En particulier,
dim(E;) = 1 et f n’est donc pas diagonalisable si m # 0. Si par contre m = 0,
seule I'équation y 4+ z = 0 “survit” et donc

Ey; ={ze1 +y(ea —e3),z,y € R} .

Dans ce cas E; est le plan vectoriel de base (e1,ea — e3) puisque la famille est
clairement génératrice pour Fj, mais aussi libre comme on le vérifie facilement.
Dans ce cas dim(FE7) = 2 et f est diagonalisable. En conclusion f est diagonalisable
si et seulement si m = 0. O

Correction de I’exercice 1.50. Diagonaliser A c’est trouver M inversible et
D diagonale telles que M 1AM = D. On commence par calculer le polyndme
caractéristique P de A. On a

1-X 0 0
P(X)=det| 0 1-X 0
1 -1 2-X
= (X -2)(X -1~

Les deux valeurs propres de A sont donc 1 et 2. On note E; C R3 et Fy C R? les
espaces propres associés aux valeurs propres 1 et 2. On a

1 0 O
Ei={(z,y,2)eR®*/ [0 1 0
1 -1 2

SRS
I
SIS
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et
1 0 O T T
1 0 yl=1ly|©r—-—y+2z2==2
1 -1 2 z z
Sy=r+z.
Donc

B = {(m,y,z) cR?/ yzx—!—z}
={(z,x + 2,2),z,2 € R}
={z(1,1,0) + 2(0,1,1),z, 2 € R} .
Soient v = (1,1,0) et v = (0,1,1). Alors (u,v) est une famille génératrice pour Ej.
La famille (u,v) est libre puisque
Au 4 pv =0

entraine que u = 0 et v = 0. Donc Ej est le plan vectoriel de base (u,v). On a de
facon analogue,

1 0 O T T
Ey=<((z,y,2)€R*/ [0 1 0] |y|=2]y
1 -1 2 z z
et
1 0 0 T T x =2z
0 1 0 y|l =21yl & <y=2
1 -1 2 z z T—y+2z=2z
z=0
<
Donc

E; ={(0,0,2),z € R}
et on voit que Ey est la droite vectorielle de vecteur directeur w = (0,0,1). On a
dim(E) + dim(E>2) = 3 et donc A est diagonalisable et (u,v,w) est une base de

R3. Soit M la matrice de passage de la base canonique de R? & cette base (u, v, w).
Alors

1 0 0
M=11 1 0
0 1 1
et si
1 0 0
D=10 1 0
0 2
alors M~'AM = D. O

Correction de I’exercice 1.51. Clairement A; ; est diagonalisable pour tout
i puisque A; ; est diagonale. Pour ¢ # j, A; ; est une matrice triangulaire (supérieure
ou inférieure selon que ¢ < j ou ¢ > j) et le polynome caractéristique de A; ; vaut
donc P(X) = (—1)"X™. En particulier, 4; ; n’a qu'une seule valeur propre qui est
0. Si A, ; était diagonalisable il s’agirait de la matrice nulle puisque M1 4; ;M =0
entraine clairement que A = 0. Comme A; ; n’est pas la matrice nulle, on en déduit
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que A; ; n’est pas diagonalisable pour ¢ # j. Ainsi, parmi les matrices élémentaires,
seules les matrice A, ; sont diagonalisables. O

Correction de ’exercice 1.52. (1) Soit E un espace propre pour g. Alors
E), est constitué des z qui satisfont que g(z) = Az. Pour z € E), on a

9(f(x)) = f(9(2)) = f(Ax) = Af ()

et donc f(x) € Ey. Soit f(Ex) C Ex. En d’autres termes: f stabilise les espaces
propres de g et réciproquement (le probléme est symétrique en f et g). Supposons
maintenant que g a n valeurs propres distinctes \i,..., A, en dimension n. Les
espaces propres correspondant sont alors de dimensions 1 et si B est une base qui
diagonalise g alors B = (e1,...,e,) ou (& permutation preés) e; # 0 est un vecteur
propre pour A;. L’espace propre E), est la droite vectorielle de base e;. On a
f(ei;) € Ey, en raison de ce qui a été dit plus haut. Donc f(e;) = p;e; pour un
certain pu; € R. La matrice de f dans B est alors la matrice diagonale constituée
des ;. En particulier, B diagonalise aussi f.

(2) Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (eq, ez, e3) une base de E.
On note g € End(F) 'endomorphisme de F défini par Mpg(g) = A. On cherche
X = Mpp(f) vérifiant X2 = A. Si X? = A alors AX = XA = X3 et donc f et g
commutent. Le polynéme caractéristique de A est donné (apres calculs) par

Py(X)=-X>+6X*—-11X +6 .
On voit que 1 est racine de ce polynéme. On trouve alors
PAa(X)=—(X-1)(X?-5X+6)=—(X - 1)(X —2)(X -3) .

Donc g a trois valeurs propres distinctes 1,2,3 en dimension 3. On en déduit que
¢ est diagonalisable et, en vertue de ce qui a été dit ci-dessus, que si X2 = A alors
f est aussi diagonalisable qui plus est dans la méme base que celle qui diagonalise
g. Donc, autrement dit, il existe une méme matrice inversible P telle que

1 00

00
Plxp= b 0] et P71AP =10 0
0 ¢ 0 3

o O 9

2
0
On a

P7IX%P = (P7'XP)?
et donc on veut a? = 1, b2 = 2 et ¢ = 3, soit

a==+1
b=+v2
c==+vV3

Il y a 8 solutions en tout qui sont données par

+1 0 0
X=PlO0O /2 o0 |P"'.
0 0 +3

Reste a déterminer P et P~! pour étre complet. Pour déterminer P il faut
déterminer des vecteurs directeurs des espaces propres de Un vecteur u de co-
ordonnées (x,y,z) dans B est vecteur propre associé & la valeur propre 1 si et
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seulement si
dr—3y+22=0
6z —5y+42=0
dr —4y+42=0
soit encore y = 2x et z = x. Donc e; = (1,2,1) est un vecteur directeur de Ej.

On fait de méme pour les espaces propres E5 et E3 et on trouve comme possibles
vecteurs directeurs ez = (1,1,0) et es = (1,2,2). Donc

1 1 1
P=12 1 2
1 0 2
Par calcul (différentes méthodes sont possibles) on trouve ensuite que
-2 2 -1
Plt=(2 -1 0
1 -1 1
Les 8 solutions de notre probléme sont donc données par les 8 expressions
1 1 1 +1 0 0 -2 2 -1
X=121 2 0 £v/2 0 2 -1 0
1 0 2 0 0 +V3 1 -1 1

(3) On fait le méme raisonnement avec B. Le polyndme caractéristique de B est
donné (apres calculs) par

Pp(X)=X(X+2)1-X)-8(1-X)=—(X —1)(X —2)(X +4) .

Le méme raisonnement que précédemment nous amene a résoudre ’équation
2

a 0 0 1 0 0

0 b 0] =(0 2 0

0 0 ¢ 0 0 —4
soit encore

a? 0 0 10 0

0 »® 0]=10 2 0

0 0 c? 0 0 —4
Cette équation est impossible dans M3(R) car il n’existe pas de réel ¢ tel que
c? = —4. L’équation X2 = B n’a pas de solution dans M3(R). O

Correction de I’exercice 1.53. Soit P le polynéme caractéristique de A.
Par le calcul on trouve que P(X) = —(X — 1)(X 4+ 1)(X — 8). Donc A est di-
agonalisable puisqu’il y a 3 valeurs propres distinctes et il existe B inversible telle
que

-1 0 0

BAB™'=[0 1 0

0 0 8
Clairement AM = M A si M = A3 et donc, BM B~ est aussi une matrice diagonale
(cf. exercice précédent). On cherche M sous la forme M = B~'M B avec M matrice
diagonale. Alors M3 = B 'M3B et M3 = A équivaut & M3 = D, ot D est la
matrice diagonale ci-dessus. Si la diagonale de M est constituée des a,b, ¢ on veut



2. ALGEBRE LINEAIRE 3 - CORRIGES 51

donc a® = —1, b> = 1 et ¢® = 8. Il y a une seule matrice réelle M qui vérifie
M3 = A, et elle est donnée par
-1 0 0
M=B'[0 1 0|B
0 0 2
Si on veut une forme explicite il faut calculer B et B~!. ([

Correction de I’exercice 1.54. (Correction sommaire) (1) On commence
par calculer le polynoéme caractéristique P de A. En développant en croix,

—-X a -1
P(X) = det a —-X -1
a -1 -X

=—X34a—a?—aX+ X +d’X
=-X34+(a®*—a+1)X +a(l —a)
Par Cayley-Hamilton, P(A) = 0 et donc A3 = a, A, + B,1d3 avec a, = a®> —a+ 1
et Bo = a(l — a).

(2) Sia#1, et comme on a aussi que a # 0, det(4,) = P(0) = a(1 — a) est non
nul. Donc A, est inversible. On a

A} = agha + Balds = Ag(A] — aalds) = Balds

et donc )
Al :F(Ai—aaIdg) :
Lorsque a = —1, et en posant A = A_1, on trouve a_1; = 3, f_1 = —2,
0 -1 -1 0o -1 -1
A2=-1 0 —1|[-1 0 -1
-1 -1 0 -1 -1 0
0 1 1 0 1 1
=11 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 0
2 1 1
=11 2 1
1 1 2
et ensuite
1
A7t =~ (=A% 4+ 31d
5 (—A% +31d3)
1 -1 -1
1
=3 -1 1 -1
-1 -1 1

Correction de ’exercice 1.55. (Correction sommaire) (1) On a

()= (5 2) (1) .
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A:(g _21> .

On montre par récurrence que X, = A"X,y. L’amorce (cas n = 0) est évidente.
On montre maintenant ’hérédité. On suppose la relation vraie & 'ordre n, n fixé
(quelconque). On a alors

soit donc X, +1 = AX,, avec

Xnp1 = AX,, = AA" X, = A" X,

et donc la propriété est aussi vraie a ’ordre n + 1. Par récurrence, la propriété est
vraie pour tout n € N.

(2) Soit P le polynéme caractéristique de A. On a

P(X) = det (4_X 2 )

3 -1-X

=(X4+1)(X-4)-6

=X?-3X-10.
Le discriminant de I’équation X2 — 3X — 10 = 0 vaut A = 49 = 72 et on trouve
donc comme racines —2 et 5. Donc P(X) = (X 42)(X —5). Les valeurs propres de
A sont —2 et 5. On a deux valeurs propres distinctes en dimension 2 et ’on peut

donc déja affirmer que A est diagonalisable. Soit (e;,es) la base canonique de R2.
On a F_5 qui est donné par 1’équation

G 4)6)-=C)

et on trouve donc y = —3x. Donc E_5 est la droite vectorielle de vecteur directeur
u = e1 — 3ey soit u(1l,—3). On a E5 qui est donné par ’équation

4 2 ) _ (7
3 -1/ \y) " \y
et on trouve donc x = 2y. Donc FEj5 est la droite vectorielle de vecteur directeur

v = 2e; + eg soit v(2,1). La famille (u,v) est une base de R? (par théorie de la
diagonalisation). Si P est la matrice de passage de (e1,e2) & (u,v) alors

1 2
= (%)
. -2 0 1
et si D= , alors P7*AP = D.

0 5

(3) Les matrices 2 x 2 s’inversent par formule de cours. On a det(P) =14+6=7

puis
1/1 -2
-1 _ -
F 7(3 1)'
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(f‘") =P lx,
Un
=P A" X,
= (P7'A"P)P1 X,

— (P1AP)" (38)

(4) On a

(5) On a ici

N
S
SR
NG~

Il

o AN = e

ST
I o
~_
R
SRS
<

Par suite,

et on trouve pour finir que

(=)

()
(% 1) (s1am)
< 128 + 62500 >
~

384 + 31250

62628
30866

Correction de I’exercice 1.56. (Correction sommaire) (1) On a

Up 41 o 0 1 Unp,
Un+2 - \-2 3 Un+1 ’
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A(_O2 ;) .

On montre par récurrence que X, = A"Xy. L’amorce (cas n = 0) est évidente.
On montre maintenant I’hérédité. On suppose la relation vraie a 'ordre n, n fixé
(quelconque). On a alors

soit donc X, +1 = AX,, avec

Xpp1 = AX,, = AA" X, = A" X,

et donc la propriété est aussi vraie a ’ordre n + 1. Par récurrence, la propriété est
vraie pour tout n € N.

(2) Soit P le polynéme caractéristique de A. On a

P(X) = det <_2X 5 _1X>

=X(X-3)+2
=X?_-3X+2
=(X-1)(X-2).

Les valeurs propres de A sont 1 et 2. On a deux valeurs propres distinctes en
dimension 2 et 'on peut donc déja affirmer que A est diagonalisable. Soit (eq, e2)
la base canonique de R%2. On a E; qui est donné par I’équation

0 1 z\ _ (=

-2 3/ \y)  \y
et on trouve donc y = x. Donc E; est la droite vectorielle de vecteur directeur
u = ey + ey soit u(1,1). On a F5 qui est donné par ’équation

(960

et on trouve donc y = 2x. Donc Fs est la droite vectorielle de vecteur directeur
v = ej + 2eq soit v(1,2). La famille (u,v) est une base de R? (par théorie de la
diagonalisation). Si P est la matrice de passage de (e1,e2) & (u,v) alors

11
P-(i2)
. 10 1
et si D= 0 2 , alors P AP = D.

(3) Les matrices 2 x 2 s’inversent par formule de cours. On a det(P) =2—-1=1

puis
2 -1
-1
P (_1 1).
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On a ici

Par suite,

1427
1 + 27L+1 .

Donc u, =1+ 2" pour tout n.
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CHAPITRE 3
Algebre bilinéaire - Enoncés

Exercice 3.1. On considere les applications By, Bs, Bz, B4 données par
(a) By : R* x R* = R, Bi(z,y) = 2191 — 221y + T2y,

(b) By : RZ x R2 — R, By(x,y) = —21y1 + 312y — T2,

(c) B3 : R3 x R® = R, Bz(z,y) = —221y1 + 372y2 — T2y3 + T1Y3,

(c) By : R? x R* 5 R, By(z,y) = —z191 + Tayz — Toys + T1Y3 + L3y1 — T3y,

Dire lesquelles des applications By, By, B3, By sont des applications bilinéaires.
Pour celles qui sont des applications bilinéaires, lesquelles sont symétriques 7 Enfin,
toujours pour celles qui sont bilinéaires, écrire leur matrice de représentation dans
les bases canoniques des espaces R™ considérés.

Exercice 3.2. On considere les matrices

PR

M=[2 0 -1| et N=

5 o 1 2 -1 1 3
1 3 0 -1

Ces matrices sont des matrices de représentation de formes bilinéaires
B:R"xR" >R
dans la bases canonique de R™. Expliciter n pour M et N et donner les expressions

de ces applications dans la base canonique de R™.

Exercice 3.3. Soient E un R-espace vectoriel et p,v € E* deux formes
linéaires sur E. Montrer que B : E x E — R définie par B(z,y) = p(z)v(y)
est une forme bilinéaire sur F.

Exercice 3.4. Soit Ro[X] l'espace des polynomes réels de degré au plus 2 (com-
pris). On note B = (Py, P3, P3) la base canonique de R3[X] donnée par P;(X) = 1,
Py(X) = X et P3(X) = X2. On considere I'application B : Ry[X] x Ro[X] — R
définie par

B(P,Q) = P(Q(-1) + P(-1)Q(1) .
Montrer que B est une forme bilinéaire symétrique sur Ry[X]. Ecrire sa matrice de
représentation dans B.

Exercice 3.5. Soit B une forme bilinéaire sur E. On note Q(z) = B(z,z).
Montrer 'identité de Cauchy qui stipule que

Q(Q@)y — B(z,y)z) = Qx) (Q(z)Q(y) — B(x,y)B(y, z))

57
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pour tous z,y € E. On suppose que B est définie positive au sens ou B(z,x) > 0
pour tout = € E avec égalité a 0 si et seulement si z = 0. Déduire de l'identité de
Cauchy l'inégalité de Cauchy-Schwarz qui stipule que

B(z,y)B(y,r) < Q(z)Q(y)

pour tous z,y € F.

Exercice 3.6. Soit n > 1 et soit R, [X] lespace vectoriel des polynomes réels
de degré inférieur ou égal & n. Pour P,@Q € R,,[X] on pose

1
B(P,Q) :/0 2 P(2)Q’ (x)dx .

Montrer que B est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? Montrer qu’il existe
P non nul tel que B(P, P) = 0. Calculer les coefficients B;; de la matrice de B
dans la base (1,X,...,X") de R,[X].

Exercice 3.7. Soit Ro[X] I'espace des polyndmes réels de degré au plus 2. On
note B = (Py, P2, P3) la base canonique de Ry[X] donnée par P (X) =1, Po(X) =
X et P3(X) = X2. On considere la forme bilinéaire B : Ro[X] x Ro[X] — R définie
par

B(P,Q) = P(1)Q(-1) + P(-1)Q(1) .
Donner sa matrice de représentation dans B. Soit B’ = (1 — X?, X, X?). Montrer

que B’ est une base de Ro[X]. Déterminer la matrice de représentation de B dans
B'.

Exercice 3.8. Soit Ro[X] 'espace des polyndmes réels de degré au plus 2. On
note B = (Py, P2, P3) la base canonique de Ry[X] donnée par P (X) =1, P2(X) =
X et P3(X) = X2. On considere la forme bilinéaire B : Ry[X] x Ro[X] — R définie
par

B(P.Q) = / P(H)Q(t)dt

Donner sa matrice de représentation dans B. On note B = (1, X — 1,1 — X + X?).
Mountrer que B’ est une base de Ro[X]. Donner la matrice de représentation de B
dans B’. Méme question avec B” = (1 — X2, X, X?).

Exercice 3.9. Soit E' un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit B =
(~el,...,en) et B = (é1,...,6,) deux bases de E. On note B* = (ef,...,e}) et
B* = (é7,...,¢€}) les bases duales associées. On note aussi A = M _, 5 la matrice

de passage de B a Bet A=M «_, 3 la matrice de passage de B* a B*. Quelle
relation y a-t-il entre A et A 7
Exercice 3.10. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit a € F,

a # 0. Montrer qu'il existe f € E* tel que f(a) = 1.

Exercice 3.11. Soit R,,[X] I'espace des polynémes de degré au plus n.
(1) Montrer que pour tout a € R, &, : P — P(a) est une forme linéaire sur
R, [X].

(2) Soient aj,...,an+1 € R deux a deux distincts. Montrer que la famille
(®ay,---,Pa,,,) est une base de I'espace dual R, [X]*.
(3) Soient aq,...,an+1 € R deux & deux distincts. Montrer que pour tout

P € R, [X] il existe des uniques cy, ..., c,41 tels que fol P(t)dt = " eiP(ay)
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Exercice 3.12. Soit Q : R3 — R qui & (2,7, 2) associe
Q(z,y,2) = 22% — 2y* — 622 + 3ay — 4oz + Tyz .
Dire pourquoi @ est une forme quadratique. Déterminer la forme bilinéaire symétrique
B associée a Q. Déterminer le rang de Q.
Exercice 3.13. Soit Q : R® — R qui & (z,y, 2) associe
Q(x,y,2) = 32% + 3y* + 322 — 22y — 222 — 2yz .
Dire pourquoi @ est une forme quadratique. Déterminer la forme bilinéaire symétrique

B associée a (). Déterminer le rang de Q.

Exercice 3.14. Soit Ry[X] l'espace des polynémes réels de degré au plus 2.
On note @ : Ro[X] — R la fonction donnée par: VP € Ry[X],

Q(P) = P'(1)* = P'(0)* .

Montrer que @ est une forme quadratique et déterminer la forme bilinéaire symétrique
B associée a Q. Ecrire la matrice de représentation de B dans la base canonique
(1, X, X?) de Ry[X]. Déterminer le rang de Q.

Exercice 3.15. Soit F = End(R?) I'espace vectoriel des endomorphismes de
R2. Montrer que E est de dimension 4 et que la famille B = (uy,uz, uz, uy) con-
stituée des endomorphismes dont les matrices dans la base canonique de R? sont

10 01 00 00
(o o) = (o0) 4= 0) 4= (01)

est une base de E. Montrer que la fonction Q(u) = det(u) est une forme quadratique
sur E. Si B est la forme bilinéaire symétrique associée a @), écrire la matrice de B
dans B. Que vaut le rang de @ 7

Exercice 3.16. Soit F = End(R?) I'espace vectoriel des endomorphismes de
R2. On considere la fonction @ : E — R donnée par: Yu € E,

Q(u) = Trace(u?) + 2edet (u)
ou ¢ = +1. Montrer que @ est une forme quadratique sur E. Si B est la forme
bilinéaire symétrique associée & Q, et si B = (u1, ua, us,uq) est la base canonique

de E comme a l'exercice 4, écrire la matrice de B dans B. Que vaut le rang de @
suivant que e = —loue =417

Exercice 3.17. Soit E un R-espace vectoriel (de dimension finie) et soit @ une
forme quadratique sur E. On suppose que Q(x) # 0 pour tout € E\{0}. Montrer
qu’alors soit Q(z) > 0 pour tout z € E\{0}, soit Q(z) < 0 pour tout x € E\{0}.

Exercice 3.18. Déterminer le noyau et le cone isotrope des formes quadra-
tiques @ et @ sur R? dont les formes bilinéaires symétriques associées sont données
par les expressions B(x,y) = x1y1 + T2y2 — x3ys et B(z,y) = z1y1 — x3ys.

Exercice 3.19. Soit Q : R?® — R l'application définie par
Q(I17$27x3) = QZE% — 2.%% - 656:23 + 31’1I2 - 4$1£E3 + 7$2I3
(1) Pourquoi Q est-elle une forme quadratique ?

(2) Quelle est la forme bilinéaire symétrique B associée & @ 7 Quelle est la matrice
M de B dans la base canonique de R3 ?
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(3) Décomposer @ en sommes et différences de carrés de fagon a écrire @ sous la
forme Q = Q o ® ou @ est une forme quadratique facile & manipuler et ® est un
isomorphisme de R3.

(4) Quelle est la signature de @ ? Quel est le rang de Q ?
(5) Déterminer le cone isotrope de Q.
Exercice 3.20. Soit Q : R? — R qui & (z,y, ) associe
Qz,y,2) =2 — 2> + xz +yz .
Dire pourquoi @) est une forme quadratique. Déterminer la signature et le rang de
Q.

Exercice 3.21. Soit Ry[X] l'espace des polynémes réels de degré au plus 2.
On note @Q : Ry[X] — R la forme quadratique sur Ry[X] donnée par: VP € Ro[X],

Q(P) = P'(1)* = P'(0)* .
Déterminer la signature et le rang de Q.

Exercice 3.22. Soit Ry[X] l'espace vectoriel des polynomes réels de degré
inférieur ou égal & 2. On définit la fomre quadratique @ sur Rq[X] par

1
Q(P) = / zP(z)P'(z)dx
0
pour P € Ry[X]. Déterminer la signature et le rang de Q.

Exercice 3.23. Soit a € R et soit Q : R? — R la forme quadratique définie
par
Qz,y,2) =2+ (1 +a)y® + (1 +a+a?)2? + 2zy — 2ayz
Que vaut, suivant la valeur du réel a, la signature de Q ?
Exercice 3.24. On note My(R) l'espace des matrices 2 x 2 réelles. On con-
sidere l'application B : M3(R) x M3(R) — R définie par
1

B(M,N) = 5 (Tr(M)Te(N) — Te(MN))

pour tous M, N € M5(R), ot Tr(A), la somme des termes diagonaux de A, est la
trace de A.

(1) Montrer que B est une forme bilinéaire symétrique sur Ms(R).

(2) On considere la base B de M2 (R) constituée des matrices

10 01 0 0 00
S (O R (Y REE (R ()

Quelle est la matrice de représentation de B dans B ?

(3) Soit A € M3(R). Montrer que le polynéme caractéristique de A s’écrit
P(X)=X?-Tr(A)X +det(A) ,

ou det(A) est le déterminant de la matrice A.

(4) Le théoreme de Cayley-Hamilton affirme qu’une matrice annule son polynéme
caractéristique. Démontrer ce théoréme pour les matrices A € Mz (R).

(5) Montrer que la forme quadratique associée & B est Q(A) = det(A).
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(6) Montrer que
det(M + N) = det(M) + det(N) + Tr(M)Tr(N) — Tr(MN)
pour toutes matrices M, N € My(R).
Exercice 3.25. Soit B : R® x R? — R définie par
B(z,y) = 5z1y1 + 4w2y2 + 323y3 — (T1y2 + T291)
—2(21y3 + 73y1) — (T2y3 + T3Y2) -
Montrer que B est un produit scalaire sur R3.

Exercice 3.26. Soit | - || : R? — RT définie par [|(z,y)| = max (|z|,|y]).
Montrer que || - || est une norme sur R2. Soit By(1) la boule de centre (0,0) et de
rayon 1 pour cette norme, donc By(1) = {(z,y) / ||(z,y)|| < 1}. Montrer que cette
boule est en fait le carré [—1,1] x [—1,1].

Exercice 3.27. Soit E = C([0,1],R) Iespace vectoriel (de dimension infinie)
constitué des fonctions de classe C* de [0, 1] dans R (au sens ott dire qu’une fonction
est de classe C'! sur [0, 1] signifie que la fonction est définie sur un intervalle ouvert
contenant [0,1] et qu’elle est dérivable de dérivée continue sur cet intervalle plus

grand). On définit
(f.9) = / I

pour toutes fonctions f,g € E. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.
Exercice 3.28. Soit o € R un réel donné. Soit B : R x R® — R définie par
B(x,y) = 2z1y1 + 4xoys + 3x3y3 — 2a(x1y2 + T2y1)
—2(z1ys + z3y1) — (T2y3 + 3Y2) -
Pour quelles valeurs de o a-t-on que B est un produit scalaire sur R3 ?

Exercice 3.29. On note My(R) l'espace des matrices 2 x 2 réelles. On con-
sidere le produit scalaire sur Mz(R) donné par

(A, B) = trace(*AB) .

On consideére la base B de M3(R) constituée des matrices

10 0 1 00 00
w=fon) w(oo) w0 0) (1)

Montrer que cette base est orthonormale pour (-, ).

Exercice 3.30. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2, et B = (e1, e2)
une base de E. On note B la forme bilinéaire sur E définie par

B(x,y) = 2z1y1 + 3x2y2 — 2(21y2 + 22y1)

2 2 . .
pour tous z =) ., xie; et y =Y ., yie;. Montrer que B est un produit scalaire
sur E et trouver une base orthonormée pour B.

Exercice 3.31. Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2, et B = (e1, e2)
une base de E. Soit a un réel. On note B la forme bilinéaire sur F définie par

B(z,y) = x1y1 + T2y2 — & (T1y2 + T231)
pour tous x = Z?zl xie; et y = Z?:l Yi€;.
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(1) Sous quelle condition portant sur « la forme B est-elle un produit scalaire ?
(2) On suppose o = % En utilisant Gram-Schmidt en partant de B trouver une
base orthonormée (€1, é2) pour B.

(3) On suppose toujours que a = % Soit © = 2e; + 3es. Quelles sont les
coordonnées de = dans (é1,é5) 7

Exercice 3.32. Soit E un R-espace vectoriel et soit (-, -} un produit scalaire
sur E. On note || - || la norme associée au produit scalaire. Montrer que deux
vecteurs z,y € F sont orthogonaux si et seulement si |z 4+ Ay|| > ||z| pour tout
AeR.

Exercice 3.33. Soit Ry[X] lespace vectoriel des polynomes réels de degré au
plus deux. Pour P,Q € Ry[X] on pose

(P,Q) = P(-1)Q(-1) + P(0)Q(0) + P(1)Q(1) .

Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur Ro[X]. On considére le sous espace
vectoriel de Ro[X] donné par E = Vect(1, X?). trouver une base orthonormée de
E.

Exercice 3.34. Soit E = C°([0, 1], R) I'espace vectoriel (de dimension infinie)
des fonctions définies et continues de [0, 1] dans R. On munit E du produit scalaire
1

[z

0

Soit ' C E' le sous espace vectoriel de E donné par F = {f € E / f(0) = 0}.
Montrer que F+ = {0}.

Exercice 3.35. Soit (e1, e, e3) la base canonique de R3. On considere la forme
bilinéaire symétrique (-,-) sur R3 donnée par
(z,y) = 221y1 + 272y2 + 323y3 — (T1y2 + T2y1) + (T1y3 + T3y1) — (T2y3 + T3Y2)

pour tous z,y € R3, ol les z; et y; sont les coordonnées de z et y dans la base
canonique. (1) Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R3.
(2) Trouver une base orthonormale pour (,-).

Exercice 3.36. On considere R? muni de la base canonique B = (e1, e, e3) et
du produit scalaire euclidien défini pour tous z,y € R par

(x,y) = z1y1 + T2y2 + T3Y3 ,

ou les x; et y; sont les coordonnées de x et y dans la base canonique. Soit f €
End(R?) 'endomorphisme donné par

f(zer +yea + ze3) = Br —y+ 2)er + 2z + 5y — 32)ea + (x —y + 2)es
pour tous z,y, z € R3. Donner 'expression de I’endomorphisme adjoint f* dans B.

Exercice 3.37. On note Ms(R) I'espace des matrices 2 x 2 réelles. On con-
sidere le produit scalaire
(A, B) = trace(*AB)

et on considére la base canonique B = (Ajp, Az, A3, Ay) de M3(R) donnée par

10 0 1 00 0 0
A = (0 0),,42 <O 0)7143 <1 O> et Ay = (O 1). On rappelle (cf.
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feuille 6) que (Aq, As, A3, A4) est une base orthonormale pour (-,-). Soit o € R.
On considere f € End (M3(R)) I'endomorphisme de M3(R) donné par

a b\ _ (a+c 2b+ad
f ¢c d)) \aa—c b+d

(1) Ecrire la matrice de représentation Mpp(f) de f dans B.
(2) Pour quelle(s) valeur(s) de « cet endomorphisme est-il symétrique ?

Exercice 3.38. On considere R? muni de la base canonique B = (e, e, e3) et
du produit scalaire euclidien (-,-). Soit f € End(R?) I'endomorphisme donné par

f(zer +yea + ze3) = (x — 2y — 22)e1 — (22 — y + 22)es — (22 + 2y — 2)es

pour tous z,y,z € R3. Montrer que f est diagonalisable et qu’il existe une base
orthonormale de vecteurs propres de f. Donner une telle base orthonormale de
vecteurs propres de f. Que vaut la matrice de f dans cette base ?

Exercice 3.39. Soit F un R-espace vectoriel de dimension n muni d’un produit
scalaire (-, -) et soit f € End(FE) un endomorphisme symétrique. On note Ay, ..., A\,
les valeurs propres de f comptées avec leur multiplicité (certains des \; peuvent étre
égaux entre eux) et on ordonne les \; de sorte que A\; < Ay < --- < \,. Montrer
que \i||z||? < (f(z),z) < A\||z||? pour tout = € E.

Exercice 3.40. Soit A la matrice

2 2 =2
A= 2 5 —4
-2 -4 5

Montrer que A est diagonalisable et trouver une matrice orthogonale P pour laquelle
tPAP est diagonale.

Exercice 3.41. Soit A la matrice
2 1 2
A=11 2 2
2 2 1

Montrer que A est diagonalisable et trouver une matrice orthogonale P pour laquelle
tPAP est diagonale.

Exercice 3.42. Soit A une matrice symétrique carrée n x n. On dit que A est
positive si pour tout vecteur colonne X a n lignes, X AX > 0.

(1) Montrer que A est positive si et seulement si ses valeurs propres sont toutes
positives ou nulles.

(2) Montrer que si A = (a;;) est symétrique positive alors a;; > 0 pour tout i.

(3) Montrer que si A est symétrique positive, alors pour toute matrice P orthogo-
nale (et de méme taille que A), *PAP est aussi symétrique positive.

(4) Montrer que pour tout matrice carrée M de taille n x n, et toute matrice carrée
inversible P de taille n x n, Trace(P~'M P) = Trace(M).

(5) Montrer que si A et B sont deux matrices n X n symétriques positives, alors
nécessairement 0 < Trace(AB) < Trace(A)Trace(B).
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Exercice 3.43. Soit n > 3 et soit £ un R-espace vectoriel de dimension n
muni d’un produit scalaire (-,-). On consideére u,v deux vecteurs non nuls et non
colinéaires de E. Soient o« # 0 et f # 0 deux réels fixés non nuls.On considere
l’endomorphisme f € End(E) de E donné par

f(2) = afv,a)u + Blu, 2y
pour tout z € E.
(1) Déterminer Ker(f) et Im(f).

On pose F = Vect(u,v). Comme (u,v) est libre (puisque u et v ne sont pas
colinéaires), F est de dimension 2. On note g la restriction de f & F. Alors
g € End(F).

(2) Soit A # 0 un réel non nul. Montrer que A est valeur propre de g € End(F) si
et seulement si A est valeur propre de f € End(E).

(3) Sous quelle(s) condition(s) portant sur « et S I’endomorphisme f € End(FE)
est-il symétrique 7

(4) On suppose que f est symétrique. Alors g est aussi symétrique. Déterminer
les valeurs propres de f.

Exercice 3.44. Soit A une matrice symétrique carrée n X n. On suppose que
A est positive & savoir que pour tout vecteur colonne X & n lignes, XAX > 0.
Montrer qu'’il existe B carrée n x n telle que A = 'BB.

Exercice 3.45. Une matrice A est dite nilpotente s’il existe p € N* tel que
AP = 0.

(1) Montrer qu’'une matrice symétrique nilpotente est forcément nulle.

(2) Soit A une matrice carrée nilpotente. On suppose que *AA = A*A. Montrer
que A est forcément nulle.

Exercice 3.46. Soit n € N* fixé et soit E = R, [X] l'espace des polynémes
réels de degré au plus n. Pour P, Q) € E on pose

P.Q)= [ (1-2)P@)Q)is

-1
et on considere f € End(E) donné par f(P) = ((X? — 1)P)//.
(1) Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur F.
(2) Montrer que f est symétrique pour (-, ).

Exercice 3.47. Soit A la matrice

10 0 0 O
0o 2 2 =2
A= 0 2 5 —4

0 -2 —4 5

Montrer que A est diagonalisable et trouver une matrice orthogonale P pour laquelle
tPAP est diagonale.
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Exercice 3.48. Soit n € N* et soit (-, -) la forme bilinéaire sur R,,[X] définie
pour tout P € R, [X] et tout @ € R, [X] par
—+oo

(P,Q) = P(m)Q(x)e*ﬁdx )

On définit aussi ¢ € End(R,[X]) par ¢(P) =2X P’ — P"” pour tout P € R, [X].
(1) Justifier que (-,-) est bien défini et qu'il s’agit bien d’un produit scalaire sur
R,[X].
(2) Montrer que pour tous P,Q € R,[X], (P,¢(Q)) = (P',Q"). En déduire que ¢
est symétrique pour (-, ).

Exercice 3.49. Soit n € N* et soit M., (R) I'espace des matrices réelles carrées
n X n. On munit M, (R) du produit scalaire

(M, N) = Trace(*MN) .

Soit A une matrice symétrique inversible de M,,(R). On considere 'endomorphisme
¢ € End(M,(R)) qui & M € M, (R) associe p(M) donné par o(M) = AMA™L.
Montrer que ¢ est symétrique pour (-, -).

Exercice 3.50. Soit A une matrice symétrique carrée nxn. Onnote Ai,...,Ap

les valeurs propres de A rangées par ordre croissant. On définit la quotient de
Rayleigh de A par

t
pour tout vecteur colonne a n lignes X # 0.

(1) Soit R™ l’espace euclidien, (-, -) le produit scalaire euclidien et B = (e, ..., e,)
la base canonique de R™. Si z a pour coordonnées x1,...,z, dans 3, on note X
le vecteur colonne dont les ligne sont constituées des z;. De méme si y a pour
coordonnées y1,...,y, dans B, on note Y le vecteur colonne dont les ligne sont

constituées des y;. Soit aussi f € End(R"™) ’endomorphisme de R™ dont la matrice
de représentation dans B est A, donc Mpp(f) = A. Montrer que ' X AY = (f(z),y)
et que 'XY = (z,y) pour tous z,y € R". En déduire que le quotient de Rayleigh
de A est aussi donné par

(f(z),z)

]2

|- || est la norme euclidienne associée au produit scalaire (-, -).

R(z) =

pour tout x € R™, ou

(2) Montrer que

A = i R
1= nin | R(@)

et que le minimum est réalisé par les x € Ey, x # 0, ou F; est 'espace propre
associé a la valeur propre A;.

(3) Montrer que

A2 = min R(z)
zeE{H\{0}

et que le minimum est réalisé par les x € FE3, x # 0, ou F, est l'espace propre
associé a la valeur propre A\; et F5 est I’espace propre associé a la valeur propre As.

Exercice 3.51. Soit A une matrice réelle symétrique n X n. On suppose qu’il
existe k € N* tel que A*¥ = Id,, ou Id,, est la matrice identité n x n. Montrer
qualors A2 =1d,,.
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Exercice 3.52. Soit A = (a;;) une matrice réelle symétrique n x n. On note
Aly. .., Ap les valeurs propres de A répétées avec leur multiplicité (donc des A;
peuvent étre égaux entre eux). Montrer que Y7, af; = 371, A7

Exercice 3.53. Soit £ un R-espace vectoriel de dimension finie n > 2 et soit
(+,-) un produit scalaire sur E. Soit a € E un vecteur de norme 1 et € R. On
définit ’endomorphisme f € End(E) par

f(x) =2+ plx,a)a .
Montrer que f est symétrique. Déterminer les valeurs propres et espaces propres
de f.

Exercice 3.54. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit (-, -)
un produit scalaire sur E. Soit f : E — E une application telle que (f(z),y) =
(z, f(y)) pour tous x,y € E. Montrer que f est un endomorphisme symétrique de
E.

Exercice 3.55. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et soit (-,-)
un produit scalaire sur E. Soit f € End(E) un endomorphisme de E. On note f*
Pendomorphisme adjoint de f. Montrer que Ker(f) = Ker(f* o f).

Exercice 3.56. Soit A une matrice réelle symétrique n x n. On suppose qu’il
existe k € N* tel que AF = Id,, ot Id,, est la matrice identité n x n. Montrer que
A =1d,, si k est impair, mais qu’il est impossible de dire mieux que A? =1d,, si k
est pair.

Exercice 3.57. Soit n € N* et soit (-,-) la forme bilinéaire sur R,,[X] définie
pour tout P € R, [X] et tout @ € R, [X] par

+oo
(P,Q) = /o P(z)Q(xz)e *dx .
On définit aussi ¢ € End(R,[X]) par ¢(P) = X P"—(X—1)P’ pour tout P € R,[X].

(1) Justifier que (-,-) est bien défini et qu’il s’agit bien d’un produit scalaire sur
R, [X].
(2) Montrer que ¢ est symétrique.

Exercice 3.58. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie muni d’un pro-
duit scalaire (-,-). Soient f et g deux endomorphismes symétriques de E. Montrer
que g o f est symétrique si et seulement si f et g commutent.



CHAPITRE 4
Algebre bilinéaire - Corrigés

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.1. Dire que B; est bilinéaire c’est dire que
pour tous a, b dans Pespace considéré (ici R? et R3), les applications x — B;(x,b)
et y — B;(a,y) sont des formes linéaires sur l'espace considéré, & savoir donc des
applications linéaires de I'espace considéré dans R. Une forme linéaire sur R? est
une application de la forme (w1, 12) — Az + Bxo et une forme linéaire sur R? est
une application de la forme (z1,z2,23) — Az + Bxs + Cxs, o A, B,C sont des
réels puisque la matrice de représentation (dans les bases canoniques de R™ et R)
est du type (A B) pour les formes linéaires de R? et (A B C) pour les formes
linéaires de R3.

(1) Clairement les applications x — By (z,b) et y — Bi(a,y), pour a,b € R?,
sont bien de ce type. Pour la premiére on a (z1,z2) — (b1 — 2b2)z1 + bax2 et pour
la seconde on a (y1,y2) — a1y1 + (a2 — 2a1)y2. Donc Bj est bien bilinéaire.

(2) Pour By il y a un probléme en raison du terme —xs. Posons par exemple
a = (1,1). Alors Ba(a,y) = —y1 + 3y2 — 1 qui n’est pas linéaire. Par exemple, si
Y1 = (1a0)7y2 = (07 1),y = (la 1), alors y = y1 +y2 et BQ(a’yl) =-2, B2(aay2) =2,
Bs(a,y) = 1 de sorte que Ba(a,y) # Ba(a,y1) + Ba(a,y2). Donc y — Ba(a,y) n’est
pas linéaire pour ce choix de a, et donc By n’est pas bilinéaire.

(3) Mémes types d’argument que en (1), on vérifie que B3 et By sont bien
bilinéaires.

La question de la symétrie des formes bilinéaires considérées ne se pose que pour
By, Bs et By. Pour B; on voit qu’il manque un —2x5y; pour avoir une symétrie.
Posons z = (1,0) et y = (1,1). Alors Bi(x,y) = —1 tandis que By (y,z) = +1, et
donc Bi(x,y) # Bi(y,x) pour ces valeurs de z et y. En particulier, By n’est pas
symétrique. Le méme genre de probléme se pose pour Bs. Posons z = (1,1,1) et
y = (1,0,1). Alors Bs(zx,y) = —2 et B3(y,x) = —1 de sorte que B;(x,y) # B1(y,x)
pour ces valeurs de x et y. En particulier, B3 n’est pas symétrique. Pour B4 on a
que, pour tous z,y,

By(y, ) = =121 + Y22 — Y23 + Y123 + Y371 — Y3T2
= —X1Y1 + T2Y2 — T2Y3 + T1Y3 + T3Y1 — T3Y2
= B4(‘Ta y)

et donc B, est symétrique. La base canonique de R? est constituée des vecteurs
er = (1,0) et e = (0,1). La base canonique de R? est constituée des vecteurs
e1 = (1,0,0), e2 = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). Pour une forme bilinéaire B, sa matrice
de représentation dans une base (e1,...,e,) est formée des a;; = B(e;,e;). La

67
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forme bilinéaire prend alors la forme

B(z,y) = Zaijl’z'yj :
4,7

Par identification on trouve ici que les matrices de représentation de By, B3 et By
dans les bases canoniques des espaces R™ considérés sont les matrices

_ -2 0 1 -1 0 1
M1=(0 1>,M3: 0 3 —-1| . ,M=[0 1 -1
0 0 0 1 -1 0

On voit sur la lecture des matrices que seule My et symétrique et donc que seule
By est symétrique. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.2. Pour une forme bilinéaire B, sa matrice de
représentation dans une base (e, ..., e,) est formée des a;; = B(e;, ;). La forme
bilinéaire prend alors la forme

B(z,y) = Z AijTiYj -
5]

On trouve donc ici pour M que n = 3 et que
B(z,y) = z1y1 + 21y2 + 221y3 + 22291 — Tays + 3T3Y1 — 273Y2 + T3Y3
et pour N que n =4 et que

B(z,y) = —xz1y1 + 221y2 + 21y3 + 42291 + Zay2 — T2y3 + 322y
+2x3y1 — T3Y2 + 23Yy3 + 3xT3Ys + Tay1 + 3TaY2 — TaYs -

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.3. Soit a € E fixé quelconque. Pour y, y quel-
conques dans F, et t,t € R quelconques,

Bla, ty + t§) = p(a)v(ty + t) = p(a) (tv(y) + tv(7))

puisque v est linéaire. Par suite, B(a,ty + t§) = tB(a,y) + tB(a,§). Avec le
méme type de raisonnement, puisque p est elle aussi linéaire, on montre que si
b € E est fixé quelconque, alors pour z,% € E quelconques et ¢, € R quelconques,
B(tx +t%,b) = tB(z,b) + tB(Z,b). Donc B est bien bilinéaire. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.4. Soit Q € Ry[X] fixé quelconque. Pour P, P €
R5[X] quelconques, et A, u € R quelconques,

B(AP +pP,Q) = (\P(1) + pP(1))Q(~1) + (AP(~1) + nP(-1))Q(1)
= A(PMQ(=1) + P(~1)Q() +  (P(Q(~1) + P(-1)Q(1))
= AB(P,Q) + pB(P,Q) .

De méme on montre que si P € Ro[X] est fixé quelconque, alors pour @, Qﬁ Ro[X]
quelconques, et A, u € R quelconques, B(P, \Q+pQ) = AB(P,Q)+uB(P, Q). Donc
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B est bien bilinéaire. La matrice de représentation de B dans la base canonique de
Ry [X] est constituée des B(P;, P;). On calcule

(Pl,Pl) =2 B(Pl,Pg) =0, B(Pl,Pg) =2
B(Py, P1) = 0,B(P, P2) = —=2,B(P2, P3) =0
B(P3,P1) =2,B(Ps,P,) =0,B(Ps, P3) =2

On trouve donc que la matrice M de représentation de B dans la base canonique
de Ry[X] est

2 0 2
M=|0 -2 0
2 0 2

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.5. Pour démontrer 'identité de Cauchy on utilise
la bilinéarité de B en écrivant que pour z,y € E quelconques,

Q(Q(x)y — B(wz,y)r) = B(Q(v)y — B(w,y)r,Q(z)y — B(z,y)z)
= Q(2)*Q(y) — Q(x)B(z,y)B(y, z)
— B(x,9)Q(x)B(z,y) + B(z,1)*Q(x)
= Q(2)*Q(y) — Q(x)B(z,y)B(y, z)
— B(z,9)*Q(z) + B(z,y)*Q(x)
= Q(2)*Q(y) — Q(x)B(z,y)B(y, z)
=Q(z) (Q(z)Q(y) — B(z,y)B(y, v))

qui est l'identité voulue. On suppose maintenant que B est définie positive. Alors

Q(Q(x)y — B(z,y)x) >0 .

Si Q(z) = 0 alors x = 0 puisque B est définie positive, et I'inégalité de Cauchy-
Schwarz est trivialement satisfaite. On peut donc supposer Q(z) # 0, soit encore
Q(z) > 0. Dans ce cas on a alors que Q(2)Q(y) — B(x,y)B(y,x) > 0, et 'inégalité
de Cauchy-Schwarz est encore vérifiée. Au total, I'inégalité de Cauchy-Schwarz est
toujours vérifiée. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.6. On vérifie facilement que pour Q € R, [X]
fixé quelconque, pour P, P € Ry[X] quelconques, et A, u € R quelconques,

B(AP 4 puP,Q) = AB(P,Q) + pB(P,Q) .
De méme on montre que si P € Ry[X] est fixé quelconque, alors pour Q, QeR,y [X]

quelconques, et A, € R quelconques, B(P,AQ + uQ) = AB(P,Q) + uB(P, Q).
Donc B est bien bilinéaire. On a B(X,1) = 0 tandis que

! 1
B(l,X):/ xdr = = .
0 2
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Donc B n’est pas symétrique. On a aussi B(1,1) = 0 et donc il existe P non nul
tel que B(P, P) = 0. Pour finir, on a pour ¢ > 1 et j > 1 que

Bij = B(X"!, X771

1
(j— 1)/ 2 dy
0

j—1
i+j—1"

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.7. La forme bilinéaire B est symétrique. On
calcule
B(P,,P)=2, B(P,P2)=0, B(P,P;) =2
B(Py,P1) = B(P,P2) , B(P2,P2) = -2, B(P2,P3) =0
B(Ps, Py) = B(Py,P3) , B(Ps,P;) = B(P,,P3), B(P3,P3) =2

On obtient donc que

2 0 2
Mg(B)=10 -2 0
2 0 2

Pour montrer que B’ est une base de Ro[X], puisqu’elle a bien autant de vecteurs
que la dimension 3 de Ry[X], il suffit de montrer que B’ est génératrice. Notons
Py, P}, P; les trois vecteurs de B’. On le constate facilement, pour tous a, b, c € R,

aX?+bX +c=c(l—-X?)+bX + (a+c)X?
=cP{ +bPy+ (a+c)Pj

et B’ est donc bien génératrice pour Ro[X], donc une base de Ry[X]. Soit P la
matrice de passage de B a B’. On a

Pl=P-P
P,=DP,
P, =D
et donc, par définition,
1 00
P=(10 10
-1 0 1
La formule de changement de bases donne alors que
Mg (B) ='PMp(B)P
1 0 -1 2 0 2 1 00
={0 1 0 0 -2 0 0 10
0 0 1 2 0 2 -1 0 1
1 0 -1 0 0 2
=10 1 0 0 -2 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0
=10 -2 0
0 0 2
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d

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.8. La forme bilinéaire B est symétrique. On
calcule

1
,B@J@:/ﬁﬁ:

1 1
BGLH):/)ﬂzl,BU%P%:i/tﬁ:
0 0 0

Wl — N
g N

1
Bmﬂm:Bwum,ng@:/ﬂﬁ:

1
,B@ﬂ@z/ﬁﬁ:
0

0

1
1
B(Ps,Py) = B(Py,P3) , B(Ps,P2) = B(P2,P3), B(P3,P3) = / thdt = 5
0

On obtient donc que

Mp(B) =

Lol =
A0 =o [ —=
[SHETN T

Pour montrer que B’ est une base de Ry[X], puisqu’elle a bien autant de vecteurs
que la dimension 3 de Ry[X], il suffit de montrer que B’ est génératrice. Notons
P|, P}, P; les trois vecteurs de B’. On le constate facilement, pour tous a,b, ¢ € R,

aX?+bX +c=a(l-X+X?)+(a+b)(X —1)+(b+c)x 1
=(b+ )P+ (a+b)Py+ aPy
et B’ est donc bien génératrice pour Ro[X], donc une base de Ro[X]. Soit P la
matrice de passage de B a B’. On a
Pl =P
P,=—P +P,
Pl=P —Py+ Py

et donc, par définition,

1 -1 1
P=10 1 -1
0 0 1

La formule de changement de bases donne alors que

M (B) = ' PMy(B)P

1 0 0 1% % 1 -1 1
1 -1 1 3 3 0 0 1
1 0 0 1 -1 3
=(-1 1 0 PR 4
o1 1) \E 1 &
3 12 60
1 _1 5
B O
52 % 77
6 12 10

A titre de remarque, lorsqu’on a du temps, il est toujours intéressant de vérifier ce
genre de calculs. La matrice obtenue est symétrique. C’est une bonne nouvelle (elle



72 4. ALGEBRE BILINEAIRE - CORRIGES

doit I'étre puisque B est symétrique). On pourrait maintenant vérifier que 'on a
bien B(Pj§, P§) = {5. On a

1
B(Pg,Pg)z/ (1 —t+t*)%dt
0

1 1 1 1 1 1
:/ dt+/ t2dt+/ t4dt—2/ tdt+2/ t2dt—2/ t3dt
0 0 0 0 0 0
1

1 2 1
—lae 4 _1a2_Z
+3+5 +3 2

TR
| =

14
5

v

10
comme calculé ci-dessus. On procede de la méme facon avec B”. Pour montrer que

B" est génératrice on remarque que

aX?+bX +c=c(1—-X?)+bX + (a+c)X?
=cP/' +bP) + (a+ )Py

La matrice P est ici donnée par

et on a que Mp(B) =*PMp(B)P. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.9. On note n la dimension de E. Ecrivons que
A = (a;j)i,;- Alors, pour tout j =1,...,n,

éj = Zaijei 3 (1)
=1

a savoir la jeme colonne de A est constituée des coordonnées dans B du vecteur
€;. On sait de plus que A est inversible (les matrices de passages sont toujours

inversibles). Notons A = (@i5)i ;- Les a;; sont caractérisés par le fait que pour tout
7=1,...,n,

n
é; = Zdijef (2)
i=1
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puisque la jéme colonne de A est composée des coordonnées de €5 dans B*. Soit
ke {1,...,n} quelconque fixé. On écrit que

djk = €;(Ex) par définition
n
= Z aije; (éx) en vertue de (2)
i=1

n n
= Z a;je; (Z apkep> en vertue de (1)
=1 p=1

n
= D aage](ey)

%,p=1

n
E Qi GpkOip puisque €; (ep) = d;p par définition
©,p=1

n
= E , ApjQpk
p=1

ol les §;; sont les symboles de Kroenecker (1 si ¢ = j, 0 sinon). Si on renomme les
indices j et k on a donc montré que

> dpiap; = 8y 3)
p=1

pour tous 4,5 = 1,...,n. Notons b;; = a;; les coeflicients de tA, la matrice
transposée de A, et notons

n
Cij = ) piy
p=1
pour tous 4,j. On a ¢;; = Z;zl bipap; et donc les ¢;; sont en fait les coeflicients de
la matrice produit AA. On a donc, en vertue de (3), que
tAA =1d,, ,

ott Id,, est la matrice identité n x n. Par suite tA = A~! et donc A = tA~1. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.10. Soit n la dimension de E. Le théoreme

de la base incompléte nous donne 'existence de vecteurs eo, ..., e, pour lesquels
(a,ea,...,6,) est une base de E. Alors f = a* convient. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.11. (1) Clairement pour touts Py, Py € R, [X]
et tous A\, pu € R,
Do (AP + pPy) = APi(a) + pPs(a)
= A0 (P1) + pu®@qy(Po)
de sorte que @, est bien linéaire sur R,,[X].

(2) L’espace R,[X] est de dimension n + 1. L’espace dual R, [X]* est donc lui

aussi de dimension n 4 1. La famille (®,,,...,®,,,,) comporte n + 1 éléments. Il
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suffit donc de montrer qu’elle est libre pour obtenir une base de R, [X]*. Soient
ALy . oy Apt1 n+ 1 réels. On suppose que
n+1

> Mo, =0
k=1

dans R, [X]*. Alors pour tout P € R, [X],
n+1

0="> MNP, (P)
k=1

k=0

Pour i =1,...,n+ 1, notons P; le polynéme de R, [X] défini par
1
H;‘lill,j;éi(ak —aj)
Alors P;(a;) = 1 tandis que P;(a;) = 0 pour tout j =1,...,n+ 1 dés que j # i.
Soit ¢ quelconque fixé dans {1,...,n+ 1}. En prenant P = P; dans (1) on obtient
que \; = 0. Et comme ¢ est quelconque dans {1,...,n+ 1} on obtient que A; = 0

pour tout i € {1,...,n+ 1}. La famille P, ,..., P, ,, est donc libre et donc bien
une base de R, [X]*.

(3) L’application ® : P — fol P(t)dt est une forme linéaire sur R, [X]. Donc un
élément de R, [X]*. En vertue de la question précédente il existe c1,...,¢+1 € R
tels que ® = Z;:ll ¢;®,,. Donc

B(P) = /01 P(t)dt
n+1
= Z ci®a, (P)
e

= Z ¢iP(a;)
i=1

pour tout P € R,[X]. D’olt le résultat. O

H(X) = (X 7(11) (X — ai_l)(X — aH_l)...(X 7an+1) .

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.12. La fonction @ est ici donnée dans la base
canonique de R3. Elle s’exprime bien sous la forme d’un polynéme homogene de
degré deux des variables coordonnées x,y,z. Si on écrit (z1,xz2,x3) au lieu de
(x7 y’ Z)? on a

3
Qz,y,2) = Y aymizy
ij=1
i<

avec a1 = 2, a1z = 3, a13 = —4, azx = —2, a3 = 7 et azz = —6. Les B;; de la
matrice de B sont donnés par By = ag, By = %aij et Bj; = %aij sit < j. La
matrice de B dans la base canonique B de R? est donc la matrice
3
2 5 —2

7
2 I 6
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Reste a déterminer le rang de cette matrice. Comme la matrice est non nulle, le
rang est un des entiers 1, 2 ou 3. Le rang vaut 3 si et seulement si la matrice est
inversible. On a

2
det | 2 -2 I |=24-"-T 48—+

Le rang est donc soit 1 soit 2. La matrice

2 3
-3 2)
3 -2

est une sous matrice de Mp(B) est son déterminant vaut —4 — § = —23 £ (. Le

rang est donc au moins 2. Le rang de B vaut donc 2. Donc ) est de rang 2. (Il

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.13. Méme principe que ci-dessus. On trouve

3 -1 -1
MpB)=1-1 3 -1
-1 -1 3
Le rang vaut 3 car le déterminant de cette matrice vaut 16. [

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.14. On a (cf. cours) que @ est une forme
quadratique sur Ry[X] si et seulement si Q(AP) = A\2Q(P) pour tout A\ € R et
tout P € Ry[X], et si application B : Ry[X] x Ro[X] — R donnée par

. 1 . .
B(P.P) =5 (Q(P+ P) - Q(P) - Q(P))
est bilinaire sur Ro[X]. 1II est clair que pour tout A € R et tout P € Ry[X],
Q(AP) = A2Q(P). On détermine maintenant B. Pour P, P € Ry[X],
. . 2 . 2
QMRP%:QWD+Pm» —QWm+Pﬂ@ — P'(1)?
—I-P/(O)Q —P/(1)2 +]5/(0)2
=2P'(1)P'(1) — 2P'(0)P'(0)
et on obtient donc que
B(P,P) = P'(1)P'(1) — P'(0)P'(0)
pour tous P, P € Ry[X]. Clairement B(P, P) est linéaire en P (& P fixé) et linéaire
en P (a P fixé). Donc @ est une forme quadratique et la forme bilinéaire symétrique

associée est B. Notons B = (P;, P, P3) la base canonique de Ry[X]. On a donc
P, =1,P =X et P3 = X2 On calcule

B(P,,P)=0, B(P;,P,)=0, B(P,P;)=0
B(Py, P,) =1-1=0, B(P,P;) =2
B(Py, Py) =4 .

Par symétrie on trouve donc que

Mg(B) =

o OO
N OO
SN\ R
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Le rang de cette matrice, donc de B et de @, est soit 1, 2 ou 3 (puisque la matrice
est non nulle). Son déterminant est clairement nul. Donc le rang ne vaut pas 3. La

matrice
0 2
=3 7)

est une sous matrice de Mp(B) est son déterminant vaut —4 # 0. Le rang est donc
au moins 2. En conclusion le rang de B vaut donc 2 et donc @ est de rang 2. [

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.15. Clairement F est un R-espace vectoriel
que 'on peut voir comme une sous espace vectoriel de ’espace de toutes les apli-
cations de R? dans lui-méme, puisque si u,v € E, u+v € Eetsi A€ Ret u € E,
Au € E. Soit u € E quelconque. Sa matrice A de représentation dans la base
canonique de R? va s’écrire de facon unique sous la forme

A= CLAl + bAg + CA3 + dA4

pour a,b,c,d € R, et comme aA; + bAs + cAz + dA4 est aussi la matrice de
représentation de au; + bus + cus + dus dans la base canonique de R?, on a que
u = auy + bus + cuz + duy et Vécriture est unique (puisque celle pour A lest). On
en déduit que B est une base de E. Dans B,

Q(u) = det <‘é Z)
=ad — be

et () s’exprime bien dans B comme un polynéme homogene de degré 2 en les
variables coordonnées a, b, ¢, d (on a l'expression x124 — 2223 dans un langage plus
classique de coordonnées x1,xs, x3,x4). Donc @ est une forme quadratique. On a

4
Q(z1, 22,23, 4) = Z AijTilj

i,j=1

1<j
avec a11 = 0,a12 = 0,013 = 0,a14 = 1,022 = 0,a23 = —1,a24 = 0,a33 = 0,a34 =
0,a44 = 0. Les B;; de la matrice de B sont donnés par By; = aq;, Bij = %aij et
Bj; = %aij si i < j. La matrice de B dans la base canonique B de FE est donc la
matrice
o o o 1
0 0 -1 0
Mg(B) = 2
5(B) 0 -3 0 o0
10 0 0

Puisque B n’est pas nulle, le rang de B vaut 1,2,3 ou 4. Le déterminant de cette
matrice, par développement suivant la premiere ligne, vaut

0 0 0

1
2 0 0 _1
0 0 -0 1 2 -1
2 - = _1 N
det 0 _% o 0 2det 8 02 8 24750.
3 0 0 0 2

Donc B et @Q sont de rang 4. O
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.16. On procede comme ci-dessus en écrivant

Q@ dans B. On a

a b\ (a b\ _[(a*+bc ab+bd

c d)\c d)  \ac+cd bc+ d?
et la trace de cette derniere matrice vaut a? + d? + 2bc et donc, en utilisant ce qui
a déja été dit a l'exercice 4, on voit que

Q(a,b,c,d) = a® + d* + 2bc + 2cad — 2ebe
=a® +d?* +2ead +2(1 — €)be .

Donc @ s’exprime bien dans B comme un polynéme homogene de degré 2 en les

variables coordonnées a, b, ¢, d. Donc @ est une forme quadratique. On a

Q($1,$27x3,l‘4) = JJ% + Ii + 2ex114 + 2(1 — E).Z‘Ql‘g,

4
= E aijxixj

i,j=1

1<j
avec a11 = 1,a12 = 0,a13 = 0,a14 = 26,&22 = 0,&23 = 2(1 — E),a24 = 0,@33 =
0,a34 = 0,a44 = 1. Les B;; de la matrice de B sont donnés par B;; = a4, Bij = %aij
et Bj; = %aij si i < j. La matrice de B dans la base canonique B de E est donc la
matrice

1 0 0 €
0 0 1—¢ 0
Ms(B)=1¢9 1-¢ 0o o0
5 0 0 1
Selon que € = —1 ou € = +1 on récupere donc les deux matrices
1 0 0 -1 1 0 0 1
0 0 2 0 0 0 0 O
Mi=109 20 of  M=|g 000
-1 0 0 1 1 0 0 1

Le rang de ces matrices non nulles est 1,2, 3 ou 4. On calcule en dévelopant suivant
la premiere ligne

é 8 g _o 02 0 0 0 2
det =det|{2 0 O]+ 0 2 O
020 0 0 0 1 -1 0 O
-1 0 0 1
=—-4+4+4
=0
et donc le rang de M, n’est pas 4. La matrice
0 2 0
A=12 0 0
0 0 1
est une sous matrice de M; et son déterminant vaut —4 # 0. Le rang de M; vaut
donc 3, et donc le rang de @ vaut 3 lorsque € = —1. Pour M5 on peut procéder de

la méme fagon mais on se rend compte que non seulement le déterminant de M est
nul mais que les déterminants des sous matrices d’ordre 3 de M, semblent eux aussi
étre nuls ainsi que les déterminants des sous matrices d’ordre 2 de M. On va s’y
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prendre différemment et étudier plutét le rang de ’endomorphisme f € End(R*)
dont la matrice de représentation dans la base canonique de R* au départ et &
I’arrivée vaut Ms. On a alors
flz,y,z,t) = (x +1,0,0,2 +¢)
et on voit donc que le noyau Ker(f) de f est donné par
Ker(f) = {(z,y,2,t) € RY [z 4+t= 0}
= {(x,y,z,—x) eR* / z,y,2 GR}
= {2(1,0,0,-1) +y(0,1,0,0) + 2(0,0,1,0) € R* / z,y,2 € R} .
Si (e1, e2,e3,e4) est la base canonique de R*, on en déduit que
Ker(f) = Vect (e1 — eq,e2,€3) .
La famille (e; — eq4, €3, e3) est clairement libre, donc une base de Ker(f) et ainsi
dimKer(f) =3 .

Le théoréme du rang donne ensuite que Rg(f) =4 — 1 = 1. Donc le rang de M,
vaut 1 et ainsi le rang de @ vaut 1 lorsque ¢ = 1. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.17. On suppose que Q(x) # 0 pour tout = €
E. On raisonne par ’absurde et on suppose qu’il existe zg, 21 € E tels que Q(xg) <
0 et Q(x1) > 0. Pour t € [0,1] on définit 2, = (1 — ¢)xg + tx1, et on poste
f(t) = Q(x¢). Si B est la forme bilinéaire symétrique associée & @, alors

f(t) = B((l — t).l?o + iz, (1 — t)x‘o + tﬂ?l)
= (1 —1)?Q(wo) + t*Q(x1) + 2t(1 — t) B(wg, 1) .

En particulier f : [0,1] — R est continue et, par hypothese, f(0) < 0 et f(1) > 0.
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe tg €]0, 1] tel que f(tp) = 0.
Or f(to) = 0 signifie que Q(x¢,) = 0 ce qui est impossible sauf si z;, = 0. Mais si
x4, = 0 alors 21 = axg avec a = (tg—1)/to et on obtient donc que Q(z1) = a?Q(zo),
ce qui est impossible puisque nous avons supposé que Q(zg) < 0 et Q(x1) > 0. On
a donc bien une contradiction et ¢’est donc que soit Q(x) > 0 pour tout = € E, soit
Q(z) < 0 pour tout z € E. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.18. Le cone isotrope Cq de () est constitué des
x = (z1,72,73) qui sont tels que Q(z) = 0. On a Q(x) = 2% + 23 — 23 et donc

Co = {(:cl,xg,xg) / xg = :c% +:c§}

yy

Le noyau de Ng de Q est constitué des = (1, z2, 23) qui sont tels que B(z,y) =0
pour tout y = (y1,¥y2,y3). On trouve donc Ny = {(0,0,0)}. Le cone isotrope
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Co de Q est constitué des x = (1,22,23) qui sont tels que Q(z) = 0. On a
Q(z) = 23 — 22 et donc Co = {(z1,22,23) / x3 = x1 ou x5 = —x1}. Le noyau de
./\/‘52 de @ est constitué des x = (x1,x2,23) qui sont tels que B(x,y) = 0 pour tout
y = (Y1, ¥2,y3). On trouve donc Ny = {(0,22,0), 72 € R}. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.19. (1) @ est une forme quadratique car @
est un polynoéme homogene de degré 2 des variables coordonnées (dans la base
canonique de R?).

(2) On écrit que
Q(X)

2x% — 293% — 61’:2), + 3x129 — 4123 + TXo13

3
=227 — 222 — 623 + 5(951352 + zoxq)

7
— 2(371.%‘3 + $3l‘1) + §($2$3 + .Z‘gIQ)

On en déduit que

3
B(z,y) = 2x1y1 — 222y — 6x3ys + 5(37111}2 + zoy1)

7
—2(x1y3 + w3y1) + 5(962113 + x3Y2)

(3) On régle pour commencer le cas de z; en cherchant & I'intégrer dans un carré.
On écrit que

QX) = 2:5% — 23:% - 6x§ + 3x1x0 — 4173 + TT2T3

3
= 2(1’% + 5%11’2 — 21’11’3) — 21’% — 61% + 71’21’3

3 9
=2(x1 + —x2 — x3)2 — fxg — 2w§ + 3xox3 — 2x§ — 6m§ + Txoxs

4 8
3 25
=2(z1 + Z:vz - x3)2 — ng - 833% + 10zox3
3 25 80
=2(z1 + 1% x3)% — g(xg - %(EQ.’L?,) — 8x2
3 25 16
=2(z1 + Vi r3)% — g(xg - El‘gl‘g) — 813
On s’occupe maintenant de xo. On écrit que
3 25 16
=2(x1 + 252~ r3)% — g(xg - gxgxg) — 813

3 25 8 25 /82
=2(z1 + Z:cz — x3)2 — — (w2 — 71:3)2 + — < ) J:?), — 8x§

8 5 8 \H
2
— 2(11 + 21‘2 — 563)2 — §5(1'2 — §$3)2
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On a donc Q = Q o ® ot
- 2
Q(X1, Xo, X3) = 2X7 — §5X22

et ou
3 8
P(x1,20,23) = | 21+ 13?2 — T3,T2 — 55837%3

Reste & vérifier que ® est un isomorphisme de R®. La matrice A de représentation
de ® dans la base canonique de R? (au départ et & l'arrivée) est la matrice

13 -1
A=(o0o 1 -3
00 1

Elle est triangulaire supérieure. Son déterminant est alors le produit des termes di-
agonaux. Donc det(A4) = 1 qui est différent de 0 et donc @ est bien un isomorphisme
de R? sur lui-méme.

(4) La signature de @ est la méme que la signature de Q Le rang de @ est lui aussi
égal au rang de Q puisque le rang est la somme des deux termes qui composent la
signature. Clairement Q est de signature (1,1). Donc la signature de @ est (1,1)
et lerang de Q est 2=1+1.

(8) Soit Cq le cone isotrope de Q et soit CQ le cone isotrope de Q. Clairement,
uelq & @(u) €Cy
puisque Q = Q o ®, et donc Co = <I>‘1(CQ). Reste & caractériser Cs5. Or X € Cg si

et seulement si
25 o

2X7 — 3 =0
soit
4
Xo = igXl .

On a alors plusieurs expressions possibles:

8 \> 16 3 2
CQZ{(I'MI'Z,.TS)/ <1‘2—21’3> :25(1’1+4I2—$3) }

=< (z1,2 x)/m—gx—éx +§x—éx
- 1, 42,43 2 23_51 52 53

U (z1,2 x)/xfgr *féx—gx +%x
1,42,L3 2 237 51 52 53

4 2 32
= — —_ — _ :O
{($1,3€2,333) / 5371 53?24- 10333 }

4 8 48
U {(1‘1,562,3’;3) / gwl + 3372 — 1—0333 = 0}
ou encore Cq = & ({(X1, X2, X3) / X = ££X1}). O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.20. Méme principe que ci-dessus. Tout d’abord,
@ est une forme quadratique car @) est un polynéme homogene de degré 2 des vari-
ables coordonnées (dans la base canonique de R?). On cherche maintenant & écrire
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Q sous la forme Q) = Q) o  ou () s’écrit sous forme réduite en différence de carrés
et ® est un isomorphisme de R3. On écrit:

QX)) =2 -2 + 2z +yz

22

=@+ - -2y
2
Z\o 9 z z
= —_ _2 - - ) —
R
2 2
Z.9 Zo % z
= — —2 — = _— —
R L ) R
2
Z\o Zo %
= SN2 9y — 22 2
R T
Soit @ la forme quadratique donnée par
~ 1
Q(u,v,w) = u® — 20* — ng

Soit ® I’endomorphisme de R? donné par
1 1
O(z,y,2) = (J;—l— 25~ 4,2,2) .

Alors Q = Q o ®. La matrice de ® dans la base canonique de R?® (au départ et a
larrivée) vaut

10 3
M=|0 1 —3
00 1

Son déterminant vaut det(M) = 1 et donc ® est un isomorphisme. On en déduit
que la signature de @ est celle de Q et que le rang de @ est celui de Q. La signature
de Q est clairement (1,2). La signature de @ est donc aussi (1,2). Le rang de Q
est 3=1+42. (I

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.21. Soit B = (1, X, X?) la base canonique de

Ro[X]. Pour

P(X)=a+bX +cX?
on a

Q(P) = (2¢ +b)? — b*

= 4¢? + 4bc

et on a donc

Q(a,b,c) = 4c® + 4bc .

En particulier, ) s’écrivant comme un polynéme homogene de degré deux en les
variables coordonnées cela confirme que @ est bien une forme quadratique. On écrit
Q(a,b,c) = 4(c* + be)
b
=4(c+ =) —1?
2
et on a donc Q = Q o ® ou

Q(A, B,C) =4C?* — B?
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et oll ® est 'endomorphisme de Ry[X] donné pour P = a + bX + c¢X? par

1
®(a,b,c) = <a,b,c—|— 2b> .

La matrice de ® dans la base canonique de Ry[X] (au départ et & 'arrivée) est

M =

o O =
Nl= = O

0
0
1

dont le déterminant vaut 1. Donc @ est un isomorphisme et la signature de @) est
égale & celle de @. La signature de @ vaut (1, 1). La signature de @ est donc (1,1).
Son rang est 2 =1+ 1. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.22. Soit B = (1, X, X?) la base canonique de
Ry[X]. Pour

P(X)=a+bX +cX?

on a

x(a + bx + ca®) (b + 2cx)dx

(abz + (2ac + b*)2® + 3bez® + 2¢%2*) dz
2 1 3 2
“ *b2 e =2

b—|—3ac—|—3 +4bc—|—5c

1 2 1 2 3
= gbz —+ 502 —+ §ab+ §a6+ Zbc .

N | =
IS

En particulier, ) s’écrivant comme un polynéme homogene de degré deux en les
variables coordonnées cela confirme que ) est bien une forme quadratique. On
cherche maintenant a écrire la réduction de ). On a

Q(a,b,c) = %(b2 + gab + %bc) + 202 + gac
= %(b‘f' Za"‘ 20)2 - %az - (2577102 - l%ac—i- %cz + gac
= %(b—l— ga—i- 26)2 — %aQ + %ac— 3—;0@2
=0+ S Yo - @ Jag -
- %(H Za * %C)Q N %(a - %6)2 + 132862 - ﬁcz
= %(za—kb—l- gc)2 — %(a — 15—8c)2 — 11%02
etonadoan:Qo@oﬁ
~ 1 3 1
Q(A,B.C) = A = B~ —_C?

et oll ® est 'endomorphisme de Ry[X] donné pour P = a + bX + c¢X? par

®(a,b,c) = (iaerJch,alZc,c) .
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La matrice de ® dans la base canonique de Ry[X] (au départ et & 'arrivée) est

3 1 9

1 8,
M=|1 0 —3%

0 0 1

dont le déterminant vaut, en développant suivant la derniere ligne,

det(M) = detC (1)) 1

qui est non nul. Donc @ est un isomorphisme et la signature de () est égale a celle
de Q. La signature de @ vaut (1,1). La signature de @ est donc (1,2). Son rang
est 3=1+2. (|

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.23. @ est une forme quadratique car ) est un
polynéme homogene de degré 2 des variables coordonnées (dans la base canonique
de R3). On écrit maintenant que

Q(r,y,2) = (x+y)? —v* + 1+ a)y® + (1 +a+a?)z* — 2ayz
=(x+y)?+a?+(1+a+ad)?—2ayz
=(x+y aly —2)? —az® + (1 +a + a?)2?
= (e +y)? +aly —2)°+ (1 +a?)z"
Soit @, la forme quadratique
Qu(X,Y,Z) = X? +aY? + (14 a?) 7>
Ona@Q=Q,o®ou

2

)
)
)+
)? +

CID(a:,y,z) = (:L'er,y—z,z) .
La matrice de ® dans la base canonique de R? (au départ et a I’arrivée) est

11 0
M=10 1 -1
0 0 1

dont le déterminant vaut 1 # 0. Donc ® est un isomorphisme de R3 et par suite la
signature de @ est égale a la signature de ),. On voit alors facilement que:

(i) Si a > 0 la signature de @, (et donc de Q) vaut (3,0)
(ii) Si a = 0 la signature de Q, (et donc de Q) vaut (2,0)
(iii) Si a < 0 la signature de @, (et donc de Q) vaut (2,1)

D’ou la réponse a la question posée. [l

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.24. (1) Soient

a b a b
(o) G )
On a _ ~
ad + bé  ab+ bd
MN = - -
<c&+d& cb—|—dd>
et donc

Tr(MN) = ad + dd + bé + be .
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Bien que MN # NM a priori (le produit matriciel n’est pas commutatif), on a
donc quand méme que Tr(MN) = Tr(NM) pour tous M, N € M5(R). Donc B
est symétrique. Pour montrer la bilinéarité de B il suffit alors de montrer que B
est linéaire en M & N fixée. Le terme Tr(M)Tr(NN) ne pose aucun probléme car
la trace est linéaire. Pour le second terme on remarque que pour tous A, u € R, et
tous Ml, My € MQ(R),

(AM, + M) N = AMN + M, N

et en utilisant de nouveau la linéarité de la trace on récupere la linéraité en M a
N fixée du terme Tr(MN). Au total, B est symétrique et B est linéaire en M & N
fixée, donc B est bilinéaire symétrique.

(2) Ona Tr(Ar) = 1, Tr(Az) = 0, Tr(Az) = 0 et Tr(Aq) = 1. On a aussi
S IR I O I R T A S
wa=( 0 (0= (0 a6 D= 0)

=00 00 )= 5} o) 6 5) =6 o)
aa= (000 D=8 =0 00 0)-(0)
sa=(0 6 D=6 -G O6D-6 1)

Tr(A?) = 1, Tr(A; A2) = 0, Tr(A; A3) = 0, Tr(A; Ag) = 0,
Tr(A3) = 0, Tr(A243) = 1, Tr(A44) = 0, Tr(A43) =0
Tr(AzAs) =0, Tr(A3) =1 .

Si les B;; sont les composantes de la matrice de représentation Mp(B) de B dans
. B;; = B(A;,A)) .
On en déduit que

B11=0,B12=0,B13=0,B14=1/2

By = Bi, Bys = 0,893 = —1/2, By, = 0

B3y = B3, B3z = Bas, B33 = 0, B34, =0

By = B14, Baz = 24, By3 = B3y, B4y =0

Donc
o 0o o0 1
(o 0o -1 0
MsB)=19 —1 o o
10 0 0
en vertue de ce qui a été calculé plus haut.
(3) Soit

)
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On a

c d— X‘
=(a—X)(d—X)—bc
=X?—(a+d)X +ad— bc
= X? —Tr(A)X +det(A) .
D’oti le résutlat demandé.
(4) Soit I la matrice identité 2 x 2. On veut montrer que pour tout A € Ms(R),
A% — Tr(A)A + det(A)I, =0 .
Ecrivons A comme a la question précédente. On a Tr(A) = a+d et det(A) = ad—be.

Par ailleurs,
42 _ (@ b\ fa b\ _ a®>+bc ab+bd
“\e d)\c d)  \ac+dc bc+d?

A% —Tr(A)A + det(A) L,

a?+bc ab+bd a b 1 0
<ac—|—dc be + d? —(a+d) c d + (ad —be) 0 1
_ (a®+bc—a®—ad+ad—be ab+ bd — ab — bd
o ac+dc — ac —dc be+d? —ad — d? + ad — be

D’ou le résutlat demandé.

et donc

(5) La forme quadratique @ associée & B est donnée par
Q(A) = B(4, A) .

On obtient donc avec la question (4) et la linéarité de la trace que pour tout

Ae Mg(R),

2Q(A) = Tr(A)* — Tr(A?)
= Tr(A)? — Tr(Tr(A)A — det(A) L)
= Tr(A)? — Tr(Tr(A)A) + Tr(det(A)I,)
= Tr(A)? — Tr(A)? + det(A)Tr(I2)
= 2det(A)

de sorte que Q(A) = det(A) pour tout A, ce qui est le résutlat demandé.
(6) On sait que pour tous M, N € My(R),

5 QUM+ N) — QM) ~ Q(N))

Avec la question précédente et la définition de B on obtient donc que

Tr(M)Tr(N) — Tr(MN) = det(M + N) — det(M) — det(N)

B(M,N) =

pour tous M, N € Ms(R), ce qui est la encore le résultat demandé. O
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.25. Clairement B est bilinéaire et symétrique.
Reste & démontrer que B est définie positive, & savoir que B(x,xz) > 0 pour tout x
et nul si et seulement si z =0. On a

B(z,x) = 5x? + 4a3 4 322 — 22129 — 4103 — 22973
= (z1 — m2)% + 423 + 323 + 323 — w23 — 21073
= (x1 — 22)® +2(x1 — x3)% + 227 + 323 + 22 — 22013
= (z1 — 22)% + 2(x1 — 23)* + (22 — 13)% + 227 + 223
et donc B(x,z) > 0 pour tout z. De plus B(x,z) = 0 si et seulement si
{xl —29=0,21 —x3=0,29 —x3 =0
1 =0,20 =0

Donc B(z,z) = 0 si et seulement si 1 = x2 = 23 = 0 et donc si et seulement si
x =0 (en tant que vecteur). O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.26. Clairement || - || est & valeurs dans RT. 1l
est tout aussi clair que ||(x,y)|| = 0 si et seulement si (z,y) = (0,0) et que pour
tout A € R, [|A(z,y)|| = |A| X ||(z,y)]|. Pour finir de montrer que || - || est bien une
norme sur R? il reste & montrer que || - || vérifie I'inégalité triangulaire. On a

(@, ) + (&, 9)|| = [l(z + 2,y + 9
= max (|z + [, |y + )

et, clairement, pour tous z, Z, vy, ¥,

|z + 2| < || + |2 < max (|z], [y]) + max ([Z], [¢])

ly + 3l < [yl + [9] < max (=], [y[) + max (|Z],|g]) .
Par suite,

[(@,y) + @ DI < @yl + (@, 7)]

ce qui constitue I'inégalité triangulaire que nous voulions démontrer. Donc || - ||
est bien une norme sur R2. Pour ce qui est de la question qui suit, il est clair que
By(1) < [-1,1] x [-1,1] puisque (x,y) € Bo(1l) entraine que |z| < 1 et |y| < 1.
Réciproquement, si (z,y) est tel que (z,y) € [—1,1] x[—1,1] alors |z] < let |y| <1,
et donc ||(z,y)|| <1 de sorte que (z,y) € By(1). Donc

BO(l) = [_17 1] X [_la 1] :
Les “boules sont des carrés” pour cette norme. ([l

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.27. Il est clair que B est bilinéaire symétrique
sur E x E. 1l reste & démontrer que B est définie positive. On a

B(f, f) = f(0)? +/0 f(t)2dt .

Donc B(f, f) > 0 pour toute fonction f € E puisque (f')?> > 0 . Si maintenant
B(f,f) =0 alors f(0) =0 et

/1 f'(t)2dt=0.
0

De cette derniére relation on tire, puisque (f')? > 0 et pusique f’ est continue,
que f'(z) = 0 pour tout « € [0,1]. Par suite f est constante sur [0,1]. Et comme
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f(0) = 0 c’est que f est la fonction nulle. Donc B est bien définie positive. C’est
un produit scalaire sur F. ([

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.28. Clairement B est bilinéaire symétrique. 1l
reste a déterminer pour quels « la forme bilinéaire symétrique B est définie positive.
A priori on ne voit pas d’astuce simple et immédiate qui réglerait le probleme. On
va donc réduire B(z,x) comme on réduisait les formes quadratiques. Au final il
faudra que @ soit de signature (3,0) pour que B soit définie positive. On a

B(z,2) = 22? + 422 + 322 — daw vy — 4123 — 270703
= 2(2? — 20w w9 — 211 23) + 423 + 325 — 22073
=2(x; — axo — 23)% — 20203 — 222 — daxoas

+ 423 + 323 — 2womw3

=2 (21 — azy — 3)° + 2(2 — 0?)2d — 2(1 + 2a)woxs + 302

14 2«
=2 (3;‘1 — axy — ,7;3)2 + 2(2 — a2) (x% — ngmg) + 3.%‘%

142 ?
=2 (21 — azs — 23)° +2(2 — a?) <3:2 - 2(;0?2)583)

» (1 +20‘)2 2
+ 33 — 72(2 — a2)$3

142 ?
=2 (21 — azs — 23)° +2(2 — a?) (xz - 2(;52)583>
(1+2a)%\ ,
31— ——+
+3(1- 5=
si o2 # 2, donc si o # £1/2, et
B(z,z) = 2 (21 — axy —23)° + 323 — 2(1 + 2a)zaw3

2
=2 (5(:1 — Xy — x3)2 +3 (:(:% — g(l + 204).%‘2$3>

(1+20a)?

:2(m1—aa:2—x3)2— 3

1 2
r3+3 (xg - 5(1 + 204)332)

si a? = 2, donc si & = ++/2. Dans ce dernier cas de figure, si on choisit (1, zz, x2)
tel que xo =1,

1+ 2 1+2
T3 = + o et 1 =a+ —; @
alors )
1+4+2
B(z, ) = _%

qui est strictement négatif. Donc B n’est pas positive et B n’est certainement pas
un produit scalaire si o = 2, donc si & = /2. Si maintenant a® # +2, on revient
au premier calcul. Si o > 2 on voit en prenant x = 1, 23 = 0 et 2; = a que

B(z,2) =2(2—a?%) <0.

La encore B n’est pas un produit scalaire pusiqu’elle n’est méme pas positive.
Supposons maintenant que o < 2, soit a €] — V2, \@[ Alors 2 —a? > 0 et il nous
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faut maintenant étudier le signe du facteur de 3. On a

14 2a)? 1+ 2a)?
1_Lj;ﬁl>0@$4iﬁl
6(2 — a?) 6(2 — a?)
& (1+2a)? <6(2—a?)
& 100® +4a—11<0.
Le discriminant A du polynéme 10X?2 44X — 11 vaut A = 456 et donc, pour que
I'inégalité soit vérifiée il faut que « se situe entre les deux racines de ce polyndme,

soit
4+ /456 —4+ /456
—_—— << —— .
20 20
Ona—4+270\/@< 2 et Y150 < /2. On a donc

14 2a)? 444 —-44++4
(1)1—M>Osia€ i 56, Ll

6(2 — a?) 20 20

(1+2a)? . 4+ /456 —4 + /456
2)l1- 5 =0sia=—————oua= ————

6(2 — a?) 20 20

1+ 2a)? 4 4 /456 —4 4 /456
(3)1—M<08ia<—+70ua>+7

6(2 — a?) 20 20

Dans le premier cas, B(z,x) > 0 pour tout z, et B(z,z) = 0 si et seulement si

xr1 —axg —x3 =0

To — 2(12%252).%‘3 =0

T3 = 0
et donc si et seulement si 1 = zo = x3 = 0, soit si et seulement si x = 0. Donc B
est bien définie positive, et donc bien un produit scalaire, dans le cas (1). Dans le

cas (2), on a bien que B(z,x) > 0 pour tout x (en tant que somme de deux carrés)
mais en prenant xs =1,

on obtient que B(z,z) = 0 alors que = # 0 puisque sa troisieme coordonnée xz = 1.
Donc B n’est pas définie positive et n’est donc pas un produit scalaire. Dans le cas
(3), en prenant 3 = 1,

gy 20 1t2e
>T202-a?) ' T202-a?)
on obtient que
(1+2a)?
B =3(1—- ——% .
(z,x) 3( 602 — a2) <0

Donc B n’est pas positive et B n’est certainement pas un produit scalaire. En
conclusion, B est un produit scalaire si et seulement si

4+ V456 —4+ V156 [

@c 20 20
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Remarque: On aurait aussi pu conclure différement a partir des deux expressions réduites
de Q(z) = B(z,z) en éerivant que Q = Q o ®, avec ® isomorphisme de R? et

(14 2a)?

A - 2 2\v 2
QX,Y,Z) =2X*+2(2 - )Y +3(17m

) Z%sia® £2

A +20)°
3

Comme ¢ est un isomorphisme, B est définie positive si et seulement si QX,Y,Z2) >0

pour tout (X,Y, Z) # (0,0,0). Pour cela il faut (et il suffit) que @ soit de signature (3, 0).

On veut donc que 2 — o2 > 0 et que

Q(X,Y,Z)=2X" - Y2 4+32%sia® =2

1+ 2a)?
l1——7—-—5->0
6(2 — a?)
dans le premier cas. Dans le second cas, —% < 0 et Q est donc de signature (2,1),

ce qui empéche B d’étre définie positive. On retrouve alors les calculs faits ci-dessus pour

aboutir a la conclusion a € ]—4"'27 VO456, % V456 [

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.29. On a

: _ (1 0\ (1 0
A1A1_<0 0) <0 0

s}
)

)= 0)
w96 - )
w90 )6 )
wae (9606 )
w66 )
wne (90 )6 )
w9696 )
IR
w606 )
w000 )

Donc, en passant aux traces,

(A1, A1) =1,(A3,A2) =1
(Ag, A3) =1,(A4, Ag) =1
(A1,A2) =0,(A1,A3) =0,(A1,A44) =0
(A, A3) = 0,(As, Ay) = 0,(A3,A4) =0

La base B est bien une base orthonormale pour (-, -). ]
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.30. On vérifie facilement que B est bilinéaire

symétrique. Reste a montrer que B est définie positive. On a
B(z, ) = 22?7 + 323 — 4129
= 2(x; — x0)? + 22

Il s’ensuit que B(z,x) > 0 pour tout x et que B(z, x) = 0 si et seulement si 21 = 5
et xo = 0, et donc si et seulement si 1 = x5 = 0. Donc B est bien définie positive.
Par suite B est un produit scalaire. On utilise Gram-Schmidt en partant de B. Si
| - || est la norme associée & B, alors

lei]|> = Ber,e1) =2 .
On pose

On calcule

On pose
Tr = €y — B(EQ,él)él = (1, 1) .
On a ||z|| = 1 et on pose
ég =T =€ — B(eg,él)él = (17 1) .

Alors (€7, é2) est une base orthonormée pour B. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.31. (1) On vérifie sans difficulté que B est
bilinéaire symétrique. Reste & déterminer sous quelle(s) condition(s) portant sur «
a-t-on que B est définie positive. On a

B(z,z) = 22 + 23 — 20z, 29
=a?(z; —22)* + (1 — a?)(2? +23) .

Si |a| < 1, et donc si a? < 1, alors B(z,x) > 0 pour tout = et B(x,z) = 0 si et
seulement si # = 0. Si |a] = 1, donc si o = 1, alors B(z,z) > 0 pour tout
mais il y a des vecteurs isotropes (non nuls). Par exemple x = (1,1) est isotrope.
Si |a| > 1, et donc si a? > 1, alors B n’est méme plus positive. Par exemple, si
x = (1,1), alors B(x,x) = 2(1 — o?) est strictement négatif. En conclusion, B est
un produit scalaire si et seulement si |a| < 1.

(2) On pose o = % On a 0 < a < 1. Donc B est un produit scalaire. Si || - || est
la norme associée a B, alors ||e1]|* = B(e1,e1) = 1. On pose €1 = e; = (1,0). On

calcule B(ez,€1) = —%. On pose

1
Tr = €y — B(Gg,él)él = (2,1) .

On calcule ||z|> = B(z,z) = 2 et on pose

Alors (€3, é2) est une base orthonormée pour B.
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(3) Les coordonnées de x dans (€1, é) sont

{xl = B(x7él)

T2 = B(xaeQ)

On trouve donc
T = B(261 + 362751)
= 23(61, 61) + 3B(€2, 61)
3

—2_2
2
1

=5
En vertue de ce qui a été dit plus haut,

1. V3.
62:—§€1+7€2

et donc, puisque (€1, €2) est orthonormée pour B,
xo = B(2e1 + 3eq, €3)
= 2B(é1,€é2) + 3B(ea, €2)
1. V3

= BB(_§é1 + 7&2,é2)

3 . . 33 _
:—53(61,62)4-73(62,62)

_3V3
==
On aurait bien sar aussi pu procéder par calcul direct a partir de la formule e, =

1z V35 AT
—35€1 + 5°€2 pour écrire que

3 3V3 1 3V3
261—1-362:251—5614—\27[52: 561+T\/é2 .

Le calcul ici est grandement simplifié par le fait que ¢; = e;. O
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.32. Supposons que ||z + Ay|| > ||z|| pour tout
A€eR. Ona
lz + Ayl > [zl & [z + Ayl* > |||
© 2Mz,y) + X*[ly[|* > 0.

Supposons (x,y) > 0. Pour A < 0 suffisamment proche de zéro on a alors que
2XM(z,y) + A?||y||* < 0 puisque

A
2\(a,3) + X1? =22 (o) + 5 )

et (z,y) + 3|ly/*> > 0 pour A suffisamment proche de zéro. Supposons (z,y) < 0.
Pour A > 0 suffisamment proche de zéro on obtient cette fois-ci que 2A{(z,y) +
Aly||* < 0. Donc forcément (z,y) = 0. Réciproquement, si (z,y) = 0 alors
2XM(z,y) + A%||y||* > 0 pour tout A et donc ||z + Ay|| > ||z|| pour tout . O
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.33. On a la une forme bilinéaire symétrique
sur Ro[X]. 1l faut montrer qu’elle est définie positive. Pour tout P € Ry[X],

(P,P) = P(—1)? 4+ P(0)? + P(1)?

et donc (P, P) > 0 pour tout P. De plus, si (P, P) =0 pour un P, alors P(—1) =

P(0) = P(1) = 0 et donc P a trois racines distinctes. Or un polynéme de degré deux

autre que le polynéme nul a au plus deux racines distinctes. Donc, forcément, P est

le polynome nul et (-, -) est définie positive. On a donc bien un produit scalaire sur

Ry[X]. On orthonormalise maintenant (1, X?2) avec le procédé de Gram-Schmidt.

On a (1,1) = 3. On pose P, = % Alors (Py, P1) = 1. On pose maintenant
P=X*—(P,X*P .

Alors (P, P) =0. On a (P, X?) = % Donc

Alors (Py, P2) = 0et (P, P2) = 1. Le procédé de Gram-Schmidt donne Vect(Py, Py) =
Vect(1, X?) et donc (P;, P») est bien une base orthonormée de E. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.34. Soit f € F+. Clairement, si g(z) = zf(z),
alors g € F. Donc, forcément, (f,g) = 0. Or

(f.9) = / £ ()2 .

Par continuité, et puisque x f(z)? > 0 sur [0, 1], on doit donc avoir que zf(x)? =0
pour tout . Donc f est la fonction nulle. D’ot F+ = {0}. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.35. (1) Il est clair que (-,-) est une forme
bilinéaire et symétrique. Il reste a vérifier qu’elle est bien définie positive. On
a

(x,r) = 227 4 223 + 322 — 2r129 + 21123 — 27073
= (21 — 20)® + 2% + 22 + 322 + 2123 — 27073
= (21 — 22)* + (21 + 23)% + 23 + 223 — 22923
= (21 — 22)* + (21 + 3)* + (32 — 23)° + 73
pour tout z. Par suite (x,x) > 0 pour tout x et (x,x) = 0 si et seulement si
1 = X9, 1 + a3 = 0, 2 = x3 et x3 = 0, ce qui revient & dire que (z,z) = 0 si

et seulement si 1 = 29 = 3 = 0 et donc si et seulement si z = 0. Donc (-, -) est
définie positive et il s’agit bien d’un produit scalaire.

(2) On utilise le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt pour orthonor-

maliser (eg,e2,e3). On a |le1||* = 2. On pose

1 1
é1 = —=e; , et donc é(—=,0,0) ,

V2 V2
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ou la notation u(x,y, z) signifie ici que le vecteur u a pour coordonnées x, y, z dans
la base canonique (celle dans laquelle nous avons les expressions de (-,-) et || - ||).

On a (eq,€1) = —%. On pose

1 1
u=eg+ —=€; , et donc u(=,1,0) .

V2 2
On a
1 1 3
2 2
=2(2)242-2(z) ==
lull? =2(5)2 +2 - 2(3) = 5
On pose
2 1 2
€y = \/;u, et donc ég(—G, 5,0) .
On a
(en.20) = 2= et a2y = o =\ [2 = -]
e3,€1) = —= et {e3,6) = —= — /- = —— .
3,61 NG 3,62 76 3 7
On pose
1 1 11
v=e3— —=€ + —=é3, et donc v(—=,-,1) .
1= et s (~3.31)
On a
1 1.1 1
2=2(2)2+2(2)%+3+2(2)(5) - 2(3) —2(=
ol = 2(3)* + 2 + 3+ 2(3)(5) — 2(3) — 2(3)
2,4
-3 3
_7
=3
On pose
N 3 N 11 \/§
és =1/=v, et donc é3(——, —,1/ =) .
3 \/; 3( \/ﬁ \/ﬁ 7)
La famille (é1, €2, €3) est une base orthonormale de R? pour (-, ). O
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.36. On a
3 -1 1

Mgs(f)=12 5 -3

La base B est orthonormale pour le produit scalaire euclidien. On a donc (cf .
cours)

Mpi(f*) = "Mps(f)

ce qui donne que

3 2 1
Mps(f*)={-1 5 -1
1 -3 1

et donc que
fr(wer +yes + ze3) = (32 + 2y + 2)e1r — (v — By + 2)e2 + (x — 3y + 2)es
pour tous z,y, z € R3. [
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.37. (1) On calcule

f(A) = <; 0) =A, +ad;

0
FA) = ( ‘f) = ady + Ay
Par suite,
1 0 1 O
0 2 0 «
MBB(f) = a 0 =1 0
01 0 1

(2) La base B est orthonormale pour (-, -). Par suite f est symétrique si et seulement
si Mpg(f) est symétrique puisque (cf. cours) Mpg(f*) = *Mpg(f) et donc f = f*
si et seulement si Mpp(f) = "Mpp(f). Donc f est symétrique si et seulement si
a=1 O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.38. On a
1 -2 =2

Mps(f)=|-2 1 =2
-2 -2 1

La matrice Mpgp(f) est symétrique et B est orthonormale. Donc f est un endo-
morphisme symétrique. En vertue du théoreme spectral il est donc diagonalisable
et il existe une base orthonormale de vecteurs propres de f. Soit P le polynéme
caractéristique de f. On a

-2 =2 -2
Plz)=det| -2 1—z -2
—2 -2 1-z

=(1—-2)-8-8—-4(1—2)—4(1 —2) —4(1 —x)
=(1—-2)®-16—-12(1 —z)
=23+ 322 492 —27.
On remarque que 3 est racine. En factorisant par x — 3 on trouve
P(z) = —(z - 3)(a* —9)
= —(z—-3)3x+3).

Les valeurs propres de f sont donc —3 (valeur propre simple) et 3 (valeur propre
double). On note E_j3 et F3 les espaces propres correspondants. On a

4 -2 =2 0

x
E 3=qxe;+yes+zes/ | -2 4 =2 y|l =10
-2 -2 4 z 0



4. ALGEBRE BILINEAIRE - CORRIGES 95

On a

i

<Y
(.
w
gl
N
~
[V}
+
h
=

Donc
E_s={z(e1 +ez+e3),z R}
et E_3 est la droite vectorielle de base u = e; + e + e3, soit u(1,1,1). De méme,

-2 -2 =2 T 0
Es=< ey +yes+ze3/ [ -2 -2 =2 y|l =10
-2 -2 =2 z 0

Donc
Es ={xe; +yea+ze3 [ x+y+2z=0}
= {ze1 +yes — ( +y)es / z,y € R}
={z(e; —e3)+ylea —e3) / x,y ER} .
Soient v =e; — eg et w = ey — e3. Alors
E;3 = Vect(v,w) , v(1,0,—1) , w(0,1,—1)
11 est facile de vérifier que (v, w) est une famille libre. En effet,
A+ pw =0 dep + pues — (A + p)es =0

et on trouve donc que A = p = 0 puisque (eq, €2, e3) est une base. Donc (v, w) est
a la fois libre et génératrice pour E3. C’est donc une base de E3. Pour obtenir une
base orthonormale qui diagonalise f on va normaliser u (pour obtenir un vecteur
colinéaire de norme 1) et orthonormaliser (v, w) avec le procédé de Gram-Schmidt
(et on se rappelle que cela suffit puisque les espaces propres d’un endomorphisme
symétriques sont deux a deux orthogonaux). On a ||u|? = 3. On pose

- ¢ d 5 1 1 1 )
€1=—u, et donc é1(—, —=, —) .
RVE; RVERVE NG
On a ||v||* = 2. On pose
1 1 1
és = — , et donc é3(—,0,———=) .
2 \/§ 2(\/§ \/é)
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On calcule (w, é3) = % On pose

1 1 1
7 s et donc U(_§71,—§) .

On calcule |U[? =1 +1+ 1 =2. On pose

2 1 2 1
és =1/=U, et donc é —,\/>7
’ \/; Ve

Alors €, est de norme 1 et (ég, €3) est une base orthonormale de F5. Comme déja
dit E_3 et E3 sont orthogonaux entre eux. Donc (€1, é3) = 0 et (é1,€3) = 0. Par
suite B = (&1, &3, €3) est une base orthonormale de R? (on peut soit utiliser comme
argument que R® = E_3@& F3 puisque I’'on sait que f est diagonalisable, et on utilise
donc la un argument tiré du cours d’algebre linéaire, soit utiliser comme argument
que B est une famille orthonormale composée de 3 vecteurs en dimension 3). Elle
est constituée de vecteurs propres de f puisque €1 € E_3 et é5, €3 € E3. Dans cette
base,

U:

l\')

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.39. Le théoréme spectral nous donne I’existence
d’une base orthonormale (eq,...,e,) de E constituée de vecteurs propres de f, &
savoir vérifiant que f(e;) = A\;e; pour tout i = 1,...,n. Soit € E quelconque. On
note xz; les coordonnées de x dans cette base. On a

f(z Tie;) = Z i f(e;)
i=1 i=1
i=1

et donc

(f(x),z) = <f(i$iei)’ixjej>
le fle Zayeg

- <; zi\iei, ;xjeﬁ

_ zn:zn:/\imj<ei,€j>

i=1 j=1

n
§ 2
i=1
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puisque (e1, ..., e,) est orthonormale. Pour tout i, A\jz? < \;z? < \,,2?, et donc

Ml = Mg

i=1

D’ou I'inégalité demandée. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.40. La matrice A est symétrique, donc diago-
nalisable et il existe P orthogonale telle que *PAP est diagonale. Soient F = R?,
{-,) le produit scalaire euclidien de R?, B = (ej,ea,e3) la base canonique de R?
(elle est orthonormée) et f € End(R?) Pendomorphisme de R? défini par

Mps(f) =A.

Alors f est symétrique et le théoreme spectral nous dit que f est diagonalisable,
qui plus est dans une base orthonormée B pour (+,). La matrice orthogonale P
recherchée est alors donnée par P = My_, 5 (cours). On cherche donc B. On calcule
le polynéme caractéristique de f. Il est donné (développement en étoile) par

2-X 2 —2
P(X)=det| 2 5-X -4
—2 4 5-X

(X —2)(X =5 +16+16 —4(5 — X) —16(2 — X) — 4(5 — X)
= (X —2)(X —5)%+24X — 40

= —(X —2)(X? - 10X + 25) + 24X — 40

= —X34+10X% - 25X +2X? — 20X + 50 + 24X — 40

= X3 4+12X%2 - 21X 4 10.

On remarque que P(1) = 0. Donc il existe a, b, c € R tels que
P(X)=—(X —1)(aX?+bX +¢) .

La comparaison des termes en X3 donne que a = 1 et la comparaison des termes
constants donne que ¢ = 10. Sion compare maintenant les termes en X on doit avoir
—21 = —c+ b et on trouve donc que b = —11. Donc P(X) = —(X — 1)Q(X) avec
Q(X) = X2—11X+10. On constante que Q(1) = 0. Donc Q(X) = (X —1)(X —10).
Par suite P se factorise en

P(X)=—(X -1)*X —10) .

Les valeurs propres de f sont 1 (valeur propre double) et 10 (valeur propre simple).
Soient F et F1g les espaces propres associés. On sait déja que E1g est de dimension
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1, et comme f est diagonalisable £ est forcément de dimension 2. On a que

2 2 =2 T T
Ei=<ze;+yea+zes/ | 2 5 —4 yl =1y
-2 -4 5 z z
Et
2 2 =2 T T
2 5 —4 yl=1y| &x+2y=2z2.
-2 -4 5 z z
Donc

Ey={2(z —y)e1 +yea + zes , y,z € R}
={y(—2e1 +e2) +2(2e1 +€3) , y,2 €R} .

Soit u = —2e1 + €5 et v = 2e1 + e3. Alors u(—2,1,0), v(2,0,1) et E; = Vect(u,v).
On vérifie facilement que (u,v) est libre. Donc E; est le plan vectoriel de base
(u,v). Par ailleurs,

2 2 =2 x z
Epg=<zei+yea+ze3/ [ 2 5 —4||y] =10y
-2 -4 5 z z
Et
2 2 =2 x x —dr+y==z
2 5 —4 y| =101y | & {2z —5y =14z
-2 -4 5 z z 2z + 4y = —5z
—dr+y==z
& 2z — by =4z
9y = —9z (L3 — L2)
@{y_z
z=—2x
=2
@{y ’
z=—2x
Donc

Eio = {ze1 + 2zey — 2263 , © € R}
= {x(e1 +2e2 —2e3) , v € R} .

Soit w = e + 2e5 — 2e3. Alors w(1,2,—2) et Eyjg est la droite vectorielle de base
(vecteur directeur) w. Pour obtenir B on orthonormalise (u,v) avec Gram-Schmidt
et on normalise w. On a |ju/|? = 5. On pose

1 2 1
= —u, soit & (——=, —=,0) .

Y+ 5" V5

™

On pose maintenant
U=v-— <’U,é1>é1 .

On calcule (v, é;) = f%. Donc
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et on a ainsi que U(%7 %, 1). On calcule

4 16 9
2 __ = 1V _ 2
Ul 925 25+1 5

et on pose
V5 2 4 V5
o = —U, soit é3(——=, ——=, —) .
Alors (€1, €2) est une base orthonormale de Ej. Il reste & normaliser w. On calcule
|w]|?> =9 et on pose ainsi

., 12 2
3¥> soit eg(g,g,—g) .
Les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont deux & deux orthogonaux.
Donc E; et Ejg sont orthogonaux. La famille B = (€1, €z, €3) est ainsi une base

orthonormale de R?. On a

€3 =

1 0 0
Mas()= [0 1 0
0 0 10
tandis que la matrice P recherchée est la matrice

2 2 1

P | 2

— BB T V5 35 3

0 V5 _2

3 3

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.41. La matrice A est symétrique, donc diago-
nalisable et il existe P orthogonale telle que PAP est diagonale. Soient F = R3,
{-,) le produit scalaire euclidien de R?, B = (ej,ea,e3) la base canonique de R?
(elle est orthonormée) et f € End(R?) 'endomorphisme de R3 défini par

Mpp(f)=A4A.

Alors f est symétrique et le théoreme spectral nous dit que f est diagonalisable,
qui plus est dans une base orthonormée B pour (-,-). La matrice orthogonale P
recherchée est alors donnée par P = My_, ;s (cours). On cherche donc B. On calcule
le polynéme caractéristique de f. Il est donné (développement en étoile) par

2-X 1 2
P(X)=det| 1 2-X 2
2 2 1-X
= (X —1)(X -2 4+4+4—-42-X)—-4(2-X) - (1-X)
= (X -1)(X =22 4+9X 1)
= (X —1)(X? —4X —5)
=—(X-1)(X+1)(X-5).

Les valeurs propres de f sont donc —1, 1 et 5 (et ce sont toutes des valeurs propres
simples). Soient E_;, F1 et Es5 les espaces propres associés. On sait déja qu'ils
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seront tous de dimension 1. On a que

2 1 2 T T
E_1=qxe;+yea+zes/ [1 2 2 yl=—1y
2 2 1 z z
Et
2 1 2 T T 3x+y+22z=0
1 2 2 Y yleqr+3y+22=0
2 2 1 < < 20+2y+22=0
3t4+y+2:=0
S yr+3y+22=0
x—y=0(L1-L3)
@{ -
Donc

E_i ={ze; + zes — 2ze3 , x € R}
={x(e; +e2—2e3), z €R} .

Soit u = e + e3 — 2e3. Alors u(1,1,—2) et E_; est la droite vectorielle de base
(vecteur directeur) u. Par ailleurs,

2 1 2 T T
Ey=( xe;+yea+zes/ [1 2 2 yl =1y
2 21 z z
Et
2 1 2\ [« x r+y+2z=0
1 2 2 yl=ly]| & {z+y+22=0
2 2 1 z z 2%+ 2y =0
@{y:_m
z=0
Donc

E, = {ze; —zes , x € R}
={z(e; —e2), x €R} .

Soit v = e; — ez. Alors v(1,—1,0) et E; est la droite vectorielle de base (vecteur
directeur) v. Enfin,

ISI S
Il
ot

IS SRS

2 1 2
Es=<xe;+yeat+zes/ |1 2 2
2 21
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Et
2 1 2\ (= T y+2z=3z
1 2 2 y|l =5y & Jr+22=3y
2 2 1 z z T+y=2z
y+2z =3z
Sy—xz=0(L1-L2)
r+y=2z
ﬁ{y—f
z=x
Donc

Es = {ze1 + zea + zeg , © € R}
={z(e1 +e2+e3), R} .
Soit w = e; +ea+eg. Alors w(l,1,1) et E5 est la droite vectorielle de base (vecteur
directeur) w. Pour obtenir B on normalise u, v et w. On a ||Jul|*> = 6. On pose
1 1 2

On a ||w||? = 3. On pose
1 1 1
V3 VEVE VA
Les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont deux a deux orthogonaux.
Donc Ey, E; et E5 sont deux & deux orthogonaux. La famille B = (€1, és, €3) est
ainsi une base orthonormale de R3. On a
-1
Mas(F) = | 0
0

€3 = w , soit &1

o = O
o O O

tandis que la matrice P recherchée est la matrice

1 1 1

V6 V2 VB

P, —| L+ L I
B—B \/62 V2 \45

% Y 5

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.42. (1) Comme A est symétrique elle est di-
agonalisable et il existe P matrice orthogonale n x n telle que *PAP est la matrice
diagonale D constituée des valeurs propres Aq,..., A\, de A (des A\; pouvant étre
égaux entre eux). Donc, pour tout vecteur colonne X & n lignes,

"(PX)A(PX)="'XDX =Y \X}

=1
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si les lignes de X sont les X;. Si A est positive alors Y 7 ; \;X? > 0 pour tout X,
et donc forcément )\; > 0 pour tout ¢. Réciproquement, si les \; sont positifs ou
nuls pour tout 4, alors Y"1 | A\; X2 > 0 pour tout X et donc *(PX)A(PX) > 0 pour
tout X. On en déduit que 'Y AY > 0 pour tout Y en posant X = P~1Y.

(2) Si A = (ayj), alors

EXAX = Z a;j X; X

i,j=1
pour tout X. En prenant
1 0 0
0 1 0
X = 7X = . 5 aX = 5
0 0 1

on obtient que a1 > 0, ase > 0,...,a,, > 0.

(3) On a ‘{(*PAP) = 'P'A'(*P) = *PAP puisque A est symétrique. Si A est de
taille n x n, soit X un vecteur colonne a n lignes. On a

'X('PAP)X ='(PX)A(PX)

et comme A est positive, on obtient que 'X(*PAP)X > 0 pour tout X. Donc
tPAP est elle aussi positive.

(4) Posons P = (c;;), P! = (dij), M = (m;j) et P"'MP = (m;;). On a
n
Mi; = Z CikMpdy;
k=1

pour tous ¢, j. Par suite

Trace(P~'MP) = Z Mi;
i=1

n
= CikMpidy
i k=1

On a P~'P =1d,, la matrice identité n x n, donc Y i, dj;c;; = &y, pour tous I, k,
ou les dg; sont les symboles de Kroenecker. Par suite

Trace(P~*MP) = Z M0k

= Trace(M) .
Soit Trace(P~'M P) = Trace(M).

(5) Comme A est symétrique elle est diagonalisable et il existe P matrice orthogo-
nale n x n telle que ! PAP est la matrice diagonale D constituée des valeurs propres
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Aty A de A (des A; pouvant étre égaux entre eux). Comme A est positive on a
A; > 0 pour tout 7. On a

P YAB)P = (P~'AP)(P~'AP) = D(P~'BP)
puisque P~! = P. Donc, en vertue de la question (4),
Trace(AB) = Trace(P~'(AB)P)
= Trace(D(P~'BP))

Posons P~'BP = (bi;). Comme B est positive et P~ =1'P, on ab; > 0 pour
tout i en vertue des questions (2) et (3). Si D(P~'BP) = (c;;) on a clairement que
¢ii = Aiby; pour tout i. Donc, puisque les A; et les b;; sont positifs,

0 < Trace(AB) = > Aiby; .
=1

On a aussi que

Z Aibi; < (Z )\z)(z bii)
i=1 =1 =1

et comme Trace(A) = Trace(P~!AP) = Trace(D) et Trace(B) = Trace(P~!BP)
en vertue de la question (4), et comme Trace(P~'BP) = Y | b;;, on obtient que
0 < Trace(AB) < Trace(A)Trace(B). O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.43. (1) Comme (u,v) est libre, f(z) = 0 si et
seulement si a(v,z) = 0 et B(u,z) = 0. Comme o # 0 et 8 # 0, f(x) = 0 si et
seulement (v, z) = 0 et (u,z) = 0. On en déduit que

Ker(f) = Vect(u,v)* .

Par ailleurs, comme « # 0 et 8 # 0, pour tous A, B € R il existe € Vect(u,v),
donc en particulier x € E,| tel que

- gl

En effet, en utilisant Gram-Schmidt dans le plan Vect(u,v), il existe (e1,e2) une
base orthonormale de Vect(u,v) telle que e; = au pour un certain a > 0. Pour
A, p € R, on pose x = Aey + pes. Alors

1 A
(u,z) = (u, Ae1 + pea) = E<61’)\61 + pes) = P
et on fixe A tel que ﬁ% = B. La seconde équation de (4.1) est alors vérifiée, et ce
quel que soit g. On a de plus
(0,) = (v, Ae1 + pea) = Ao, 1) + palv, €3)

Clairement (v,e2) # 0 car sinon v est colinéaire & e; et donc aussi & u. On avait
fixé A = %. Il reste a choisir u tel que

alv,ea)p = A — ai(v,eq)
pour obtenir que la premiere équation de (4.1) est elle aussi vérifiée par x. Donc
Im(f) = Vect(u, v)
puisque pour tous A, B € R il existe z € E tel que f(z) = Au+ Bu.
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(2) Soit A £ 0. Si A est valeur propre de g alors il existe x # 0 dans F tel que
g(z) = Az. Comme F C E, et g = f dans F, il existe en particulier  # 0 dans
E tel que f(x) = Az. Donc A est aussi une valeur propre de f. Réciproquement,
supposons que A est valeur propre de f. Alors il existe z # 0 dans E tel que
f(x) =Xz. Ona E = F@ Ft, et dimF+ > 1 puisque F est de dimension 2 et
n > 3. Par suite on peut écrire x = x1 + x5 avec 1 € F et x5 € FL. Onavu que
Ker(f) = F*. Donc f(x) = f(x1). Comme f(z) = Az,
f(iCl) = )\xl + )\.’EQ .

Comme Im(f) = F et 1 € F, c’est que Axy € F, et comme X\ # 0 c’est que x5 € F.
Or x5 € F+. Donc x5 = 0. En particulier 2; # 0 puisque = # 0 et f(x1) = A\z1, ce
qui s’écrit encore g(x1) = Az puisque x1 € F. Donc A est aussi valeur propre de
g.

(3) Par définition, f est symétrique si et seulement si (f(x),y) = (=, f(y)) pour
tous z,y € E. Donc f est symétrique si et seulement si

afv, ) (u, y) + Blu, 2)(v,y) = alv,y)(u, ) + B(u, y)(v, z) (4.2)
pour tous z,y € E. Revenons a la base (e, e2) de F' de la question (1). Si on prend
T =u et y = ey alors forcément

Bllul*(v, e2) = a v, e2)]|ul|?

puisque u et e; étant colinéaires, (u,es) = 0. On a déja vu que (v,e2) # 0, donc
forcément o« = 3. Réciproquement, si a = (il est clair que (4.2) est vérifiée pour
tous z,y. Ainsi, f est symétrique si et seulement si o = .

(4) On suppose donc que @ = B. On sait déja que 0 est valeur propre de f puisque
n > 3 entraine que Ker(f) # {0}. On va maintenant chercher les valeurs propres
A # 0 de f et donc, en raison de la question (2), les valeurs propres A # 0 de g.
Soit B = (u,v). On a

{mm—awwm+amwv
9(v) = ajv)|*u + afu, v)v

et donc

ot =a (o {11

(u,v)
Soit P le polynome caractéristique de g. Alors

_ (u,v) =X Jo]?
PlaX) = a?det < ME (u,0) — X

On cherche les racines du polynome
Q(X) = X% = 2(u, 0) X + (u,0)” — [[u?[lv]|* .
Si A est son discriminant on a
A = 4w, v)? = 4((u, 0)* — [[ul?[l0]*)
= 4ul?[lof|* -
Les racines du polynome sont donc

A= (u,0) = lulll|vl} et Ao = (u,v) + [Jullflv] -

):aaxaamwx+wmﬁ—mwmm

Par Cauchy-Schwarz elles sont non nulles puisque u et v sont non colinéaires. Les
valeurs propres de f sont donc 0, a); et aly (puisque P(aX) = Q(X)). O
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3.44. Comme A est symétrique le théoréme spec-
tral donne l’existence d’une matrice orthogonale P et d’une matrice diagonale D
telles que A = *PDP. On note Aq,..., A\, les éléments sur la diagonale de D. Par
hypoythese, pour tout vecteur colonne X a n lignes,

'X(*PDP)X ='(PX)D(PX)>0.

Comme P est inversible, pour tout vecteur colonne Y a n lignes il existe un vecteur
colonne X a n lignes tel que PX =Y. On a donc que pour tout vecteur colonne Y’
a n lignes, Y DY > 0. Si on note 41, ..., Yy, les éléments qui composent la colonne
de Y,

n
'YDY =) Ny}
i=1
et comme Y ., \iy? > 0 pour tous yi,...,Yn, c’est que \; > 0 pour tout i. Soit

M la matrice diagonale dont la diagonale est composée des v/A;. Alors *M = M et
M? = D. On pose B = MP. Alors

‘BB ='(MP)(MP)="'P'MMP ='PM?P ='PDP = A

et donc B répond a la question. ([

Remarque: Il n’y a pas unicité. La matrice diagonale M dont la diagonale est composée
des —v/A; fournit une matrice B = M P qui répond aussi a la question.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.45. (1) Soit A symétrique n x n telle qu’il
existe p € N* avec AP = 0. Comme A est symétrique le théoreme spectral donne
lexistence d’une matrice orthogonale P et d’une matrice diagonale D telles que
A='PDP. Comme 'P = P!,

AP = (*PDP)...("*PDP) ='PDPP

et donc *PDPP = 0. Comme P et !P sont inversibles cela revient encore a dire que
DP =0. Si Aq,..., A, sont les éléments sur la diagonale de D, DP est la matrice
diagonale dont les éléments diagonaux sont les AJ,... AP, Si DP = ( cela signifie
que XY = 0 pour tout i, et ensuite donc que A; = 0 pour tout i. Donc D =0, et
puisque A = PDP, A= 0.

(2) Soit A une matrice carrée n x n nilpotente. On a *AA = A*A. La matrice tAA
est symétrique puisque (*AA) = A (*A) = *AA. Comme ‘AA = A'A on obtient
facilement par récurrence que pour tout entier k,

(tA)A* = AF(TA) . (1)

Pour k£ =1 le résultat est directement donné par '’hypothese. Et si la relation est
vraie pour k, alors

(tA)Ak'—H — ((tA)Ak)A _ Ak(tAA) — Ak(AtA) — Ak+1(tA)

de sorte que la récurrence fonctionne. On en déduit par récurrence que pour tout
entier k,

(FAA) = (FA)rAF (2)
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Le résultat est vrai pour k = 1. Supposons qu’il soit vrai pour k, alors
(FAA)T = (*AA)*("A4)
"(tAa)A
[A¥(A)] A

F(FA)AF A [dapres (1)]
k+1Ak+1'

t

(‘A
(
(t
(
(

t

t

A)FA
A
4)
A)

La récurrence fonctionne et donc (2) est vraie. Par suite si A est nilpotente alors
tAA est aussi nilpotente. Comme elle est symétrique la question (1) donne que
AA = 0. Notons A = (a;;) et “AA = (b;j). On a

n
bij = E Qi U
k=1

pour tous %, j. Comme b;; = 0 pour tous %, j en raison de ce qui vient d’étre dit, on
a en particulier que b; = 0 pour tout 7, et donc que

n

Z(aki)2 =0

k=1

pour tout 7. Donc ag; = 0 pour tout k et tout i. En d’autres termes, A = 0. (]

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.46. (1) La forme (-, -) est clairement bilinéaire
symétrique. Pour P € R,[X],

(P, P) :/ (1 —2®)P(z)%dx

—1
et comme 1 — 22 > 0 sur [—1,1], et qu'un polynéme est une fonction continue, on

a que (1 — X2)P =0 sur [~1,1]. Donc P a une infinité de racines, et par suite P
est forcément le polynéme nul.

(2) Pour montrer que f est symétrique il faut montrer que pour tous P, Q € R, [X],

(F(P), Q) = (P, f(Q)) -

1
FP1Q = [ (1= (@ = 1)P@) Q)i
On intdgre par parties. On pose U = (1 — 22)Q(x) et V' = ((2® — 1)P(x))". Alors
U =—((a?- 1)Q(x))/, V= ((2? - l)P(x))/ et comme X2 — 1 s’annule en —1 et
L,
! ! I
7P = [ (@ = 1Q@) (= )P@) de

On intdgre de nouveau par parties. On pose U = ((22 — 1)Q(z)) et V' = ((2* — 1)P(x))".
Alors U' = ((2? — 1)Q(m))”, V = (22 — 1)P(x) et comme X2 — 1 s’annule en —1
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et 1,
1 "
7P)1.Q == [ (@~ 1Q@)" (a* - )P(a)ds
1
_ [1(1 ~A)P(2) (2%~ 1)Q()) do
= (P, f(Q)) .
Donc f est bien symétrique pour (-, -). a

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.47. La matrice A est symétrique. Le théoreme
spectral donne qu’il existe une matrice orthogonale P pour laquelle {PAP est di-
agonale. Soit B = (ey, ez, €3, e4) la base canonique de R* et (-, -) le produit scalaire
euclidien. La base B est orthonormale pour (-,-). On introduit I’endomorphimse
f € End(R*) défini par

Mpg(f)=A.

Soit P le polynéme caractéristique de f. On a

) bx 2o

det = (10 — X)det 2 5-X 4
0 2 5-X —4 Sl Ty
0 -2 -4 5-X

et on a que

2-X 2 —2
P(X)=det| 2 5-X -4
—2 4 5-X

= (X —2)(X -5)2+16+16—-4(5—-X) —16(2— X) —4(5 — X)

= (X —2)(X —5)% +24X — 40

= —(X —2)(X? — 10X + 25) + 24X — 40

= —X? +10X? — 25X +2X? — 20X + 50 + 24X — 40

=-X3+12X% - 21X +10.
On constate que 1 est racine de ce dernier polynéome. On factorise et on trouve au
final que

P(X)= (X -1)*X —10)?.

Les valeurs propres de f sont donc 1 (valeur propre double) et 10 (valeur propre
double elle-aussi). Soient E; et Eqg les espaces propres associés. Comme f est diag-

onalisable, on sait déja que E; et E1( sont tous deux de dimensions la multiplicité
de la racine dans P, et donc sont tous deux de dimension 2. On a

10 0 0 0 T T
0 2 2 =2

Ei =< xey + yes + zeg + tey / 0 2 5 4 Z = Z
0O -2 —4 5 t t
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Et
10 O 0 0 T T
0o 2 2 =2||y|_|[u]| . {x =0
0 2 5 —4 z z Y+ 2z =2t
0 -2 —4 5 t t

de sorte que
By ={2(t — z)ea + ze3 +tey , z,t € R}
={z(—2ea +e3) +t(2e2 +e4) , z,t € R} .
Soit u = —2e5 + e3 et v = 2e5 + e4. Alors
u(0,-2,1,0) , v(0,2,0,1)

et By = Vect(u,v). On sait que E; est de dimension 2. La famille (u,v) est
génératrice pour E; et a autant de vecteurs que sa dimension. Donc (u,v) est une
base de F;. Par ailleurs,

10 0 0 0 x T
0 2 2 =2
Eig = wey + yea + zes + tey / 0 9 54 Z =10 Z
0 -2 -4 5 t t
Et
10 0 0 O x T Ay =t
0 2 2 =2 vl y -
0 2 5 4 . =10 . @{2y5z4t
0 -2 -4 5 t t 2y 4+ 4z = —bt
—Ady+z=t
&2y — 5z =4t
9z = -9t (L3 —L2)
z=—1
54
{t:—2y
=2
54 N Y
t=—-2y
Donc

E1g = {ze1 +yes +2yes — 2yeq , x,y € R}
= {xe; +y(ea +2e5 — 2e4) , z,y ER} .

Soit w = e; et p = eg 4+ 2e3 — 2e4. Alors
w(1,0,0,0) , p(0,1,2,—2)

et E1p = Vect(w,p). Comme précédemment, on sait que Fjg est de dimension
2. Donc (w,p) est une base de Ejg. On cherche maintenant une base orthonor-
male de R* qui soit constituée de vecteurs propres de f. Les espaces propres d'un
endomorphisme symétrique sont deux & deux orthogonaux. Donc E; et Fpy sont
orthogonaux. Il suffira donc d’orthonormaliser (u,v) et (w,p) avec Gram-Schmidt
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pour obtenir une base orthonormale de R* qui soit constituée de vecteurs propres
de f. On calcule [lu||> = 5. On pose alors

- 1 - 2 1

é1=—=u, é(0,——,—,0) .

V5 V5 V5

On calcule (v, €é;) = —%. On pose
Vs (v ea =0t e
=v—(v,61)6; =v+ —=¢€
1)€1 Nk
et ainsi V/(0, 2, 2,1). On calcule |[V|> = 2. On pose
. VB 2 4 5
62:7‘/7 62( [y Ry S R
3 3v5'3v5 3
Alors (é1,é;) est une base orthonormale de E;. De méme, on calcule |w||?> = 1.
On pose

).

& =w, &(1,0,0,0) .
On calcule {p, é3) = 0. On calcule ||p||*> = 9. On pose

- 1 - 1 2 2

f=gr Galg g
La famille (€3,€,) est une base orthonormale de Ejg. Les espaces Eq et Eqp étant
orthogonaux, la famille B = (é1, &, é3,é4) est une base orthonormale de R*. La

matrice

0 0 1 0

2 2 g 1

P=My z=| ¥ % >
B—B 7 % 0 3
5 2
0 2 0 -3

est orthogonale, et

10 0 O

" _ |0 1 0 O
PAP = Mgg(f) = 0 0 10 O
0 0 0 10

O

CORRECTION DE L'EXERCICE 3.48. (1) Pour tous polynémes P et @, la fonc-
tion  — P(2)Q(z)e~" est continue sur R, donc localement intégrable sur R.
Reste a montrer la convergence de l'intégrale. On tire des formules de Taylor pour
I’exponentielle, ou encore du développement en série entiere de I’exponentielle, que

1
z?2 2(n4+1)
>
“(n+ 1)!$

> 1 x2nx2
~ (n+1)!

pour tout n et tout x. Soient P,Q € R, [X]. 1l existe C' > 0 telle que
|P(2)Q(z)| < Cz®"
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pour tout x tel que || > 1 (comme on le voit en mettant les termes de plus hauts
degrés en facteur dans le produit P(z)Q(z)). Donc

a2 c’

P@Q@e| <=
pour |z| > 1 et pour une constante C’ > 0 indépendante de z. Par comparaison,
comme f:olo %dw et f;roo m%d:n sont, convergentes, on voit que l'intégrale qui définit
(P, Q) est absolulment convergente. Ainsi, (-,-) est bien défini. On a par ailleurs

que
400

(P,P) = P(z)%e " dx

— o0
et comme P(:r)ze’””2 > 0 pour tout z, et par continuité de la fonction qui a x
associe F(z) = P(z)2e~"", on voit que (P, P) = 0 si et seulement si P(z) = 0 pour
tout z. Un polyndéme non nul de degré n ayant au plus n racines c’est donc que P
est le polynéme nul. Donc (-, -) est définie positive. On admet (en suivant I’énoncé)
qu’il s’agit bien d’une forme bilinéaire. Il est clair qu’elle est symétrique. C’est
donc bien un produit scalaire.

(2) Soit A>0. On a

A
[ Pla) (20Q/ (@) Q' (w) e da

= Q/A 2P(2)Q' (z)e ™ dz — /A P(2)Q"(z)e " dx .

—_A —A
On intégre par parties la seconde intégrale. On pose
U(z) = P(z)e™ et V'(z) = Q"(x) .
Alors ,
U'(z) = (P'(z) — 2zP(z)) e ™ et V(z) =Q'(x) .

Par suite,

A 2
/ P(x)Q"(z)e ™ dx
—A

A

_ [P(x)Q'(x)e—wTA - / (P'(z) — 22P(2)) Q' (x)e " dx .

—A

Clairement, pour les mémes raisons qu’a la question précédente,

N

Par suite, en passant a la limite A — +oo,

+oo 5
@)= [ P@ @) - Q@) e e

7oo+oo 5 +o0o 5
s [ 2P(2)Q' ()e=" dx + [ (P'(2) — 20P(x)) Q' (2)e—"" da

_ / )@ ()

— 00

— <P/7Ql> )
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C’est I'égalité demandé. L’expression (P, Q') étant symétrique en P et @, on en
déduit que pour tous P, Q € R, [X],

(Pp(Q)) = (p(P), Q) .

Donc ¢ = ¢* et p est bien un endomorphisme symétrique. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.49. L’inverse A~' d’une matrice nxn inversible
A est I'unique matrice B de taille n x n qui vérifie que AB = BA = 1d,,, ou Id,,
est la matrice identité n x n. Si A est symétrique, et B = A~! est cette unique
matrice, alors
Y(AB) =%(BA) =1d,
puisque Id,, est diagonale, tandis que *(AB) = 'B'A = ‘BA et {(BA) = 'A'B =
A!B puisque A est symétrique. Donc
‘BA=A'B=1d,

et ainsi, forcément, !B = B. On a donc montré que l'inverse d’une matrice
symétrique inversible est une matrice symétrique (inversible elle-aussi). On a

(¢(M),N) = Trace(* (AMA™')N) ,
= Trace(* A" M'AN)
= Trace(A ' M AN)
(M, (N)) = Trace ("M(ANA™"))
= Trace ("MANA™') .

On utilise maintenant la propriété suivante des traces: si A et B sont deux matrices
réelles carrées n x n, alors

Trace(AB) = Trace(BA) . (%)

On démontre cette propriété avant de poursuivre. Ecrivons que A = (a;;), B =
(bi;) et AB = (c;5). Alors, pour tous 4, j,

n
Cij = E ik br;
k=1
et donc

Trace(AB) = Z @ikbri -
ik=1
Par suite

3

Trace(BA) = bira;
ik=1

n

> briair

i k=1
= Trace(AB)

en ayant effectué a la seconde ligne les changements de notation ¢ — k et k — 1.
On a donc bien montré (). Avec (x) on peut écrire que

Trace(A™ " MAN) = Trace(A" (! MAN))
= Trace('MANA™?)
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et on obtient donc que
(p(M),N) = (M, o(N)) .
Comme M et N sont quelconques dans M, (R), c’est que ¢ est symétrique. (Il

Remarque: Attention a ne surtout pas écrire que Trace(AB) vaut Trace(A)Trace(B).

Exemple:
10 2 0 2 0
1=o 8) o= 0) am= (i 3)

Alors Trace(A) = 3, Trace(B) = 3, Trace(AB) =4 et 4 # 3 x 3.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.50. (1) La base B est orthonormale pour (-, -).
Ecrivons A = (a;;). On a alors

fled) =) aien
k=1

et par suite, si les d;; sont les symboles de Kroenecker,

n n
(Y amzien, Y yie;)
=1

ik=1

n
E aikxiyj(skj

i,5,k=1

n
= E AijTiYs -

1,j=1

(f(2),y)

Donc

EXAY = i ai;TiY; , XY = Z TilYj

4,j=1 4,j=1
n n
(f(2),y) = Z aijziy; , (z,y) = inyi .
ij=1 i=1

D’ou les relations demandées.

(2) Comme A est symétrique et B est orthonormale, f est symétrique. Donc
[ est diagonalisable dans une base orthonormale. En d’autres termes il existe

B = (é1,...,¢,) base orthonormale constituée de vecteurs propres de f. On écrit le
quotient de Rayleigh dans B. On note Z1, ..., T, les coordonnées de z dans B. On
note Aq, ..., A, les valeurs propres de A (donc de f) répétées avec leur multiplicité

et rangées par ordre croissant. On a alors

i=1 i=1
et donc R
2711 Ai®
R(z) = =5—=°
Y T
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et ainsi R(x) > A\ pour tout x # 0. De plus, si € E; alors f(z) = Az et donc
R(z) = A1. On donc bien la relation voulue.

(3) Notons Ay > \; la plus petite valeur propre de A apres ;. Soit x € Ei-, x # 0.
sans perdre en gééralité on peut supposer que B est telle que (€y,...,é) est une
base de E;. Si x € Ef alors x n’a pas de coordonnées suivant (¢, ...,é) puisque
les coordonnées dans une base orthonormale sont les Z; = (z, €;). Donc,

n

fla) =Y @f@) =) N,
i=1

i=k+1

et donc
n X 22
R(z) = Zz‘:k-s-l il
S Ll

Zi:k+1 12

On a 5\]€+1 = Ay par notre choix de notation, et ainsi R(z) > Ay pour z € E%,
x # 0. De plus, si z € Ey alors f(x) = Aoz et donc R(x) = A2. On a By C Ei- et
on a donc bien 1& encore la relation voulue. [l

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.51. Le théoréme spectral donne I’existence d’une
matrice orthogonale P et d’une matrice diagonale D telles que tPAP = D. On a
donc A = PD!P. Par suite

A* = PDF('P)
puisque *P = P~!. Donc, par hypothese, PD*(*P) = 1d,, et donc
DF=tpp=1d,

puisque P est orthogonale. Si DF = 1d,, c’est que les termes diagonaux de D sont
forcément compris dans I'ensemble & deux éléments {—1, +1}. Mais alors D? = Id,,.
Ensuite donc on récupere que A? = PD?*(*P) = P'P =1d,,. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.52. Le théoréme spectral donne I’existence d’une
matrice orthogonale P telle que {PAP = D, ou D = diag(\1, ..., \,) est la matrice
diagonale dont la diagonale est formée des \;. On a A = PD!P. Par suite

A? = pPD*PpP (*)
et D? = diag(\},...,\2). Notons P = (b;;), PD? = (¢;;), PD*'P = (d;;). Alors

Cij = Zbik)\iékj = bZJ)‘j2 .
k=1

Par suite,
n
2
dij = E bik Akbjk
k=1
Comme A est symétrique, si on note A% = (eij), alors e;; = Y1, apajp. La

relation (%) donne alors que pour tous ¢, j,

n n

2
E Qi ik = E bikAibjk
=1 k=1
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En particulier, en prenant ¢ = j et en sommant sur ¢,

n n
2 2 E 2
aik = bik}\kbik
i,k=1

i,k=1

Notons *PP = (m;;). Onam;; = Y ;_; byib;, et comme P est orthogonale, PP =
Id,, de sorte que 22:1 bribi; = 65, ou les d;; sont les symboles de Kroenecker.
Done, Y7 bighix = 1 et ainsi D37, aZ = 37 A7 O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.53. Soient z,y € E quelconques. On a

(f(@),y) = (z,y) + n(z, a)(a,y) ,
et

(z, f(y)) = (z,y) + Wy, a)(z,a) .
On en déduit que pour tous z,y € E, (f(x),y) = (z, f(y)) et donc que f est
symétrique pour (-, -). On cherche maintenant les valeurs propres et espaces propres
de f. Si p = 0 lapplication f se réduit a l'identité. Donc 1 est la seule valeur
propre de f et I’espace propre correspondant est ’espace E tout entier. On suppose

maintenant que p # 0. Dire que \ est valeur propre de f ¢’est dire qu’il existe x # 0
tel que f(z) = Ax. Et

fl)y=X & A—-1z=ypza)a.

On va donc trouver A = 1 et 'espace propre associé est constitué des x tels que
(z,a) = 0, donc l'orthogonal de la droite vectorielle de vecteur directeur a, ou alors
A # 1 et z doit vérifier

A=1z = plx,a)a .

Mais alors & = ka et done, puisque ||a| = 1,

AN=Dk=kpu.
soit A = 1 + pu. L’espace propre associé est alors la droite vectorielle de vecteur
directeur a. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.54. Soient x,y € E quelconques et A € R. On
veut montrer que

fle+y)=flx)+ fy) (%)
et que f(Az) = Af(x). Par hypothese, pour tout z € E,
(fla+y) = (@)= fy),2) = (fl+y),2) — (f(),2) = {f(y),2)
=(z+y, f(2) — (2, f(2)) — (4, f(2))
=0.

Or si un vecteur X est tel que (X, z) = 0 pour tout z, alors c’est que X = 0 comme
on le voit en prenant z = X. Donc (%) est vérifiée. De méme on écrit que pour
tout z € F,
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et comme précédemment on trouve que f(Ax) = Af(z). Donc f est bien linéaire.
Comme (f(x),y) = (x, f(y)) pour tous z,y € E, f est symétrique pour (-,-). O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.55. On a clairement Ker(f) C Ker(f* o f).
Réciproquement soit = € E tel que f* (f(z)) = 0. On a alors

0= {(f"(f(z)), )
= (f(z), f(x))
= [l f(=)]I”
et donc f(x) = 0. Donc Ker(f* o f) C Ker(f) et ainsi il y a bien égalité. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.56. Le théoréme spectral nous donne I’existence
d’une matrice orthogonale P et d’une matrice diagonale D telles que {PAP = D.
On a donc A = PD!P. Par suite

A¥ = PD*(*P)
puisque P = P~!. Donc, par hypothese, PD*(*P) = 1d,, et donc
DF='pp=1d,

puisque P est orthogonale. Si D* = Id,, et k est impair c’est que D = Id,. Si
k est pair c’est que les termes diagonaux de D sont compris dans I’ensemble a
deux éléments {—1,+1}. Mais alors D? = Id,. Ensuite donc on récupere que
A? = PD?(*P) = P'P = 1d,,. On ne peut pas dire mieux dans la mesure ol si
A= —1d, alors A #1d,,, A? =1d,,. ([

CORRECTION DE L’EXERCICE 3.57. (1) L’intégrale est généralisée en +oo et
lexponentielle emporte sur toutes les puissances. Pour tout P € R,[X] et tout

Q € R, [X] il existe donc C' > 0 tel que pour x > 1 grand,
1
ﬁ .

[P(2)Q(x)]e™" <

On récupere ainsi une majoration par une intégrale de Riemann convergente en
+00 et donc, pour tout P € R, [X] et tout @ € R,[X], U'intégrale qui définit (P, Q)
est absolument convergente. On en déduit que (-,-) est bien défini. On admet que
(+,-) est une forme bilinéaire. On a

+oo
(P, P) :/0 P(z)%e %dx .

On en déduit que (P, P) > 0 pour tout P et qu'il y a égalité & zéro si et seulement
si P(x) = 0 pour tout > 0. Un polynéme de degré n qui n’est pas le polynoéme
nul ayant au plus n racines, P(x) = 0 pour tout z > 0 si et seulement si P est
le polynéme nul. On a donc montré que (P,P) = 0 si et seulement si P est le
polynéme nul. Donc (-, -) est bien un produit scalaire.

(2) On a

+oo
(o(P).Q) = / (P () - (z — 1)P'(2)) Q(z)e*dz

+00 Foo
/ xP"(2)Q(x)e *dx — / (x — 1)P'(2)Q(x)e "dux .
0 0
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On integre par parties la premiere intégrale du membre de droite de la seconde
égalité. On pose
U(z) = zQ(z)e " et V'(z) = P"(x) .
Alors
U'(z) = Qz)e™ + 2Q'(x)e" — zQ(z)e"
=—(z-1)Q(z)e”" + 2Q'(x)e™"
tandis que V(z) = P'(z). Pour A > 1 grand,
A
/ 2P"(2)Q(x)e "dx = [xQ(x)P'(x)e_’”]?
0
A
—|—/ (z — 1)Q(x)P'(z)e " dw
0

A
—/0 2Q'(z)P'(z)e *dx .

En passant a la limite A — 400 on obtient que
—+oo —+oo
/ xP"(2)Q(x)e dx = / (x —1)Q(x)P'(x)e "dx
0 0

“+o0
— / Q' (z)P'(z)e “dx .
0

On en déduit que

+o00
(p(P),Q) = — /O 2P (2)Q' (x)e “dx .
L’expression est symétrique en P et @ et donc (p(P), Q) = (P,»(Q)) pour tous
P,Q € R,[X]. O
CORRECTION DE L’EXERCICE 3.58. Puisque f et g sont symétriques, pour tous
T,y €F,
= (g (f(x)
= (f(2),9
= (z, f(9(v)))
=(z,(fog)(¥))

et on voit donc que (go f)* = fogsi f et g sont symétriques. Par défintion, go f est
symétrique si et seulement si (go f)* = go f, et donc, par suite, go f est symétrique
si et seulement si go f = f o g, a savoir si et seulement si f et g commutent. g

((go f)(x),y)



CHAPITRE 5

Intégration - Enoncés

Exercice 5.1. Soit f : [0,2] — R la fonction en escalier donnée par f(z) =1
stz €0,3], f(z) = —2size (i 2[et f(z) =4size[2,2. Soit g:[0,2] = R

la fonction en escalier donnée par g(z) = —1si z € [0, 1], g(z) = 1si z € [}, 1],
g(z) =3siz e[}, Iet g(z) =-1siz e[} 2.

(1) Montrer que f + g est une fonction en escalier sur [0, 2].

(2) Montrer que f02 (f +9)(x)dx = f02 f(x)dx + f02 g(z)dx.

Exercice 5.2. Soit f : [0,1] — R la fonction donnée par f(z) = x? pour tout
x € [0,1]. Soit n € N* un entier strictement positif. On considére la subdivision
i

o = (a;)i=o,...n de [0,1] donnée par a; = . Soit ¢, : [0,1] — R la fonction en

escalier donnée par ¢, (x) = ;—22 pour tout z € [£, [ et tout i =0,...,n — 1 (et
_ (n=1)?®
on pourra poser ¢, (1) = ).

(1) Montrer que |f — ¢,| < 2 sur [0,1].

n
(2) Montrer que f est Riemann intégrable sur [0,1] et donner la valeur de

Jy F)da.

Exercice 5.3. (1) On admet que f;(f(x) +g(x))dx = f; f(x)dz + f;g(:c)dx
pour des fonctions en escalier f, g : [a,b] — R. Montrer que la propriété reste vraie
pour les fonctions Riemann intégrables sur [a, b].

(2) On admet que fab A(x)dx = )\fab f(z)dx pour f : [a,b] — R en escalier (et
A € R). Montrer que la propriété reste vraie si f est Riemann intégrable sur [a, b].

(3) On admet que f; fl@)dz < f;g(x)dx pour des fonctions en escalier f,g :
[a,b] — R si f < g. Montrer que la propriété reste vraie pour les fonctions Riemann
intégrables sur [a, b]. En déduire que si f > 0 est Riemann intégrable sur [a, b], alors

f: f(x)dz > 0.
(4) Montrer quesi f : [a,b] — R est Riemann intégrable sur [a, b], alors

J21f(2)|d.

Exercice 5.4. Soit [a,b] un intervalle de R, a < b deux réels, et soit o =
(@i)o<i<n, n € N*, une subdivision de [a,b]. Soit aussi f : [a,b] — R une fonction
bornée sur [a,b]. On appelle somme de Darboux inférieure et sommes de Darboux
supérieure associées a la subdivison o les réels

[} f@)da| <

So(£) = milai —ai1) et £7(f) =Y Mi(a; —a;1) ,
i=1 i=1

117
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ol
m; = inf  f(z)et M; = sup f(x).

z€la;—1,a4] z€la;_1,a]
(1) Montrer que ,(f) < 57(f), que So(f) > (b— a)ym et que $7(f) < (b— )M,
ot m = inf (g f(7) et M = SUPy¢ab) f(z).

(2) On note f~ et f* les fonctions en escaliers de [a,b] dans R définies par
F@) = mMiXpa,_ya) (@) et F1 (@) =D MiXa,y.a0 (@)
i=1 i=1

ol xx est la fonction caractéristique de X (qui vaut donc 1 sur X et 0 ailleurs),
||=[sii<n-—1et|| =]sii=n,desorte que [a;—1,a;|| = [ai—1,a;[sii <n—1et
[an—1,an|| = [an—1,a,]). Montrer que f~(z) < f(x) < fT(x) pour tout z € [a,b].
Que valent les intégrales de f~ et fT sur [a,b] ?

(3) On suppose que pour tout € > 0 il existe une subdivision o de [a,b] telle que
Y9(f) < X5(f)+e. Montrer qu’alors f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

(4) On note S(f,0,€) la somme de Riemann associée & une subdivision pointée
(0,€). Soit aussi € > 0 donné. Montrer que pour toute subdivision o de [a,b], il
existe un pointage £ associé pour lequel ¥7(f) < S(f,0,£) + £ et un autre pour
lequel S(f,0,6) < E,(f) +e.

(5) Démontrer la réciproque de (3), et donc qu’une fonction bornée f : [a,b] — R
est intégrable au sens de Riemann sur [a,b] si et seulement si pour tout £ > 0 il
existe une subdivision o de [a,b] telle que X7(f) < 3,(f) + .

(6) Déduire de (5) qu’une fonction monotone f : [a,b] — R est toujours intégrable
au sens de Riemann sur [a, b].

Exercice 5.5. Soit f : [0,1] — R la fonction définie par f(z) = 1+22 siz € Q,
f(z) =0 sinon. Montrer que f n’est pas Riemann intégrable sur [0, 1].

Exercice 5.6. Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable au sens de Riemann
sur [a,b]. Montrer que

1t 1l b—a
b—a/a f(x)dxngrfoonlgf<a+k n ) '

1
1

Calculer limy, o0 >y T

On admet que

Exercice 5.7. Soit [a,b] un intervalle fermé (borné) de R. Soit f : [a,b] - R
une fonction. On suppose que pour tout € > 0 il existe g : [a,b] — R une fonction
intégrable au sens de Riemann sur [a, b] telle que | f — g| < € en tout point de [a, b].
Montrer qu’alors f est aussi intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

Exercice 5.8. Montrer que pour tout n > 1,

", nm+1)(@2n+1)
k2 =
2 ;

1 <1y .
Calculer fo 22dz & l'aide des sommes de Riemann.
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Exercice 5.9. Soit [a,b] un intervalle fermé (borné) de R. Soit f : [a,b] — R
une fonction. On suppose que f est continue et positive ou nulle sur [a, b]. Montrer
que

b 1/n
lim (/ f(x)”dx) = sup{f(z),z € [a,b]} .
n—-+oo a

Exercice 5.10. Soit f : [2,3] — R une fonction continue telle que f(z) <1
pour tout . On suppose que f23 f(z)dx = 1. Montrer que f =1 (est identiquement
égale a 1).

Exercice 5.11. Soit f : [0,1] — R une fonction continue. On suppose que
fol fl@)dx = % Montrer que f posseéde un point fixe, & savoir qu’il existe z € [0, 1]
tel que f(z) = x.

Exercice 5.12. Soit [a, b] un intervalle fermé (borné) de R. Soit f : [a,b] — R
une fonction. On suppose pour commencer que f est en escalier. Montrer qu’alors

b
li i dr=0.
n—l>I-|r-loo/a f(z) sin(nax)dx
Montrer que le résultat reste vrai si on suppose seulement que f est intégrable au

sens de Riemann sur [a, b].

Exercice 5.13. Pour n € N on pose
1 n
T
I, = dx .
" /0 1+z v

(2) Calculer I,, 4+ I,,+1 pour tout n.
" (1)
lcul li -
(3) Calculer m Z ’

k=1

(1) Montrer que ngriloo I, =0.

Exercice 5.14. Soit [a, b] un intervalle fermé (borné) de R et soit f : [a,b] = R
une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[ et strictement croissante sur [a, b].
On suppose que f(a) = a. On définit g : [a,b] — R par

x f(z)
o(x) = / F(t)dt + / F bt - o f ()

Montrer que g est bien définie, qu’elle est dérivable sur [a, b] puis que g = —a?® sur

[a, b].

Exercice 5.15. Soit f : [-1,+1] — R une fonction continue et impaire. Mon-
1
trer que [*, f(x)dx = 0.

Exercice 5.16. Calculer fOW/Q (cos(x))*** sin(z)da.
Exercice 5.17. Calculer foﬂ/z xsin(z)dz.

Exercice 5.18. On rappelle que 2 cos?(x) = cos(2z)+1. Calculer fol mdx

a l’aide du changement de variables x = tan(t).

Exercice 5.19. Trouver une primitive de In(x).
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Exercice 5.20. Trouver une primitive de arctan(z).

Exercice 5.21. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On suppose que
fla+b—2z)= f(x) pour tout = € [a,b]. Montrer que

/abxf( :a+b/ i

En déduire la valeur de I = [ x cos*(z) sin(z)

Exercice 5.22. Soit f,g : [0,1] — R données par f(z) = 2% + 1 et g(x) =
223 + x + 1. Calculer laire de la surface comprise par les graphes de f et de g et
les droites d’équations x =0 et x = 1.

Exercice 5.23. Calculer 'aire intérieure de lellipse d’équation
2?2 B
pa— + b7 —
oll a,b € R™. On pourra étre amené & utiliser le changement de variables x =
acos(t).

Exercice 5.24. Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles
_ X

(1) F(X) = o) (X-7)
_ X

(2) GX) = mx=y

47
(3) H(X) = 25D

Exercice 5.25. Soit f : R"™ — R une fonction continue et positive. Soient
a < b strictement positifs fixés. On suppose que

<a/jft(2t)dt+b

F(z) = ’ %dt

1

pour tout > 1. On pose

pour z > 1.
(1) Montrer que F'(z) < % F(z) + &% pour tout z > 1.
(2) Soit G(x) = F(x)e*. Montrer que G'(x) < %e* pour z > 1.

x2

1
7, montrer que

x
/1 ti?e%dt -1 e — e%}

a

(3) En effectuant le changement de variables s =

pour z > 1.
(4) Déduire de (2) et (3) que G(z) < 2 [e* —e%] pour = > 1.
(5) Montrer que F(z) < 2 [e(e=%) — 1] pour z > 1.

Exercice 5.26. Décomposer en éléments simples puis trouver des primitives
des fractions rationnelles

(1) F(X) = m
(2) G(X) = XT(xX+1)2
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Exercice 5.27. Décomposer en éléments simples puis trouver des primitives
des fractions rationnelles

5 4
(1) F(X) = 2572

3
(2) G(X) = o

Exercice 5.28. (1) Soit P le polynéme réel P(X) = X4—-3X?—4. Décomposer
P en produit de polynémes irréductibles de degré 1 ou 2 (sans racines réelles donc

pour le degré 2). On pourra commencer par chercher des racines de P en posant
Y = X2

(2) Soit H la fraction rationnelle

Décomposer H en éléments simples.

(3) Trouver une primitive de H
Exercice 5.29. Soit f: R — R la fonction donnée par

2 3
fx) =

x —x—3+ T
22 4+1 1+ 24

sin(z) .

L’intégrale f0+oo f(z)dz est-elle convergente ?

Exercice 5.30. Soient a < b deux nombres réels strictement positifs. Calculer

[b/ble\/idt
AN

On considere 'intégrale généralisée
+o0 1
I= / —e Vit .
0o Vi

En quelle(s) borne(s) cette intégrale est-elle généralisée 7 Est-elle convergente ?
Que vaut-elle ?

Exercice 5.31. Pour x > 1, calculer

I, :/ hl(t)dt.
1

t4

400 In(t)
oo Ini) gy

Etudier la convergence de I =

Exercice 5.32. Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes:

+oo .2 ) +OO2 3
11:/ x+dx,12:/ TES
0 0

x® 41 2 +5
I = /“/2 cos(z) sin(z) de . I, — too 2243 de
0 z? ’ 0 V(322 +1)

Justifier vos réponses. On précisera notamment en quelles bornes ces intégrales
sont généralisées.

Exercice 5.33. Etudier la convergence de I'intégrale généralisée

+oo
I :/ xt sin(z)e dx .
0
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Exercice 5.34. Soit a € R. FEtudier, en fonction de a, la convergence de

oo zln(x)
(a2 dz.

lintégrale généralisée I, = f0+
Exercice 5.35. Soit f : [0,4+00[— R une fonction continue décroissante. On
“+o0o
suppose que fo f(z)dz est convergente.
(1) Montrer que f est nécessairement positive et que f(z) — 0 lorsque x — +oo.
. ’ xT . _
(2) En considérant fx/Q f(t)dt, montrer que wll)ar_loo xf(z) =0.

Exercice 5.36. Soit f : [0, +00[— R une fonction continue. On suppose que
f0+oo f(x)?dx est convergente. Montrer que
1 x
lim —/ f)dt=0
z—+o0 T J

2

pour tout a > % Cela reste-t-il vrai pour a = % !

Exercice 5.37. Etudier la convergence des intégrales généralisées suivantes:

+<x>22 2 +oo 23 3
11:/ de,b:/ z 4
0 0

3zt 41 5etp 22 10
I — /Tr (1- cos(xs)) sin?(x) dr | I = Hoo 5z% +3 dr

Justifier vos réponses. On précisera notamment en quelles bornes ces intégrales
sont, généralisées.
Exercice 5.38. Soit f: R — R la fonction donnée par
2 4
4 —4 x .
)= —F——+——sin(z) .
1) P R g (=)
L’intégrale f0+oo f(z)dz est-elle convergente ?
Exercice 5.39. Soit f: R — R la fonction donnée par
Sxt 4+ 2% +2
f@) = ———5— -
(22% 4+ 7) In"(z)
Soit @ > 1. On pose I, = f:oo f(z)dz. L’intégrale est elle convergente si a > 1 ?
Et que diresia=17
Exercice 5.40. L’intégrale généralisée
+o0 ;
x sin(z)
1= ——=dzx
/Tr 241
est-elle convergente 7 Est-elle absolument convergente 7

Exercice 5.41. Pour z > 1 on note
T In(1 +¢2
I - / In(1+1¢%)
t2
1
Calculer I,. En déduire que
“+oo 2
In(1
= / In(1+1¢%) ,,
t2
1

est convergente et calculer sa valeur.
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Exercice 5.42. Soit o € R un réel. Soit

B 2 (1 — cos(z)) sin®(z)
1, _/0 dxr

Q:Oé
Pour quelle(s) valeur(s) de « cette intégrale est-elle convergente ?

Exercice 5.43. Décomposer la fraction rationnelle f(z) = % en éléments
simples. Si f,g : [a,+0o[— R sont deux fonctions localement intégrables sur

[a, +o0[, avec a € R (donné et fixé, par exemple 2), et si les intégrales généralisées

/aJrOO f(x)dx et /a+00 g(z)dx

sont divergentes, 'intégrale généralisée

+oo
I= [ @)+ gl ds
doit elle étre forcément divergente ?

Exercice 5.44. Que vaut le maximum de z(1 — z) sur [0,1] ? Quel type de
convergence est vérifiée sur [0, 1] par la suite de fonctions f,(z) = z™(1 — x)" ?

Calculer )

¢= lim 2™(1—x)"dx .

n—-+oo 0
Que dire si f,,(z) = 2™ ?
Exercice 5.45. (1) On consideére la suite de fonctions (f,,) définies par f,(z) =

I _‘_11 Montrer que (f,) converge uniformément vers la fonction constante 1 sur
[0, 1] et vers la fonction nulle sur tout intervalle fermé [a, b] C]1, +o0].
V2 gy oo dy
(2) Soient les limites £ = lim —— V' = lim . Que valent
n—+oo [ 14 2n n—+oo Jq 14 xn
Let 07

Exercice 5.46. Calculer
1
(= lim anr
n—+oo Jo  nT + 1
Exercice 5.47. Soit f : [0,1] — R une fonction continue avec 0 < a < 1.
Montrer que
lim f(z™)dx = af(0) .

n—-+oo 0

Exercice 5.48. Soit f : [0,4+00[— R une fonction continue. On suppose que
f(z) a une limite £ € R lorsque 2 — +00. En effectuant le changement de variables

T = nu, calculer
¢ = lim f
n—>+oo n

Exercice 5.49. Calculer, en Justlﬁant le passage a la limite, les limites suiv-

antes:
2

/2,2 o 1 2,2 41
I= lim r bm(anJr de , J= lim % x
n—+oo J n2 +1 n—+oo [y n? +na*+1
! 2ndn(z) + n?2® +na 4+ 1

1
K= lim z* cos(—x)dx , L = lim

3 dr .
n—+oco | 4 n n—+oo [y n>+5
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Exercice 5.50. Calculer, en justifiant le passage a la limite, les limites suiv-
antes:
T n?sin(iz) +n+1 +o0 cos(La)

I_ngrfoo : | dx’L_nEIfoo ; 7x2+1daz.

Exercice 5.51. Calculer
1.2
1
(= tim [ TVEEL g,
n—+oo Jo nfxr+n+1
Exercice 5.52. Calculer
Feo cos(nx)

= 1li dx .
notoo Jy (D)L +22) "

z? sin(1+z2)

Exercice 5.53. Soit (f5) la suite de fonctions définie par f,(z) = ~— 55

+oo
si x €]n,n + 1] et 0 sinon. Calculer £ = lim fn(x)de.

n—-+o0o 0

Exercice 5.54. Soit F' la fonction définie sur R par

1
F(x) :/ sin(zt)dt .
0
Montrer que F est de classe C! sur R et calculer F'(0).

Exercice 5.55. Soit F' la fonction définie sur R par
1,242
t t+1
F(z) = / et
o 2+ cos(xt)
Montrer que F est de classe C! sur R et calculer F'(0).

Exercice 5.56. Soit F' la fonction définie sur R par
Foo ;
t
Flz) = / net) o1gy
0

(1) Montrer que F est définie et continue sur R.

(2) Montrer que F est C! sur R et calculer F’(0).

F
(3) Calculer lim (z) .
x—0 €T

Exercice 5.57. Soit F' la fonction définie sur RT™* par

+oo —xt
Flz) = / .
0

1+t2
(1) Montrer que F' est bien définie sur R™ et montrer que

lim F(z)=0.

r——+00
(2) Montrer que F est de classe C? sur |0, +o0].
(3) Montrer que F' vérifie ’équation différentielle
1
F'(z) + F(x) = -
x

sur RT*.
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Exercice 5.58. Soit D = {(a:,y) ER? /0<z<1,22<y< 1}. Calculer I =
[ JpaPy?dady.
Exercice 5.59. Calculer Daire de
D:{(:v,y)ERQ/ —1§x§1,x2§y§2—x2} .

Exercice 5.60. Soit D = {(J:,y) ER? /2>0,y>0,2+y< 1}. Calculer
I=[ [, (2 +y?) dady.
Exercice 5.61. Soit D = {(z,y) € R? /0<y<l,z—y+1>0,z—y—1<0}.

Calculer
I= / / xdzxdy .
D

Calculer[siD:{(az,y)GR2/y20,x7y+120,x+2y74§0}.

Exercice 5.62. Soit D = {(m,y) €ER? /2 <1,y>0,92< x} Calculer I =
J fD (z + 2y) dzdy.

Exercice 5.63. Calculer laire de
D={(z,y) eR® /y<az <y’ 1<y<2} .

Exercice 5.64. Calculer les intégrales multiples

I= // cos(z + y)dzdy ,
D,

et J = // (14 2%y*) dady ,
Dy

Dlz{(x,y)eRQ/nggﬂetogygi},

ou

3

Dg:{(x,y)eRQ/OSnygl}.

Exercice 5.65. Pour x > 0 on considere la fonction I' donnée par
+oo
I(z) = / t* e tdt .
0

(1) Montrer que I'(z) est bien définie pour x > 0.

(2) Montrer que I'(x + 1) = zI'(z) pour tout = > 0.

(3) Calculer I'(1). En déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout n € N.
(4) Montrer que I' est continue sur |0, o0l

(5) Montrer que I est de classe C? sur |0, +oo].

(6) Montrer que I'" > 0 puis que I ne s’annule qu’une seule fois et que le point a
qui annule I' est tel que a € [1,2].

Exercice 5.66. Calculer I'aire du domaine

D={(z,y) eR* /2 >0,y >0,ay+z+y<1} .






CHAPITRE 6
Intégration - Corrigés

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.1. (1) Pour montrer que f + g est en escalier
sur [0,2] il faut trouver une subdivision ¢ = (a;)i=0,...p de [0,2] avec la propriété
que f + g est constante sur chacun des intervalles Ja;, a;+1[. On a g > % On prend
pour subdivision la subdivision emboitée

1 1 3 7
Sl
0< 1 < 5 < 9 < 1 <
Onaalors (f+g)(z) = —1+1=0siz € [0,5], (f+9)(z) =1+1=2siz € [}, 1],
(f+g)(@)=-2+3=1size L3 (f+9)(z) =4+3="Tsiz e [3I]et
(f+g9)(x)=4—-1=3siz € [Z, 2]. La subdivision choisie satisfait la condition
voulue. Donc f + g est bien en escalier.

(2) Par définition,

/2(f+ )(x)dx—Ox(1—0)+2 (1—1)+1x(§—7)
o g BRARY 2 4 2
7 7
L2 9_ L
4—7><(4 )+3x( 4)
12
1+Z—4
tandis que

2 2
1
T2
et
2 1 1
/Og(x)dx:—lx(f—0)+1 (571)
7 01 7
Ix(-—2)—1x(2—-
+ ><(4 2) ( )
14 1
= =34=.
4 *3

On a donc bien f02 (f +g) (z)dz = f02 f(x)dx+f02g(x)dx, Asavoir 4 = 143+

3 O

1
5-

127
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CORRECTION DE L'EXERCICE 5.2. (1) Sur [£, “EL[ et comme f est croissante
sur RT,
)
(3
‘f - Qon| < z? — ﬁ
it 1% 2
= nz 02
142 3
n2 n

car 1 <n et i <n de sorte que 1+ 2i < 3n.

(2) Les fonctions constantes sont des fonctions en escalier. De plus fol %dm =
% x (2-0) = % qui tend vers 0 lorsque n — 4o00. Soit ¥, la fonction constante
¥n(z) = 2. On a donc pu trouver deux suites (¢,) et (,,) de fonctions en escalier
sur [0,1] qui sont telles que |f — ¢n| < ¥, sur [0,1] pour tout n et telles que
fol Yn(x)dz — 0 lorsque n — +oo. Ainsi f est Riemann intégrable sur [0, 1] et

/1 f(z)dx = lim 1 on(z)de .
0

n—oo 0
On a
1 n—1 .9 .
1
/ @n(m)dx = % <l + _ l)
0 n n n
=0
n—1
1 9
=3 >
i=0
1 (n=1n@2n-1)
= — X
n3 6
n—1)2n—-1)

p(p+1)(2p+1) (
6

car la somme des p premiers carrés vaut eticip=n—1). On a

1 2y, 1
Donc [ z?dx = 3. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.3. (1) Si f et g sont Riemann intégrables sur
[a, b] alors il existe des suites (¢n,), (&n), (¥n) et (1,) de fonctions en escalier telles
que |f — on| < ¢, sur [a,b] pour tout n, |g — @n| < ¥, sur [a,b] pour tout n,
f; U (x)dz — 0 et f; Y (2)dz — 0 lorsque n — +00. De plus

b b b b
/f(m)dx: lim on(z)dz et / g(x)dz = lim On(z)dx

n—-+oo a a n——+00 a

par définition. Les fonctions ¢, = ¢, + @, et 1&71 =Y, + ﬁn sont clairement en
escalier sur [a, D] et

|(F + 9)(x) = @()] < |f(2) = p(2)] + lg(z) = §(2)] < P(x)
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sur [a, b] tandis que

/abz[;(x)dx—/abw(x)dx+/abz/3(x)dx

(propriété admise) de sorte que f; zZA)(:E)dx — 0 lorsque n — +o00. Donc f + g est
Riemann intégrable sur [a, b] et de plus

b

b
/ (f+9)(@)dx = lim On(x)dx

n—-+oo a
b b
= lim on(x)dx + lirf / @n(x)dx (propriété admise)
a n—-+0o0 a

n—-+oo

- [ s+ [

D’ou la propriété voulue.

(2) Si f est Riemann intégrable sur [a,b] alors il existe des suites (p,,) et (¢,,) de

fonctions en escalier telles que |f—,| < 1, sur [a, b] pour tout n et fab Y (z)dx — 0
lorsque n — +o00. De plus

b b
/f(x)dx: lim on(x)dx

n—-+oo a

par définition. Les fonctions ¢, = Ap, et ¢, = [A|th, sont clairement en escalier
sur [a,b] et |(Af)(z) — @(x)| < (z) sur [a,b] tandis que [°(x)dz = [A| [7 ¢(x)da
(propriété admise) de sorte que ffiﬁ(x)dx — 0 lorsque n — 4o00. Donc Af est
Riemann intégrable sur [a, b] et de plus

b

b
/ O)@)de = lm [ ¢n(@)ds

n—-+oo a
b
=X lim on(z)dr (propriété admise)

n—-+oo a

b
= / f(z)dx .
D’ou la propriété voulue.

(3) Si f et g sont Riemann intégrables sur [a, b] alors il existe des suites (¢n), (Pn),
() et () de fonctions en escalier telles que |f — @,| < 9, sur [a,b] pour tout
n, |9 — @n| < 1y sur [a,b] pour tout n, fab Y (x)dr — 0 et f: U (z)dz — 0 lorsque
n — +o0o. De plus

b b b b
[tz = tim [ en@aren [Cg@ar= tm [ g @
par définition. On suppose f < g sur [a,b]. Alors
on—Vn < <G Fnt+ P

sur [a,b]. En particulier, ¢, — ¥, < @, + 1, sur [a,b]. Les sommes et différences de
fonctions en escalier sont des fonctions en escalier. Donc (propriété admise), avec
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les propriétés des questions (1) et (2) précédentes,

/ab on(z)dz — /ab Y (z)da < /ab Pn(2)da + /ab Un(2)da

En passant a la limite en n — 400 dans cette inégalité, on obtient que f; flz)dz <

f: g(x)dx, ce qui est la propriété voulue.

(4) Formellement il faut montrer que si f est Riemann intégrable sur [a, b] alors | f|
Pest aussi. Comme f est Riemann intégrable sur [a,b], par définition il existe des
suites (¢n) et (¢,) de fonctions en escalier telles que |f — @, | < @, sur [a,b] pour

tout n et f; Y (x)dz — 0 lorsque n — +o00. L’inégalité triangulaire donne que

f @) = len(@)]| <[f(2) = n(2)] < Pn(z)

pour tout z € [a,b] et tout n, et comme |p,| est aussi une fonction en escalier, on
voit que |f| est bien Riemann intégrable sur [a,b]. On va maintenant déduire (4)
de (3). On écrit que —|f] < f < |f|]- On obtient alors avec la question (3) que

—/abf(sc)|dsc§/abf(m)dxé/:|f($)|d$-

Comme |f| > 0 on obtient avec la question (3) que f: |f(z)|de > 0 (0 est une
fonction en escalier sur [a,b], son intégrale vaut 0 x (b — a) = 0). Par suite,

‘f: f(x)dac‘ < ff |f(z)|dz, ce qui est la propriété voulue. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.4. (1) II est clair que m; < M; pour tout i.
Donc, comme a; > a;_1 pour tout i,

Se(f) = milai —ai_1)
i=1

< zn:Mi(ai —a;—1)
i1

=37(f) .

Les deux autres propriétés s’obtiennent en remarquant que m < m; pour tout ¢, que
M; < M pour tout i et grace aux propriétés téléscopiques des sommes impliquées.
On a
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et, de méme,

|
NIE

27(f) _ M;(a; —a;—1)
< MZ(ai —ai—1)
— M(an — ao)
=M(0b-a).

D’ou les inégalités demandées.

(2) Les intervalles [a;_1, a;|| sont deux & deux disjoints et donc, pour tout x € [a, b]
donné quelconque, il existe un et un seul i € [1,n] pour lequel z € [a;—1,a;||. On
a clairement m; < f(z) < M; pour ce i, et comme f~(z) =m; et fT(x) = M;, on
obtient I'inégalité voulue. On a

b n
/ £ @)z = 3" mila; — i) = S (f)

et

n

b
/ fHa)de =" Mi(a; — a;_1) = 2°(f)
a i=1

de sorte que les intégrales sur [a,b] de f~ et f* ne sont rien d’autre que les sommes
de Darboux inférieures et supérieures ¥, (f) et X7(f).

(3) Les fonctions f~ et fT sont clairement des fonctions en escalier. Soit € > 0
donné et soit o une subdivision de [a, b] pour laquelle 37 (f) < £, (f) +e. On pose
we = fT. Alors

[f=eel=f"=f<fr -1

puisque f~ < f < f+. Soit . = ft — f~. Alors 1. est elle aussi une fonction en
escalier. elle est positive ou nulle et

b
/ be(@)dz = 27 (f) — So(f) < .

On a ainsi montré que pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escaliers ¢, et 1.
qui sont telles que |f — @ | < 9. sur [a,b] et fab e (z)dx < e. Donc, par définition,
f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

(4) Soit o = (a;)o<i<n une subdivision donnée. Par définition,
m; = inf {f(z),2 € [ai—1, aill} -

Etant donné € > 0, il existe donc = € [a;—1,a;|| tel que m; < f(x) < m; + ¢ car
sinon, pour tout « € [a;—1, a;|| on aurait que f(z) > m;+e¢ et donc que m; > m; +e,
ce qui est impossible. On note &; = x et on a ainsi montré que pour tout i € [1,n],
il existe & € [a;—1,a;|| tel que m; < f(&) < m; +e. Comme a; — a;—1 > 0 pour
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tout ¢ on a alors clairement que

S(f,0,€) < Z m; +€)(ai — ai_1)

= o' +€Z —azl

- Ea(f)+€(b— a) .
En partant de €/(b—a) au lieu de € on a donc montré que pour toute subdivision o de
[a,b], et tout e > 0, il existe un pointage £ associé pour lequel S(f,0,&) < 3, (f)+e.
De la méme fagon,
M; =sup{f(z),z € [a;i—1, a:||}

et pour € > 0 donné, il existe z € [a;—1,a;|| tel que M; —e < f(z) < M;. En
raisonnant ensuite comme ci-dessus on obtient que pour toute subdivision ¢ de
[a,b], et tout e > 0, il existe un pointage £ associé pour lequel £7(f) < S(f,0,§)+e.

(5) Supposons que f soit intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. Alors, cf. cours,
pour tout € > 0, il existe § > 0 avec la propriété que pour toute subdivision pointée
(0,€), avec §(0) < d (ol () est le pas de o),

- /abf(:c)dz

Soit £ > 0 fixé. Soit o une subdivision de [a,b] de pas 6(c) < . Soit & un pointage
associé a o tel que S(f,0,8) < X,(f)+e. Ona

b
/ f(z)dx < S(f,0,8) +¢

<eg.

et donc .
/ F@)da < So(f) + 2 .

On considére maintenant ¢ un pointage associé a o tel que X7(f) < S(f,0,8) +¢
On a

b
S(f.0,) g/ f(a)de + e

b
f)S/ f(z)dz + 2¢ .

27(f) < 8o (f) +4e .
En partant de £/4 au lieu de € on a donc montré que si f est intégrable au sens de
Riemann sur [a, b], alors pour tout € > 0 il existe une subdivision o de [a, b] telle que
Y9(f) < 35(f) +e. Avec la question (3) on a donc en fait montré qu’une fonction
bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] si et seulement si
pour tout € > 0 il existe une subdivision o de [a, ] telle que Z7(f) < X, (f) + &.

et donc

Par suite,

(6) Supposons pour fixer les idées (quitte & changer f en —f) que f : [a,b] = R
est croissante. Clairement f est bornée puisque f(a) < f(x) < f(b) pour tout
x € [a,b]. Soit o = (a;)o<i<n une subdivision de [a,b]. Alors clairement

mi = f(ai—1) < f(a;) = M;
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pour tout i € [1,n]. Soit € > 0 donné. On considére ¢ une subdivision de [a, b]
telle que 0(0) < e. On a alors, puisque M; > m; pour tout 4,

!
q
=
|
N\l
q
=
Il
[]=

(ai —aj—1)(M; —m;)

< 5(U)Z(Mi —m;)
<e) (fla) = flaim1))
i=1

et par somme téléscopique, on obtient que

U(f) = Zo(f) e (f(b) = fla)) -

Sans perdre en généralité on peut supposer que f(a) < f(b), car sinon f est con-
stante, donc en escalier, donc intégrable. En partant de e/ (f(b) — f(a)) au lieu de
€ on a alors montré que pour tout € > 0 il existe une subdivision o de [a, b] telle que
Y9(f) < Zy(f) +e. Il suit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.5. Soit (0y,), une suite de subdivisions de [0, 1]
telle que d(o,,) — 0lorsque n — +o00. On écrit que pour tout n, o, = (i n)i=o,..., N (n)-
A titre de remarque, comme §(o,) — 0 on a forcément que N(n) — +oo lorsque

n — +oo. Pour tout n fixé, et tout ¢ = 1,..., N(n), on choisit & ,, €]ai—1,n, ain|
avec la propriété que &; , € Q. Un tel choix est possible puisque Q est dense dans
R. De méme, pour tout n fixé, et tout i = 1,..., N(n), on choisit & ,, €]a;—1,n, @in|

avec la propriété que &, ¢ Q est irrationnel. Les irrationnels étant eux aussi
denses dans R, un tel choix est la encore possible. On pose &, = (i n)i=1,....N(n) €t
& = (fi’n)i:h”’]v(n) . On obtient alors deux suites de subdivisions pointées (o, &)
et (on,&n) avec 8(o,) — 0 lorsque n — +o0. Si f était Riemann intégrable, et si
on note S(f,on,&n) et S(f,0n,&n) les sommes de Riemann de f associées & (o, &)
et (on,&n), on devrait avoir

b
[ f@yde = tim_S(1.0,.6)
= lim S(f,0n.én) -

n—-+oo
Or,
S(fa O—nvgn) = Z (ai,n - aifl,n) X (1 + Sin) > AN(n)n — Q0n = 1
=1
_ N(n)
S(fv O—nvgn) = Z (ai,n — aifl,n) x0=0
=1

de sorte que l'intégrale f; f(z)dz devrait & la fois étre plus grande que 1 et valoir
0. C’est bien stur impossible. Donc f n’est pas intégrable au sens de Riemann sur
[0,1]. Vous verrez en L3 qu’elle est par contre intégrable au sens de Lebesgue et
que son intégrale au sens de Lebesgue vaut 0. (]
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CORRECTION DE L'EXERCICE 5.6. On considére la subdivision o, = (a;)i=o0,...n
de [a, b] donnée par

a;=a+1

Onaa; —aji_1 = b’Ta Soit aussi &, = (&;)i=1,....n» donné par le choix

b —
51:(1+Z a.

SiS(f,on, &) est la somme de Riemann de f associée la subdivision pointée (o5, &)
on a alors que

S(om ) = 2301 (ak k0
k=1

n
Si 6(oy,) est le pas de o, on a 6(0y,) = b’Ta et donc 6(c,) — 0 lorsque n — +o0.
Par suite, puisque f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b],

b n h—
/af(a:)dm:(b—a)nli)rfoo;f<a+k n“).

C’est I'inégalité demandée. Si maintenant on prend a =0, b = 1 et f(x) =
on obtient que
1
= / f(z)dx
0

1 k
= 1. —_ —_
i 2 (%)

. 1 1

n2
n

_1
1+x2

1

I "
= 1m - -
n—-+oo 1 ’I’L2 —|— ki2

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.7. Soit € > 0 fixé. En appliquant la propriété
) ﬁ il existe g intégrable au sens de Riemann sur [a, 8] telle que |f —g| < ﬁ
en tout point de [a,b]. Comme g est intégrable au sens de Riemann sur [a,b], il
existe deux fonctions en escaliers ¢., 1. sur [a,b] telles que |g — ¢:| < 1 en tout

point de [a, b] et telles que fab Ye(z)dx < /2. On en déduit que
|f =@l =1f =9+ 39—l
<|f=gl+1g =l

13
20 —a) TV

La fonction
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est bien une fonction en escalier et

/a " ey =

On en déduit que pour tout € > 0 il existe deux fonctions en escaliers <p57z/~15 sur

[a,b] telles que |f — .| < ¥. en tout point de [a,b] et telles que f Yo (x)de < e.
Donc f est bien intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.8. On proceéde par récurrence sur n. Sin =1
le résultat est trivialement vrai. On suppose maintenant le résultat vrai a un ordre
n et on démontre qu’il est encore vrai a 'ordre n + 1. On a

n+1
D TN,
k=1
1)(2 1
= (n + )6( nt ) +(n+1)*  (par hypotheése de récurrence)
~ (it 1) (n2n+ —i—n—l—l)

~ (n+1)(2n* + Tn +6)
6
et il est facile de vérifier que

2n% +Tn+6 = (n+2)(2n + 3)

de sorte que ’on obtient bien que
n+1

s (m+Dn+2)2n+1)+1)
Zk 6 ’

ce qui acheve la récurrence. On reprend maintenant le raisonnement de ’exercice
2. Lorsque a =0et b=1o0n a

! R k
[l 250 (2.

Ici f(z) = 2%. On en déduit que

t, 1 = k2
[ = im0

I
8
S
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CORRECTION DE L'EXERCICE 5.9. Posons M = sup{f(z),z € [a,b]}. Claire-
ment f < M sur [a,b]. Donc f(z)™ < M™ pour tout = € [a,b] et tout n > 1, et

ainsi
b 1/n
(/ f(z)”d:z:) < M(b—a)t/"

pour tout n > 1. Soit ¢ > 0 fixé quelconque (petit). Il existe ¢ €]a,b| tel que
f(e) > M — ¢ car sinon on aurait f < M — e sur [a,b] et donc M < M — ¢ ce qui
est faux. Par continuité de f il existe alors d = ¢ —n et e = ¢+ 1n (g > 0 petit)
tels que ¢,d €la,b[ et f > M — ¢ sur [c,d]. Soit = g la fonction caractéristique de
[e,d] (donc la fonction qui vaut 1 sur [¢,d] et 0 ailleurs). Alors

(M—&) cd]<f

sur [a,b] (puisque f est positive ou nulle). Par suite

b d
[ ez gode = 01 -2 [ o
—e(d—0)

:(M
s/jf(ar)"dw
(M = e)(d - )/ < (/f wﬁ :

pour tout n > 1. Il s’ensuit que

(M —e)(d—¢)/" < (/f "dx) < M(b—a)t/"

pour tout n > 1. On a que

: o A\1/n _ . . 1/n _
A= Ay (bma)r =1
et donc, pour n > 1 suffisamment grand, (M — ¢)(d — ¢)'/™ > M — 2¢ et M (b —
a)l/” < M + 2¢. Dot

et donc

b 1/n
Ve >0,IN €N /Vn > N, (/ f(x)"dx) - M| < 2.

Le résultat demandé suit clairement de ce que I'on vient de démontrer. O

Remarque: On définit la norme L” d’une fonction f : [a,b] — R par

i1 = ([ |f<x>|”da:)1/p

et la norme L par || f||ze sup{|f(z)|,z € [a,b]}. En appliquant 'exercice ci-dessus a la
fonction | f], ce que dit cet exercice c’est que

Jm [ fllee = llfllee

pour toute fonction f : [a,b] — R continue sur [a, b].
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CORRECTION DE L’EXERCICE 5.10. On remarque que

3
/’a—ﬂme:o
2

tandis que 1 — f > 0. Comme 1 — f est aussi continue, on en déduit (cf. cours) que
1— f=0. Dou le résultat. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.11. On remarque que

1
| (@) =xyda =0
0

tandis que * — f(z) — = est continue. On ne peut avoir f(x) > z pour tout z, ni
f(z) < z pour tout x car sinon I'intégrale précédente serait soit strictement positive,
soit strictement négative. Donc il existe z1,22 € [0,1] tels que f(x1) —z1 < 0 et
f(x2) —x9 > 0. Le théoréme des valeurs intermédiaires donne ensuite qu'il existe
x € [r1,22] (ou & € [r2,x1] sl 1 > x2) tel que f(x) — 2z = 0. Clest le point fixe
recherché. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.12. Supposons pour commencer que f est en
escalier. Il existe alors une subdivision ¢ = (ax)k=o,... p de [a, b] et desréels c1, ..., ¢,
tels quef = ¢, (f est identiquement égale & ¢y) sur Jag_1, ax[ pour tout k =1,...,p.
On a alors que

/ab f(x)sin(nx)dx = Ck /aak sin(nzx)dx

k—1

Ck

M= 114

= - = cos(naz)]iZﬁ1
k=1
1
= - Z ¢k (cos(nay) — cos(nag—1))
k=1

et on peut ainsi écrire que

/ab f(z)sin(nx)dx

2 P
< —
<= > ekl
k=1

puisque |cos| < 1. Clairement, par encadrement (théoréme des gendarmes) il
s’ensuit que

lim /b f(z)sin(nx)dz =0 .

n——+oo

On suppose maintenant que f est Riemann intégrable sur [a,b]. Soit € > 0 quel-
conque fixé. Il existe ¢, 1. en escalier telles que |f — .| < 1e sur [a,b] et

b
/ Ye(z)dr < e .

On a
|f () sin(nz) — e (z) sin(nz)| < e ()
sur [a,b] puisque |sin| < 1. On en déduit, puisque | [ H| < [ |H|, que

/ab f(z) sin(nz)dx — /: ¢e(2) sin(nz)dz| < /ab Ve (z)dx
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En vertue de ce qui a été démontré auparavant:

b
dN eN/Vn >N, / e () sin(nz)dz| < € .
On en déduit que AN € N tel que Vn > N,
b
/ f(x) sin(nx)dx
b b b
< / e () sin(nzx)dz| + / f(z) sin(nx)dr — / e () sin(nax)dx
b b
< / e () sin(nz)dz —|—/ Ve (x)dx
< 2

Comme € > 0 est quelconque on a montré que

b
Ve >0,IN €N /Vn > N, / f(z)sin(nx)dz| < e,
b
ce qui signifie que Eril / f(z) sin(nx)dz = 0. O
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.13. (1) Pour z € [0, 1], lJ%z < 1. Donc
! 1
0<1I,< / z"dr =
0 n+1

puisqu’on a aussi que % > 0 sur [0,1]. Par encadrement (théoreme des gen-

darmes) on en déduit que lim I, =0.
n——+4o0o

(2) On a

1
(1
_ / 2"(1 4 x) da
o 1+=z
1
= / x"dx
0
1
o+l
pour tout n € N.
(3) On a que
n—1 n—1
> (~Dfat =) (o)
k=0 k=0
1= (="
N 1+z
1 n

1+ 1+zx
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par propriété des séries géométriques. En intégrant de 0 & 1 on obtient que

n—1

1 1
1
E (—l)k/ a?kd:c:/ dr + (=)™,
0 o 1+z

k=0

et donc que

soit encore que

k=1
En raison de (1) on trouve que

, (
ngr_‘r_looz ——— =1n(2) .

k=1
(]

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.14. Comme f est strictement croissante elle
est bijective de [a, b] sur [a, f(b)] (puisque f(a) = a). Elle admet donc une fonction
réciproque f~! qui est elle aussi dérivable, donc en particulier continue et donc
intégrable. Comme [ est continue la fonction z — [ f(t)dt est dérivable (cf.
cours). Comme f~! est continue, la fonction

X
G:X—>/ fH)dt

est dérivable sur [a, f(b)]. Par composition G o f est dérivable sur [a,b] et (G o
(x) = G (f(x)) f/(x). Bien sir, z — xf(z) est elle aussi dérivable. On en
déduit que g est dérivable. On a alors, pour tout = € [a, b],

g'(x) = f(@)+ G (f(2) ['(2) = f(2) — xf'(x)
= f(2) + 71 (f(2)) f'(2) = f2) — 2f'(2)

et donc ¢'(x) = 0 pour tout = € [a,b]. On en déduit quye g est constante sur [a, b].
On a g(a) = —af(a) = —a?. On en déduit que g(z) = —a? pour tout = € [a,b]. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.15. Par Chasles,
1 0 1
/ f(x)dx = f(m)dx+/ f(z)dx . (%)
-1 -1 0
On considere la fonction ¢ € C1(R,R) définie par p(z) = —z. On a ¢(0) = 0
et ¢(1) = —1. La formule de changement de variable dans les intégrales permet

d’écrire que

—1 1
/0 f(@)dz = / f (@) @' (2)da

_ _/Olf(—x)da:
= /01 flx)dx
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puisque ¢'(x) = —1 et puisque f est impaire. Comme fo_l = —fi)l on en déduit
que
0 1
/ f(x)d:r:—/ f(x)dx
-1 0
Par suite, en revenant a (x), fi1 f(x)dz =0. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.16. On reconnait

-1 d

(cos(2)) 4 sin(z) = il s (cos(z))24 .

Donc,
/2
/ (cos(x))*** sin(z)da
0
— w/2

_ 2541

T 2541 [(cos(a) }0

1

2541
De facon plus générale, si F' est une primitive de f (donc F' = f, comme ici
5o X 2941 est une primitive de X2%°) alors & — —F(cos(z)) est une primitive de

z — f(cos(z)) sin(z) et @ — F(sin(z)) est une primitive de  — f(sin(z)) cos(z).
Il faut apprendre a reconnaitre ce genre de primitives.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.17. On intégre par parties. On pose u(z) = z,
v'(x) = sin(x). Alors u/(x) = 1 et on peut prendre v(x) = — cos(z). La formule
d’intégration par parties donne alors

/2 /2
/ xsin(z)dr = — [z cos(:c)]g/2 + / cos(x)dx
0 0

Donc

/2
/ zsin(x)dx
0

/2
= / cos(z)dx
0

= [sin()]§/”

=1
(]
CORRECTION DE L'EXERCICE 5.18. La fonction ¢ — tan(t) est C' de ] — , 5|
dans R (c’est méme une bijection strictement croissante de | — 7, 7[ sur R). On a

tan’(t) = 1 4 tan?(¢)
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et tan(0) = 0, tan(n/4) = 1. La formule de changement de variable dans les
intégrales permet d’écrire que

1 1 71'/4 1
/ T dr = / P E—T tan’(t)dt
o (1+2?) o (1+tan?(t))

ﬂ'/4 1
/ T
o 14tan®(t)

/4
= / cos?(t)dt
0
1 7T/4
=- (1 + cos(2t)) dt
2Jo
Vs 1 . 71-/4
=3st1 [sin(2t)]q
_m " 1
8 4
(I
CORRECTION DE L'EXERCICE 5.19. On integre par parties. On pose u(z) =
In(z) et v'(z) = 1. On a alors u/(z) = 1 et v(z) = 2. Par suite,
/ln(t)dt =zn(z) —z
=z (In(z) - 1) .
(]
CORRECTION DE L'EXERCICE 5.20. On intégre par parties. On pose u(z) =
arctan(z) et v'(z) = 1. On a alors u/(x) = Tlxg et v(z) = z. Par suite,
/t(t)dt t()/tdt
arctan = zarctan(z) — | ——
1+ 2
1
= zarctan(z) — 3 In(1 4 z?%) .
O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.21. Soit ¢(z) = a + b — z. Cette fonction est
de classe C! sur R. On a ¢(a) = b et ¢(b) = a. La formule de changement de
variables permet décrire que

a b
/ £ f(2)dz = / (@) f (p(2)) o' (2)de
b a
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Puisque ¢'(z) = —1, et puisque f(a +b— x) = f(z), on trouve donc

/ab ef(z)de = — /b of (z)da

—/ab(aerx)f(aerx)dx
Z/ab(a—i-b—x)f(x)dx
:(a‘*'b)/:f(l”)dm—/bxf(x)dx.

a

Par suite,

2/; of(@)dz = (a+b) /abf(x)dx

ce qui est le résultat demandé. Soit maintenant f(z)
flmr—2z) = f(z). Donc

cos*(z)sin(x). Alors

I= 7r/ cos*(z) sin(z)dx
2 Jo

T [cos® (x)]

il
5
O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.22. On a clairement que f < g sur [0, 1] puisque
x > x? sur [0,1]. L’aire en question n’est donc rien d’autre que

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.23. Il y a une symétrie par rapport a I’axe des
x. Si A est l'aire demandée alors A vaut le double de I'aire comprise entre I’axe
des x et la courbe de l’ellipse située dans le demi-plan y > 0. Cette courbe dans le
demi-plan supérieur est le graphe sur [—a, a] de la fonction

o2

Donc
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et toujours pour des raisons de symétrie on a méme que

a 2
A:4b/ 1 - Sda
0 a

Soit ¢(x) = acos(x). Cette fonction est C* et 90(0) = a, p(n/2) = 0. Par change-
ment de variables, et puisque ¢'(z) = —asin(z

[ 22 e(m/2) 2
71'/2

=a ; V1 — cos?(z) sin(x)dx

/2
= a/ sin?(z)dx .
0

On utilise I'identité 2sin?(z) = 1 — cos(2z) et on obtient que

/ \/l—afdac— / (1 —cos(2z)) dx

=— - 2z)dx
4 2/0 cos(2x)

= % - % [sin(2)] 07/2
aT
4

Par suite, A = abm. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.24. (1) Le degré du numérateur est inférieur
au degré du numérateur. Il n’y a donc pas de partie entiere de la fraction. La
fraction est clairement irréductible. Du théoréeme de décomposition on tire qu’il

existe a,b € R tels que
X _a . b )
(X+1D)(X-2) X+1 X-2°

Si on multiplie cette égalité par X + 1, on obtient

X n b(X +1)
—— =0+ —-
X -2 X -2
En prenant ensuite X = —1 on obtient que a = 1. On multiplie maintenant (x)

par X — 2. On obtient
X a(X-2)
X+1 X+1
En prenant X = 2 on obtient que b = % Au final

X 1 2

X1D)(X-2) 3X+1) 3x-2

est la décomposition en éléments simples de F'.

+b.

(2) Le degré du numérateur est supérieur au degré du dénominateur. Il faut ef-
fectuer la division polynomiale du numérateur par le dénominateur. On a clairement



144 6. INTEGRATION - CORRIGES

(X +1)(X —2) = X% — X — 2. Ensuite
X3 =X(X? - X -2)+X?+2X
=X(X?-X-2)+(X?-X-2)+3X +2
=(X+1)(X* - X -2)+3X +2

et degré(3X +2) = 1 < 2 = degré(X? — X — 2). La partie entiere de G est donc

X+1. Ona
3X +2

(X+1DH)(X-2)°

Ni —1 ni 2 n’annulent 3X + 2. La fraction du membre de droite ci-dessus est donc
bien irréductible. Du théoreme de décomposition on tire qu’il existe a,b € R tels
que

GX)=X+1+

3X +2 _a b
(X+1)(X-2) X+1 X2
On multiplie par X + 1 on obtient
3X+2 b(X +1)
Xx-2 ‘T Tx-2 -
On prend X = —1. On obtient que a = % On multiplie maintenant (%) par X — 2.
On obtient

(%)

3X+2  a(X—-2)
X+1 X+1
En prenant X = 2 on obtient que b = %. Au final,

+b.

1 8
G(X):X+1+3(X+1)+3(X72)

est la décomposition en éléments simples de G.

(3) Le degré du numérateur est supérieur au degré du dénominateur. Il faut ef-
fectuer la division polynomiale du numérateur par le dénominateur. On a

(X —1D3(X +1)=(X?-2X +1)(X +1)
=X -X?-X+1
et ensuite
XX 42
=X(XP-X? - X+1D)+ X3+ X?-2X+2
= XX - X2 - X+ D)+ (X - X2 - X +1)+2X? - X +1
=(X+DXP-X?2-X+1)+2X* - X +1
et degré(2X? — X +1) =2 < 3 = degré(X® — X2 — X +1). La partie entiere de G
est donc X + 1. On a alors
2X%2 - X +1
(X —1)2(X+1)°

Ni 1 ni —1 n’annulent 2X2 — X + 1. La fraction du membre de droite ci-dessus est
donc bien irréductible. Du théoreme de décomposition on tire qu’il existe a, b, c € R
tels que

H(X)=X+1+

2X2 - X +1 a b c
= + +

X -12(X+1) X-1 (X-12 X+1° ()
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On multiplie par (X — 1)2. On obtient que

9X? _ X 41 (X — 1)?
A AL xS
X1 X =) +b+ =5

puis on prend X = 1. On obtient que b = 1. On multiplie (*) par X + 1. On
obtient que

2X2 - X+1 a(X+1)  bX+1)

X—-1? ~ x-1 "Toxoiep e
On prend X = —1. On obtient que ¢ = 1. On multiplie (x) par X. On obtient que
2X3 - X2+ X aX bX cX

X—12(X+1) X—1 (x-12 " x+1

puis on fait tendre X — +o00. Alors 2 = a+ ¢, et comme ¢ =1 c’est que a = 1. Au
final

1 1 1
HX)=X+1
Q=X+t st oy Py

est la décomposition en éléments simples de H. ([

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.25. (1) La fonction x — % est continue sur
R**. Donc F est dérivable. De plus

f(x)
Fla)=*5

pour x > 1. Ainsi, en vertue de 'hypothese faite sur f,

Flay <2 (10

b
dt + —
—a? f; 2 x?

a b

ce qui est 'inégalité demandée.

(2) On a, en vertue de 'inégalité précédente,

G'(z) = F'(x)er — %F(x)e%
x
a a b o a a
< ;F(m)er + —es — ﬁF(I)@T
< b
= ;em
ce qui est 1a encore I'inégalité demandée.
(3) Avec le changement de variable s = 1 on a que ds = Zdt et donc
x 1 w 1
/ Setdt= / e**ds
1 3 1/x
1, .
. (e —e*)

pour z > 1.
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(4) On a G(1) = 0. On tire alors de (2) et (3) que

= G’(t

1

pour z > 1.
(5) Comme G(z) = F(z)e* on obtient avec la question précédente que
F(z) = G(x)e™
b o o

—(e% —ez)e =
Sa(e e)e

bfarn

pour x > 1. L’inégalité se prolonge par continuité a x = 1. (|

IN

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.26. (1) Le degré du numérateur est stricte-
ment inférieur au degré du dénominateur. Il n’y a pas de partie entiere. La fraction
est clairement irréductible. Le domaine de définition de F est R\{—1,0,2}. Le
théoreme de décomposition des fractions rationnelles donne I’existence de a, b, c € R

tels que
FX)=—+—— b = (%)
X X+1 X-2
Si on multiplie (x) par X puis on prend ensuite X = 0, on obtient que a = —1/2.
Si on multiplie (%) par X + 1 et on prend ensuite X = —1, on trouve b = 1/3. Si

on multiplie (x) par X — 2 et on prend ensuite X = 2 on trouve ¢ = 1/6. Donc
-1 1 1
F(X)=— .
M =sxt3x+n e =2

Une primitive de F est alors donnée par

-1 1 1
1 .
m+ln€/|X—&-1\+ln\6/|X—2|

_ oy VX HIYIX 2|
VIX]

(2) Le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur.
Il n’y a pas de partie entiere. La fraction est clairement irréductible. Le domaine
de définition de G est R\{—1,0}. Le théoréme de décomposition des fractions
rationnelles donne 'existence de réels a, b, c,d € R tels que

a b c d
G(X)*ﬁ+f+(X+1)2+X+1' )

=In

Si on multiplie (x) par X2 puis on prend ensuite X = 0, on obtient que a = 1. Si
on multiplie (x) par (X + 1)2 puis on prend ensuite X = —1, on obtient que ¢ = 1.
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En multipliant (x) par X et en faisant tendre X — 400 on trouve que b+ d = 0.
Mais alors

b d b
X X+1 X(X+1)

et si maintenant on multiplie (x) par X? et fait tendre X — +oco on trouve que
a+b+c=0. Comme a=c=1, c’est que b = —2 et que d = 2. Donc
1 2 1 2

S AN eSIcRl e

G(X
Une primitive de G est alors donnée par

—1 1

o 2X 41 ) )
XX D InX*+1In(X +1)
2X +1 (X +1)2
=— +1In .
X(X+1) X?

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.27. (1) Le degré du numérateur est supérieur
au degré du dénominateur. Il y a donc une partie entiere. Il faut effectuer la
division polynomiale du numérateur par le dénominateur. On a

X Xt 42=X3(X3 - X)+ X* + X342

= XX - X))+ X(XP-X)+ X3+ X% 42
=X3(XP-X)+X(XP-X)+(XP-X)+ X+ X +2
=(X24+X4+D(X3-X)+ X2+ X +2

et le degré de X2 + X + 2 est bien strictement inférieur au degré de X — X. Donc

X2+ X +2

X3-X
OnaX?®—-X =X(X?-1)=X(X—-1)(X+1). Ni0, ni —1 ni 1 n’annulent
X2 + X + 2. La fraction est donc irréductible et le domaine de définition de F est

R\{-1,0,1}. Le théoréme de décomposition des fractions rationnelles donne qu’il
existe a, b, c € R tels que

FX)=X*+X+1+

X2+X+2 X+ X+2
X3-X XX -1D(X+1)
a b c

=—+—+

X X-1 X+1

Si on multiplie cette identié par X et on prend ensuite X = 0, on trouve que
a = —2. Si on multiplie 'identité par X — 1 et ensuite on prend X = 1, on trouve
que b = 2. Si on multiplie 'identité par X + 1 et ensuite on prend X = —1, on
trouve que ¢ = 1. Donc

2 2 1
(X X214 X
= 1— .
(X) tAt X+X—1+X+1
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Une primitive de F est alors donnée par

1 1
/F:7X3—|—§X2+X—21n|X|+2ln|X—1|+ln|X+1\

3
1 1 (X —1)%|X +1]
=X X2y X 4 lp 2T

gt AT tAtn X2

(2) Le degré du numérateur est strictement inférieur au degré du dénominateur.
Il n’y a pas de partie entiere. Ni 1 ni —1 n’annulent le numérateur. La fraction
est irréductible. Le domaine de définition de G est R\{—1,1}. Le théoreme de
décomposition des fractions rationnelles donne qu’il existe a,b, ¢, d € R tels que

a L b n c n d )
(X—-13 (X-12 X-1 X+1°

G(X) =

3

Si on multiplie (x) par (X —1)3, et ensuite on prend X =1, on trouve que a = 3.

Si on mulitplie () par X + 1, et ensuite on prend X = —1, on trouve que d = %. Si
on multiplie (x) par X et ensuite on fait tendre X — 400, on trouve que 1 = c+d.
Donc ¢ = %. Si on réduit le membre de droite de (x) au méme dénominateur et que

I’on se concentre uniquement sur les termes constants du numérateur ainsi obtenu
on obtient par assimilation que 1 =a — b+ ¢ —d et donc

3 7 1 5
b—§+§—§—1—1.
Donc 3 . . )
X) = .
CX) =sx—ptaw—me s o Tsw o)
Une primitive de G est alors donnée par
3 5 7 1
=— — —In|X —-1|+=-In|X+1]|.
/G x—1g ax -1 sl [+ gnlX -+l

O

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.28. (1) Posons Y = X2. Alors P(X) = Q(Y),
ot @ est le polynome du second degré Q(Y) = Y2 — 3Y — 4. Le discriminant de
Q est A = 25. Les racines de Q sont (3£ v/A), soit —1 et 4. La racine —1 est
impossible pour Y = X2 mais 4 donne deux racines pour P qui sont —2 et 2. Donc
P se factorise en

P(X) = (X =2)(X +2)R(X) ,
ot R est un polynome réel de degré 2. En écrivant maintenant que R(X) = aX? +
bX + ¢, on a que

X2 -3X%—4=(X?-4)(aX*+bX +¢) .

En comparant les termes en X* on voit que nécessairement ¢ = 1. En comparant
les termes constants on voit que nécessairement ¢ = 1. Si I'on compare les termes
en X on trouve que b = 0. Au final on trouve que P(X) = (X —2)(X +2)(X? +1).
Le polynéme réel X2 + 1 est sans racines réelles.

(2) Le degré du numérateur de H est supérieur au degré du dénominateur de H. Il
y a donc une partie entiere. On effectue la division polynomiale du du numérateur
de H par le dénominateur de H. On a

X° —1=X(X*-3X%-4)+3X34+4X —1
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et comme le degré de 3X 344X —1 est strictement inférieur au degré de X+ —3X2—4,
on a bien obtenu le quotient et le reste de la division polynomiale du du numérateur
de H par le dénominateur de H. On a donc

3X3 44X —1

HXO=X4 e

Ni 2, ni —2 ni 4 n’annulent X°—1. La fraction dans le membre de droite ci-dessus est
donc irréductible. Le théoreme de décomposition des fractions rationnelles donne
qu’il existe a,b,c,d € R tels que

3X3+4X -1 3X3+4X -1
X4-3X2 -4 (X -2)(X+2)(X2+1)
a b cX +d

“X_2 Xy x2ii-

On multiplie cette identité par X — 2 et ensuite on prend X = 2. On trouve

que a = 3—(1). On multiplie Iidentité par X + 2 et ensuite on prend X = —2.
On trouve que b = %. On multiplie I'identité par X et ensuite on fait tendre

X — 4o00. On trouve que a+b+c = 3. Donc ¢ = %1 Enfin, si on réduit au meme

dénominateur le membre de droite de 'identité et que ’on se concentre uniquement
sur les termes constants du numérateur ainsi obtenu on obtient par assimilation que
2a — 2b — 4d = —1 et donc

31 33 4

dd=1+—— — ==
+10 10 5

de sorte que d = % Ainsi

31 33 X-1

HX) =X+ 20X —2) T20(X +2) B(XZ11)

et il s’agit la de la décomposition de H en éléments simples.

(3) Le domaine de définition de H est R\{—2,2}. On écrit la décomposition
précédente sous la forme

31 33 2X 1

HX) =Xt 5y~ "o v 9) 002+ 1) TR )

Sachant que X est la dérivée de %(X 2+ 1) on obtient comme primitive

1 1 1 1
/H: §X2+3—OIH\X—2|+%ID|X—|—2|—1—0111(X2+1)—|—garctan(X) :

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.29. La fonction f est continue sur R, donc
localement intégrable sur R. L’intégrale est généralisée en 400 uniquement. On a

lim f(z)=1.

r—+00

Comme 1 # 0, l'intégrale est divergente. O
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CORRECTION DE L'EXERCICE 5.30. On pose z = v/¢. On a alors dz = %ﬁdt

et par changement de variables on obtient que

Vb
b = 2/ e dx
Ja

= —2[~]%

Ja
= 2 Vb +2e~ Ve

On aurait aussi pu des le début reconnaitre que

1 /
—eVi=_2 (e_‘/z>

Vit
La fonction z — %e‘ﬁ est continue sur R™. Elle a une limite infinie en 0.
L’intégrale est donc généralisée a la fois en 0 et en +oco. La convergence en 0 revient
a dire que I a une limite finie lorsque a — 07 (b étant fixé). La convergence en +oo

revient & dire que I? a une limite finie lorsque b — +00 (a étant fixé). L’expression
calculée pour I” nous dit que c’est bien le cas:

2 2
lim I! = —=+2et lim I?'=7=.
a—0t e b—+o0 e
On a alors

I= lim I} + lim I}
a—07t b—+o00

2 2
=——+2+-
e e
=2.
O
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.31. On integre par parties:
u=In(t) , v =1
V=% , v=53
On a alors
1 [ln(®)]* 1 [*1
L=— |2 oo [
* 3[ t3 } *3 /1 t4
1

L’intégrale I est généralisée en +oo. Par définition elle est convergente si I, a une

limite finie lorsque  — 400 et, dans ce cas, cette limite est sa valeur. Clairement

I, a une limite lorsque x — 400 et cette limite vaut %. Donc I est convergente et

I=1 O
9

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.32. (1) Soit f:RT — R donnée par

2 +2
f(x)_zfurl'
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La fonction f est continue et positive sur RT = [0, +-o00[. L’intégrale I; est généralisée
en +o0o. On a
lim 23f(z)=1.

r——+o0
Comme 3 > 1, le critere de Riemann donne que I; est convergente.
(2) Soit f:R*T — R donnée par
2z 4+ 3
fla) = x2+5 "

La fonction f est continue et positive sur RT = [0, +-00[. L’intégrale I3 est généralisée
en +oco. On a

lim zf(zx)=2.

T—+00
Comme 1 < 1, le critere de Riemann donne que I3 est divergente.

(8) Soit f:R™™ — R donnée par

_cos(z) sin(x) .

fz) =

La fonction f est continue et positive sur |0, 7]. L’intégrale I3 est généralisée en 0.
On a

22

lim zf(x)=1.

z—0t
Comme 1 > 1, le critere de Riemann donne que I3 est divergente.

(4) Soit f: R™ — R donnée par
2z +3

0= Zee+n

La fonction f est continue et positive sur RT™ =]0, +-o00[. L’intégrale I est généralisée
en 0 et en +00. On a

11I(I)1+ Vrf(z)=3.

Comme % < 1, le critere de Riemann donne que I est convergente en 0. On a

encore 5
lim 2%%f(z) == .
Comme % > 1, le critére de Riemann donne que I, est convergente en +o0o. Comme

14 est convergente a la fois en 0 et en +oo elle est convergente. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.33. La fonction f a intégrer est continue. Par
suite I'intégrale n’est généralisée qu’en +o00. On a

. 2 o
tim 22 f(2)] =0

car |sin| < 1 et 'exponentielle ’emporte sur toutes les puissances. Le critere de
Riemann, puisque 2 > 1, permet de conclure que f0+oo |f(x)|dx est convergente.
Donc I est absolument convergente. En particulier, I est bien convergente. (I

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.34. La fonction f(z) = (ﬂn;f))a

continue sur ]0,+oco[. Elle se prolonge par continuité en 0 car elle a une limite
lorsque & — 07:

est définie et

xIn(x)

S .
a0t (14 22)
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L’intégrale généralisée I, n’est donc généralisée qu'en +o0o. On a

Si2a—1<1,s0it a <1, le critere de Riemann donne que I, diverge. Supposons
maintenant ¢ > 1. On écrit a = 1+ b avec b > 0. Alors
xIn(z) < In(x)
(1+1.2)a - I2a71
_ In(x)
T plt2n

et on en déduit que
R’ xIn(x)

lim =
T— 400 (1 + _’172)‘1
Comme 1+ b > 1, le critere de Riemann donne que cette fois-ci I, converge. Donc
1, est convergente si et seulement si a > 1. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.35. (1) Supposons qu'il existe ¢ > 0 pour
lequel f(c) < 0. Par décroissance f(x) < f(¢) pour x > c¢. Mais alors, pour

z> e
‘Amf@ﬁh_:écfuyﬁ+xézf@ﬁ#

c
et donc

lim /w ft)dt = —oc0
0

r—+o0

puisque f(c) < 0, ce qui contredit la convergence supposée de l'intégrale. Il n’existe
donc pas de ¢ > 0 tel que f(¢) < 0. C’est donc que f est positive ou nulle. Comme
f est décroissante et positive, lim,_, 1, f(z) existe. Par théoréme de cours laz
convergnec de l'intégrale entraine que . BIEOO fl@)y=0.

(2) On a
z T z/2
Mﬁﬁﬁ_Af@ﬁA F()dt

et puisque l'intégrale f0+oo f(z)dx converge, on peut écrire que
T +o0 z/2 +o0
IEIEOO/O f)de :/0 f)dt et IEIEOO/O f(t)dt:/o f)de

(le /2 ne change rien, il s’agit toujours d’une quantité qui tend vers +oo). Par
suite,

lim ' f®)dt=0.

T—r+00 z/2

Par décroissance et positivité de f,

0< s | / it < jzf(t)dt
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et donc
0<Sf@) < [ fat
2 z/2
On en déduit (théoreme des gendarmes en continu) que lim zf(x) = 0. O

r—+00

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.36. Poura > 3 on utilise I'inégalité de Cauchy-
Schwarz (vue en algebre bilinéaire par exemple, et que 'on applique au produit

scalaire [ fg). On a
/ "1k f(t)dt’
0

g ¢ [ W [ st

+oo
<Vl [ s

+oo
— 1/2 24
R AIORT

puisque f2 > 0, ce qui permet d’écrire que fom f(t)2dt < f0+oo f(t)2dt pour tout x.
Par suite on récupere bien que

lim / f(t)
r—+oo &
1

pour tout a > 5. Pour a = % il faut étre un peu plus malin. On va appliquer
Cauchy-Schwarz non plus entre 0 et x mais entre a et  pour a > 0. Pour x > a

on a que
/Oxf(t)dt‘ _ /af(t)dt—i— /mf(t)dt‘

[ | [ v

g/f dt’+m/ f(t)2dt .

’ f(t)dt‘ -
0

IN

Soit € > 0 fixé. Il existe Ry > 0 tel que pour x > Ry,

% /Oaf(t)dt‘ <

On a
. vr—a
lim =1
r—+00 \/E
et donc il existe aussi Ro > 0 tel que pour x > Ro,
vr—a <.

Jz
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Enfin, comme f0+°° f(x)?dz est convergente, il existe a > 0 (suffisamment grand)

tel que
+oo 5 52
t)“dt < — .
| rara<

On fixe un tel a. Soit R = max(R;, Ry, a). Pour x > R on a alors que

1o

On a ainsi montré que
Vs>0,3R>0/v:n>R,'/ f(t)dt‘ <e
0

ce qui revient a dire que

. 1 [
mkf&oﬁ/o Bt =0

La relation reste donc vraie pour a = % (Il

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.37. (1) Soit f:RT — R donnée par
202 + 3z + 2

La fonction f est continue et positive sur RT = [0, +-o00[. L’intégrale I; est généralisée
en +o0o. On a

lim 2%f(z) =~ .
AT =3

Comme 2 > 1, le critere de Riemann donne que I; est convergente.
(2) Soit f:RT — R donnée par

2z +3
J@) = a1

La fonction f est continue et positive sur RT™ = [0, +oo[. L’intégrale I, est généralisée
en +o0o. On a

lim xf(z) :% .

r——+00
Comme 1 < 1, le critere de Riemann donne que I3 est divergente.
(3) Soit f:R™™ — R donnée par
(1 — cos(z)) sin®(x)
x5 '

fz) =

La fonction f est continue sur ]0,7] et positive sur ]0,7]. L’intégrale I3 est
généralisée en 0. On a
1
lim zf(x) == .

z—0t 2
Comme 1 > 1, le critere de Riemann donne que I3 est divergente.
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(4) Soit f:R™ — R donnée par
52 + 3

) = VT332 +1)

La fonction f est continue et positive sur RT™ =]0, +-00[. L’intégrale I, est généralisée
en 0 et en +00. On a

lir(r)l+ Vrf(r)=3.

Comme % < 1, le critere de Riemann donne que I est convergente en 0. On a

encore 5
lim 2%2f(x) == .
Comme % > 1, le critere de Riemann donne que Iy est convergente en +o0o. Comme

I est convergente a la fois en 0 et en +oo elle est convergente. (]

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.38. La fonction f est continue sur R, donc
localement intégrable sur R. L’intégrale est généralisée en 400 uniquement. On a

2 -4 (2*+1)-1

fla) = T+ L sin)
2
= ;7_7_111 + sin(z) — ﬁ sin(x) .
On a 24
mgrfooxz X P =1
et la fonction ﬁi:ll est positive pour z > /2. Donc, en vertue du critere de

. — (s (00 g2
Riemann, I'intégrale généralisée [, > =t +‘11 dx est convergente. En, d’autres termes,
. Aa?—4 : .

lim — - dx existe et est finie .
A—o+too Jo z*+1
De méme,
. sin(z
lim 22 x Mdm =0
z—+00 1+ a4

et donc, en vertue du critere de Riemann, I'intégrale généralisée [, Slli(;i) dzx est

absolument convergente, donc aussi convergente. La encore, en, d’autres termes,

A .
sin(x
lim / ( de existe et est finie .
A—+too Jo 1+

Par suite,

A
| s = 1) costo)
=H(A)+1—cos(4),

ou H est telle que Alim H(A) existe et est finie. La fonction cos n’a pas de limite
—+o0

en +o0 puisque cos(2km) = 1 et cos(§ + 2km) = 0 pour tout k entier, tandis que
2km — +o00 et § + 2km — +o0 lorsque k — +o00. Donc

A
lim / f(x)dx n’existe pas .
A—+o00 Jo



156 6. INTEGRATION - CORRIGES

On en déduit que l'intégrale f0+°° f(z)dx est divergente. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.39. La fonction f est continue et positive sur
J1,400[. Sia>1, I, est généralisée en +oco est uniquement en +o0o. Soit

1

9(@) = zln®(z)
On a
lim @ = §
aotoo g(z) 2

Les intégrales f:_oo f(x)dz et fa—'_oo g(x)dx sont donc de méme nature. Or fa+oo g(z)dx
est une intégrale de Bertrand convergente. Donc fa+oo f(z)dz converge. Supposons
maintenant ¢ = 1. L’intégrale est alors généralisée en 1 et en +oco. En +oo il
y a convergence comme déja dit. Reste a étudier la convergence en 1 et donc la
convergence de len f(x)dx pour un n > 0 fixé. Soit

(@) Szt + 2?2 42

T)=——F—7—.

7 215 + 7

Clairement, puisque ¢ est continue en 1, et puisque (1) =
proche de 1. On a alors que

©Joo

, o(x) > % pour x

4
f(x)Zngg(x)

pour z proche de 1, par exemple sur [1,1 4+ 5] pour un n > 0 fixé petit. En posant

z=1+4u,
o K 1
/ ——dz :/ ————du
1 In*(x) o In"(1+w)

Le développement limité de In(1 + u) en 0 donne que
1

lim u?———— =1
u—0  In*(1+w)

Du critere de Riemann on tire alors que f()" mdu est divergente. Donc I; est
divergente. (I
CORRECTION DE L'EXERCICE 5.40. Soit f(z) = 5%7. On a
1— 22
!
r)= —F5—""T5 -

Donc f'(x) < 0 sur [1,400[, en particulier f/(z) < 0 sur [7,4+00[. On a ainsi que f
est continue, positive et décroissante sur |7, +oo[. De plus, clairement,

lim f(z)=0.

r—+00

La fonction g = sin est continue sur [, +00[ et, pour tout z > 1,

/ wg(t)dt\ — leos(®)f

= |cos(z) + 1|
<2
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Le critere d’Abel permet de conclure que I est convergente. Pour étudier 1’absolue
convergence de I on commence par remarquer que
1
x) > —
pour x > 1, puisque z° > 1 pour z > 1. On a donc aussi que f(z) > % pour
x > 7. On écrit alors que pour n € N*,

/ x| sin(z)| i: /(HI)Tr | Sin(x)|d
" dx
L a241 1 — x2+1

-1 (k+1)m
>3 f(km) [ s
k

k=1 u

2

puisque f est décroissante, et ensuite, sachant que | sin | est m-périodique, on obtient
que

"] sin(x 1 «— (k+D)m
/ 1.27—'_1 52 / |Sln($)|dﬂj
™ k=1
n—1
1 1 [7
=3 E/ sin(z)dx
k=170
B n—1 1
N k
k=1

puisque
/ sin(z)dx = — [cos(z)]; =2 .
0
Or la série harmonique ) % diverge. Donc

lim x| sin(x)]

P ﬂ, .’E2 n 1 d.]? = +OO

et I n’est pas absolument convergente. ([l

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.41. On inteégre par parties en posant u(t) =
In(1+¢2) et v/(t) = . On a alors

Par suite,

1 v Todt
I, =—|=In(1+¢ 2
L n(l+ )L+ /1 1422

_ _M + In(2) + 2 [arctan(t)]}

In(1 2
= —W + In(2) + 2 arctan(x) — g .

L’intégrale généralisée I est généralisée en +o00. Elle est convergente si et seulement
si I, a une limite finie lorsque x — 400 et, dans ce cas, cette limite est égale a I.
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On a )
lm 2O
T—r+00 xX
et -
hm arctan(z) = 5

Donc I, a bien une limite ﬁnle lorsque r — 400, en d’autres termes I est bien
convergente, et

T
I=mn2)+2x - ——
n(2) +2x 5 -3
soit I =In(2) + 3. O
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.42. Soit f(z) = (1*“’5(‘2% La fonction
f est continue sur ]0, +o0o[.L’intégrale est a priori généralisée en 0. On a

1 — cos(x 1 sin(x
g L2 1 i)
z—0 x z—=0 T
Donc )
lim 2% f(z) = = .
lim 2*°f(2) = 3
Le critere de Riemann donne que I est convergente si et seulement si a —5 < 1 et
donc si et seulement si a < 6. (]
CORRECTION DE L’EXERCICE 5.43. On a que
2 1 1
22-1 -1 x4+1°
Soit a > 1 fixé. Soient f(x) = ;17 et g(x) = —17. Les intégrales f;roo f(x)dz
et f x)dx sont divergentes d’apres le critere de Riemann. Par contre I =
f;roo 12 1d33 est convergente. Donc, non, si les intégrales généralisées f f(x)dx
et f x)dx sont divergentes, l'intégrale généralisée I = f;roo (f(x) + g(x))dx
n’est pas forcement divergente. Ce serait par contre le cas si on avait supposé que
f et g sont toutes deux positives. (I

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.44. Soit f(x) = x(1—2x). Ona f'(z) =1—
Le maximum de f est atteint en 2 = 3 et il vaut 3. On a f,(z) = f(z)" t 2
Donc

1
< N
pour tout z € [0,1]. Ainsi:
(i) la suite (f,) converge simplement vers 0 sur [0, 1],
(ii) les f,, (et la fonction nulle) sont (localement) intégrables sur [0, 1],

(iii) la suite (f,) est dominée sur [0,1] par la fonction ¢ = 1 pour laquelle
fo x)dr < +00.

On peut donc passer a la limite dans l'intégrale par convergence dominée. On en
déduit que £ = 0. Supposons maintenant que f,(z) = 2™. On ouvre (intellectuelle-
ment) l'intervalle en 1 et on remarque que

(i) la suite (f,,) converge simplement vers 0 sur [0, 1],

(ii) les f, (et la fonction nulle) sont (localement) intégrables sur [0, 1],
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(iii) la suite (f,) est dominée sur [0,1] par la fonction ¢ = 1 pour laquelle
fol g(z)dr < +o0.

La encore on peut appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue et
on récupere que £ = 0. (]

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.45. (1) On a

et donc
1 n
max |fp(z) —1] < | = .
ma () =11 < (5
On en déduit que
lim max |f,(x)—1]=0

n—-+4oo IG[O,%

et donc que (f,,) converge uniformément vers la fonction constante 1 sur [0, %] Soit
maintenant [a,b] C]1,+oc[. On a

max |[fa(@)] = 1 T

et donc, comme a > 1,

li ()] =0 .
Hm | max | fn (@)

On en déduit que (f,,) converge uniformément vers la fonction constante nulle sur
tout intervalle fermé [a, b] C]1, +o00].

(2) Comme (f,,) converge uniformément vers la fonction constante 1 sur [0, 1] on

2
peut passer a la limite dans la premieére intégrale et on obtient que

1/2 1
€=/ de = — .
O 2

Pour ce qui est de la second intégrale on utilise la convergence dominée faible. On
a que

x) <
sur [1,+o00[ pour tout n > 2. La fonction g(x) = Tlﬁ est telle que f1+oo g(x)dx
est convergente. On peut donc bien appliquer le théoreme de convergence dominée
faible et on obtient qu’il est alors possible de passer a la limite dans lintégrale.
Donc ¢/ = 0. O

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.46. Soit f,(z) = "gﬁﬁl Clairement, pour
tout x €]0, 1],

Vi+r o1

Soit f :]0,1] — R définie par f(z) =1/y/z. Alors (f,) converge simplement vers f
sur |0, 1]. De plus, les f,, et f sont continues sur ]0, 1], donc localement intégrables
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sur |0, 1]. On a aussi que

n\/x 1
+
nc+1 nr+1
1
< —+1
_\/E—’—

pour tout z €]0,1] (en écrivant que nx + 1 > nx pour la premiére fraction et que
nx + 1 > 1 pour la seconde). La fonction

()] <

1
z)=—7=+1
9(x) 7z
est localement intégrable sur |0, 1] et telle que fol g(z)dz est convergente. On peut
donc appliquer le théoreme de convergence dominée et on obtient qu’il est alors
possible de passer a la limite dans I'intégrale. D’ou

fz/o f(x)daczQ[\/E]é:2.
O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.47. Soit f,(z) = f(z™). Soit 0 < a < 1. Pour
xz € [0,a[, 2™ — 0 lorsque n — +o0 et donc, par continuité de f, (f,) converge
simplement vers la fonction constante f(0) sur [0, a[. Les fonctions f,, et la fonction
constante f(0) sont continues sur [0,a[ et donc localement intégrables sur [0, al.
Pour tout = € [0,a[, 2™ € [0,a"[ C [0,a]. Comme f est continue sur [0, a] elle est
bornée sur [0, a]. Il existe donc M > 0 tel que |f,| < M pour tout n et en tout
point de [0, a[. D’ou la domination par la fonction constante g = M qui est telle que
foa g(z)dz converge. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée
et on obtient que

lim /0 F@")dz = /O £(0)dz = af(0) .

n——+oo

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.48. On pose x = nu. Alors dx = ndu et donc

TIL/On f(z)dx = /01 f(nu)du .

Soit fn(z) = f(nz). Pour tout x €]0,1], f,(z) — ¢ lorsque n — +oo. Les f, et la
fonction constante ¢ sont continues et donc localement intégrables. Comme f est
continue et puisque f a une limite finie en +o0, il existe M > 0 tel que |f(x)] < M
pour tout z € [0,400[. On en déduit que |f,| < M pour tout n et en tout popint
de ]0,1]. La fonction constante g(x) = M est telle que fol g(x)dx converge. On
peut donc appliquer le théoréeme de convergence dominée et on obtient qu’il est

alors possible de passer a la limite dans l'intégrale fol f(nu)du. On a fol ldu = 0.
Donc ¢/ = {.

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.49. On traite I. En mettant n? en facteur au
numérateur et au dénominateur, on écrit que
n?sin(z) +n+1  sin(z) + 141
n2 +1 B 1+ 4 ’

n2
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On voit ainsi que la limite simple de la suite de fonctions considérée est la fonction
sin(x). Les fonctions en jeu sont continues donc localement intégrables. On a

[fu(2)| < [sin(z)] +2

et g(z) = |sin(x)| + 2 est continue et telle que foﬂ/zg(:c)dz converge. Par conver-
gence dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc

w/2
I= /0 sin(z)dr = — [cos(x)]g/2 =1.

On traite maintenant J. En mettant n? en facteur au numérateur et au dénominateur,
on écrit que
n?z? +1 _ z? + #
n2+nrt4+1 1+%4+L '

n2

On voit ainsi que la limite simple de la suite de fonctions considérée est la fonction
22, Les fonctions en jeu sont continues donc localement intégrables. On a

|[fa2)] < 2% +1

et g(z) = 22 + 1 est continue et telle que ffl g(z)dx converge. Par convergence
dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc

2 Lr 392
J:/lxdm:§[m]71:3.

A ce point on traite K. Clairement, pour tout x fixé, cos(%m) — 1 lorsque n — +4-o0.
La limite simple de la suite de fonctions considérée est la fonction z*. Les fonctions
en jeu sont continues donc localement intégrables. On a

| fo(@)] < Jal?
et g(r) = |z|> est continue et telle que f_ll g(z)dz converge. Par convergence
dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc

1
[ st Ly 22
Ki/flxdx75[x]—1i5'

On s’attaque pour finir & L. En mettant n® en facteur au numérateur et au
dénominateur, on écrit que

n3In(z) + n?2® +nz+1  In(z) + 9’;73 +Z+%
n3+5 1+ 3 )
La limite simple de la suite de fonctions considérée est la fonction In(z). Les
fonctions en jeu sont continues donc localement intégrables. On a

[fn(2)] < In(z) + 11

pour 1 <z <2 (11 =8+2+1) et g(zr) = In(x) + 11 est continue et telle
que ff g(z)dz converge. Par convergence dominée on peut alors inverser limite et
intégrale. On a donc

2
L= /1 In(z)dz = [z(In(z) — 1)]° = 2In(2) — 1 .
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CORRECTION DE L'EXERCICE 5.50. On s’intéresse & I. On met n? en facteur
au numérateur et au dénominateur. On a
n’sin(x)+n+1  sin(iz)+ o+ + 5

n2z? +1 T2+ 2

La limite simple de la suite de fonctions considérée est la fonction nulle. Les fonc-
tions en jeu sont continues donc localement intégrables. On a

3
o) <
et g(z) = 13—2 est continue sur [1,+o0[ et telle que f1+°° g(x)dx converge. Par

convergence dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc

+oo
I:/ Odz =0 .
1

On s’intéresse maintenant a J. Cette fois-ci il y a convergence simple vers f(z) =
x%ﬂ et aussi domination par ¢ = f qui est telle que fOJrOO g(z)dx converge. Par
convergence dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc

o0 1 4oo
J = dz = [arctan]; ~ =
0

™
2 +1 2

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.51. On met n? en facteur au numérateur et
au dénominateur. On a

nVr+1l T+

n2rtn+l ozt

On en déduit que la limite simple de la suite de fonctions considérée est la fonction
% pour > 0. Les fonctions en jeu sont continues sur ]0,1] donc localement

intégrables sur ]0,1]. On a
2
) < —
)] < =
sur ]0,1] et g(z) = % est continue sur 0, 1] et telle que fol g(x)dx converge. Par
convergence dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc

1
1 1
([l

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.52. Clairement la suite (f,) de fonctions a
intégrer converge simplement vers la fonction nulle sur [0, +o0o[. Les fonctions en
jeu sont continues donc localement intégrables. On a

1
|fn(z)] < 21

et g(z) = x%ﬂ est continue et telle que f0+°° g(z)dx converge. Par convergence
dominée on peut alors inverser limite et intégrale. On a donc ¢ = 0. (]
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CORRECTION DE L’EXERCICE 5.53. On pose

23 sin(1 + 22)

fn(x) = 5+ 1 X]n,n—i—l[(x) ’
Oll Xn,n+1[ est la fonction caractéristique de |n,n 4 1[, et on regarde les f,, sur
I = [0,+00[. Clairement (f,) converge simplement vers la fonction nulle sur I

puisque pour tout z € I fixé, xj, n417(z) = 0 pour n > 1 suffisamment grand. Les
fonctions en jeu sont continues donc localement intégrables. On a
<g(z),

@) € 5 <

ol g(zr) =1si0<a <1et g(z) = si x> 1. La fonction g est continue et telle

3

que f0+°° g(x)dx converge. Par convergence dominée on peut alors inverser limite
et intégrale. On a donc ¢ = 0. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.54. La fonction f(z,t) = sin(xt) est continue
sur R x R et
of

2 (z,t) = tcos(xt)

existe et est continue sur R x R. Par théoréme du cours F' est dérivable sur R de
dérivée

1
F'(x) :/ t cos(wt)dt
0
et comme % est continue des deux variables, F’ est continue, donc F est C'. On
a F'(0) = [ tdt = 1. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.55. On a 2 + cos(zt) > 1 pour tout (x,t) €
R x R. La fonction -
it +at+1
t = -
f@,) 2 + cos(zt)

est continue sur R x R. La dérivée partielle g—i existe en tout point de R x R et

3f( D (2zt + 1) (2 + cos(zt)) + t(z?t? + xt + 1) sin(xt)
(b)) =
ox (2 + cos(zt))?
pour tout (z,t) € R x R. La fonction % est continue des deux variables sur R x R.
Par théoreme du cours F' est dérivable sur R de dérivée
1
of
Fl(z)= [ —==(z,t)dt
@)= G

et comme % est continue des deux variables, F’ est continue, donc F est C'. On
a

of 1

=2(0,1) = t

3:Jc< ) 3

1

et donc F'(0) = §. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.56. On a ici une intégrale généralisée en 0 et
en +oo. La fonction
sin(xt
flx,t) = i )e_t

est continue sur Rx]0, +o00[. Comme |sin(X)| < |X| pour tout X,
[f(@,t)] < |zle™
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et donc, en particulier, pour tout intervalle fermé borné [«, 5] C R, tout z € [a, (]
et tout t €]0, +o0],

[f(z,t)] < Ce™*

ot C' = max(|al,|f]). La fonction g(t) = Ce™" est telle que l'intégrale f0+oo g(t)dt
converge (elle est continue en 0 et elle s’integre & la main entre 0 et A, ce qui permet
de constater qu’il y a bien une limite finie lorsque A — +00). Des théoreémes du
cours on tire que F est définie et continue sur [a, §]. Comme [a, 5] C R est
quelconque, on a montré que F' est définie et continue sur R.

(2) La fonction % existe et est continue des deux variables sur Rx]0, +00[ avec

0
é(z,t) = cos(zt)et .
g |9F —t : _ —t 5s ,
On a ainsi |32 (z,t)] < e et la fonction g(t) = e~ est telle que l'intégrale

0+OO g(t)dt converge. Des théoremes de cours on tire que F' est dérivable sur R

de dérivée

1
of
F'(z) = —(z,t)dt
@)= G
et comme g—i est continue des deux variables, et dominée par une fonction ne

dépendant que de t dont I’intégrale converge, F’ est continue, donc F est C'. On
a g—i(o,t) =e " et donc

+oo
F'(0) = / e tdt
0
A
= lim e~ tdt
A—+o0 Jg
_ . 7t A
o Agr}rloo [6 }O
T _ A
o Al—l)IEoo(l ¢ )
(3) On a F(0) =0. Donc
F F —F
tim 2@ (z) —F(0) _ F(0)
z—0 X x—0 X
Dot lim 2 &) _ 1 O
x—0 x

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.57. (1) On a ici une intégrale généralisée en
0 et en +o00. La fonction

efxt

t)=——=d
est définie et continue sur R x R. Pour (z,t) €]0, +00[x]0, +oc[ on a

1

@D < 775
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et si g(t) = # alors fOJrOO g(t)dt est convergente. Des théorémes de cours on tire
donc que F est définie et continue sur ]0, +oo[. On écrit que

Plz) = /01 Fla, )t + /1+oo Fla, byt

et pour (z,t) €]0, +00[x]0, +00],

—x

e
1+¢2

f(z, 1) <

sit > 1. On a donc que

+oo +o00 1
tdt| <e™* —dt
/1 f(ZE, ) ‘ S e /1 1 +t2

<Ce™™

ou C > 0 ne dépend pas de z, et ainsi
+oo
lim flz,t)dt =0 .

T—+00 1

D’un autre coté, pour x > 0,

1 1
/ f(x,t)dt‘ g/ e~ "tdt
0 0

1 1
<L ey
1 —x

et ainsi

1
lim /0 flz, t)dt =0 .

T— 00

On a donc bien que lim F(z) = 0.
r——+00

(2) On va déja montrer que F est de classe C* sur ]0, +oo[. La dérivée partielle g—;Z
existe et est continue sur ]0, +00[x]0, +-00[ avec
of —t
ZJ )= —
oz (@) 1+e2°
pour tous (z,t) €]0,400[x]0,+0c]. Pour tout [, 3] CJO,+o0[, et tout (x,t) €
le, B[x]0, +o0],

—xt

of Cat
_ <
‘8x($7t)’ =€

et si g(t) = e~ alors f0+oo g(t)dt est convergente. Des théorémes de cours on tire
que F est dérivable sur tout intervalle |a, B[ C]0, +oo] avec

/ e t —xt
Fl(z)=— e "dt .
o 1+2?

Comme % est continue des deux variables et dominée par une fonction ne dépendant

que de t dont l'intégrale converge, F’ est continue sur Jo, 3[. Comme |, 8] est quel-
conque dans |0, +-o0[, F est C1 sur |0, +oo[ et la formule pour F”(x) est valable pour
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tout > 0. On recommence avec cette nouvelle formule. La fonction % a de nou-
veau une dérivée partielle par rapport a x. Elle est traditionnellement notée %.
On a o2

78332 = fract®1 + t?e~ "
pour tous (z,t) €]0,+00[x]0, +00[. Comme ci-dessus, pour tout [a, 5] C]0, +o0],
et tout (z,t) €]a, B[x]0, +o0],
0*f
Ox?
et si g(t) = e~ alors f0+°° g(t)dt est convergente. Des théorémes de cours on tire
que F est dérivable sur tout intervalle Ja, 8] CJ0, +o00[ avec

+o00 2
t
F'(x) = / e "tdt
0

1+ 2

< efat

Comme %’; est continue des deux variables et dominée par une fonction ne dépendant
que de t dont l'intégrale converge, F" est continue sur |a, §[. Comme |, B[ est quel-
conque dans ]0,4+oo[, F est C? sur ]0,+oo[ et la formule pour F”(z) est valable

pour tout x > 0.

(3) En vertue de ce qui a été dit ci-dessus, pour tout = > 0,

+oo t2 +oo e—xt
F'(2) + F(z) = / et + / dt
0 0

1+ ¢2 142
—+oo
z/ e %tdt
0
A
= lim e Tt dt
A—+o00 Jo
A
1
= — lim {e”}
A—+oco | & 0

ce qui est la relation demandée. O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.58. D’apres les théoréemes généraux, la fonc-
tion (z,7) — x3y* est continue sur R%. On peut appliquer Fubini en piles:

1 1
1 :/ (/ x3y2dy) dz
0 2

1 1
:1/ :USdCU—l/ 22dx
3 Jo 3 Jo
1 1 1
_ [1:4]0 = [xlo]o
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d

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.59. L’aire de D est donnée par la formule (cf.

cours)
= dxdy .
/),

Le domaine D est un domaine en piles. On a bien que 2—x2 > 22 pour —1 <z < 1.
On applique Fubini en piles pour calculer

1 2—2?
A= (/ dy> dx
—1 1:2

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.60. D’apres les théoréemes généraux, la fonc-
tion (x,y) — 22 + y? est continue sur R2. Il faut maintenant re-écrire Q pour le
mettre sous la forme d’'un domaine connu. On a

r>0y>0xz+y<les 22>200<y<l—2
£0<z<1,0<y<1—x

et on récupere, avec cette nouvelles écriture des conditions, un domaine en piles.
On peut appliquer Fubini en piles:

[ ([ )
/01<21—x 01 xy2dy>dx
/01<x21—x+ (1—x)>dx
/01<x2—:r —fx?’—x—Hc +:1))>dx

V74
/0 §3—m—|—2x —l—g)dx

1 1
:—§ 0—5[ ]o+3[ ]‘*‘g
1

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.61. D’apres les théoremes généraux, la fonc-
tion (,y) — y est continue sur R2. Il faut maintenant re-écrire D pour le mettre
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sous la forme d’un domaine connu. On a
0<y<lz—y+1>20,z—y—-1<0
c0<y<ly—-l<z<y+l

et on a bien que y — 1 < y 4+ 1. On récupere, avec cette nouvelles écriture des
conditions, un domaine en tranches. On applique Fubini en tranches et on calcule

1 y+1
[ e
0 y—1

1 ! 27y+1
= 5 0 I:"E ]y—l

1
:2/ ydy
0

=1.

1

On change maintenant D comme dans 1’énoncé. La encore il faut re-écrire D pour
le mettre sous la forme d’'un domaine connu. On a
y>20,r—y+1>0,z+2y—4<0
S y20y-—1l<r<4-2

5
ﬁoﬁyﬁg,y—lﬁxéél—?y

cary—1<4-2y & y< %7 et on récupere, avec cette nouvelles écriture des

conditions, un domaine en tranches. On applique Fubini en tranches et on calcule

5/3 4-2y
1= / (/ a:da:) dy
0 y—1
5/3 4-2y
()
0 y—1
1[5/ 4-2
= 5/O Yy [mQ]yily dy

1 [5/3
7/ (3y® — 14y + 15) dy
0

2

1 5/3 5/3 75
=5 (W1 =70+ F)

_1/125 175 75
—2<27‘9+3>
275
-

O

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.62. D’apres les théoremes généraux, la fonc-
tion (w,y) — = + y est continue sur R2. Il faut maintenant re-écrire D pour le
mettre sous la forme d’un domaine connu. On a

le,yZO,f(fgcc
@xﬁl,y207y2§x,x20
0<r<1,0<y < V.
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On récupere, avec cette nouvelles écriture des conditions, un domaine en piles. On
applique Fubini en piles et on calcule

I:K(A”@+wmgm
:/01 (x/oﬁdx—i-Q/oﬁydy) dx

= /Ol(x\/EJr r)dx

2 1
23[905/2](1)4'5
9
10

d

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.63. Le domaine D est un domaine en tranches
et y < y? pour y > 1. Si A est l'air de D, on calcule avec Fubini en tranches:

A://deczly
:[Qu%w

(]

CORRECTION DE L’EXERCICE 5.64. Les fonctions (z,y) — cos(z+y) et (z,y) —
14 22y3 sont, en vertue des théorémes généraux, continues sur R?. Par Fubini pour

les rectangles,
™ /2
I :/ / cos(z + y)dy | dzx
0 0

= /O [sin(z + y)]zzg/2 dx

= /07r cos(z)dx — /Oﬂ sin(xz)dx

— [sin(@)]] + [eos(a)]]
=-2.

Pour calculer J on écrit que

DQ:{(:c,y)GRQ/OSmgletogygx} .
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On peut alors appliquer Fubini pour les domaines en piles pour calculer J. On a

1 x
J:/ (/ (1+x2y3)dy> da
0 0
1 1 Yy=x
= / [y + xzyq dx
0 4 y=0

1 1 /1

z/xdx—l—f/mﬁdx
0 4 Jo

1115

2 28 287

O

CORRECTION DE L'EXERCICE 5.65. (1) Pour z > 0 lintégrale généralisée qui
définit T'(z) est convergente en 0 car t*~le=! < tll,z et 1 — x < 1 de sorte que 'on
récupere une domination par une intégrale de Riemann convergente en 0. On peut
conclure & la convergence de T'(z) en 0 puisque la fonction intégrée est positive. En
+00, comme Iexponentielle ’emporte sur toutes les puissances, t*~le™t < t% pour
une constante C' > 0 indépendante de ¢, et on récupere une domination par une
intégrale de Riemann convergente en +o0o. On peut conclure a la convergence de
I'(z) en 400 puisque la fonction intégrée est positive. Donc I'(z) représente bien
une intégrale convergente pour z > 0. En d’autres termes, I'(x) est bien définie

pour x > 0.

(2) Comme I'(z) est convergente pour tout x > 0 on peut écrire que

A
I(z) = lim t* e tat
A—+o00 1/A

pour tout > 0. On integre par parties 'intégrale

A
IA:/ tTe tdt
1/A

en posant U =% et V' =e~t. On a alors U’ = zt* ! et V = —e~*. Donc

A
A
Iy =—[tPe? + x/ t*~te tdt
e e ]

et en remarquant que [t“‘e‘t]f/ 4 — 0 lorsque A — +00, on obtient en passant a la
limite A — 400 que I'(z + 1) = aT'(z).

(3) On a
A
(1) = lim e tdt
A—+o0 1/A
et f;;A e tdt = — [e’t]f/A = e 1/4 — ¢~A. En passant & la limite en A — +o0 on

obtient que T'(1) = 1. Avec la question précédente,
F(n+ 1)nl'(n) =n(n—-1)I'(n—-2)=---=nll'(1)
et donc I'(n + 1) = nl.
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(4) La fonction (z,t) — t* te™! est continue sur ]0,4+00[x]0, +00[. Les estimées
changent selon que 'on regarde la borne 0 ou la borne +o0o. On définit

1
Iy (z) :/ t*letdt
0

1-\ _ oo r—1 —t
o(z) = t"" e tdt .
1

Soit [a, 8] C]0,+o0[. Pour z € [a, 8] et t €]0,1[, t*"te™® < t*71 et on a une
domination par une intégrale de Riemann convergente. Donc I'y est continue sur
10, +o0[ puisque [a, 8] C]0, +00[ est quelconque. De la méme fagon, pour z € [a, ]
et t €]1,4+oof, t*"te=t <tF~le=t < C/t? et on a de nouveau une domination par
une intégrale de Riemann convergente. Donc I's est continue sur |0, +oo[ puisque
[, B] CJO, +00[ est quelconque. Comme I' =T'; 4+ I'y, T" est continue sur |0, +00].

(5) Soit f(z,t) =t*"te=t. Ona

vt ot PF o1 -
(z,t) = In(t)t" et et w(w,t) =In(t)%* et .

of

ox
Ces fonctions sont continues sur |0,4o00[x]0,+0c0[. On peut encore casser les
intégrales en deux intégrales, de 0 a 1 et de 1 a +oco. Comme 'exponentielle
I’emporte sur toutes les puissances et comme le logarithme perd sur toutes les puis-
sances, pour tout [«, 5] CJ0,+o0[ et tout k € N, en prenant n > 0 suffisammment
petit pour que 1 — a+n < 1 on voit que

|In(t)Fte et <

A—aty Pour tout = € [o, 8] et tout t €]0, 1],

C
|In(t)kto~ et < 7 pour tout = € [o, O] et tout t €]1, +oo] ,

o C,C" > 0 sont des constantes indépendantes de ¢ et . On obtient alors des dom-
ination par des intégrales de Riemann convergentes et les théoremes de dérivation
sous le signe intégrale permettent de conclure. La fonction I' est C? sur ]0, +oof et

—+o0
I'(x) :/ In(t)t* " tetdt
0
—+oo
I (z) :/ In(t)*t* e tdt
0

pour tout x €]0, +o00].

(6) La formule de la question précédente pour I montre que I'’(z) > 0 pour tout
z > 0. Donc IV est strictement croissante. Elle s’annulera donc au mieux une seule
fois. On aT'(1) =1 et I'(2) = 1 en vertue de la question (3). Le théoreme de
Rolle implique qu'’il existe a €]1,2[ tel que I''(a) = 0. Donc la dérivée I s’annule
effectivement, elle s’annule une seule fois, et le point a qui annule I est tel que

a€l,2]. O
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CORRECTION DE L’EXERCICE 5.66. (Correction sommaire) On a

et on a bien que

z2>0,y>0,zy+2x+y<1
Sz>0,y>0yl+z)+2<1

1—2x
Sr>0,y>0,y < ,r <1
x>0,y > y_l_ch

1—
S0<zz<L1,0<y <
>r> L _y_1+$

1—m>0
1+z —

pour 0 < z < 1. On récupere alors un domaine en piles. Le théoreme de Fubini en

piles donne que

et donc A(D) =21In(2) —

= [ [ deay

(- )
= 2[in(1+ )} -
1. (I



