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Chapitre 1

Rappels d'algebre linéaire

Dans toute la suite, on ne considere que des espaces vectoriels
réels, a savoir sur le corps R des réels. On signale tout de méme
qu'il existe une théorie analogue pour les espaces vectoriels
complexes.

Etant donné un ensemble E, une loi interne notée + sur E est une
application de E x E — E. A un couple (x, y) € E x E elle associe
un élément de E noté x + y.

Une loi externe sur E, construite sur R, est une application de
R x E — E. A un couple (\, x) € R x E elle associe un élément de
E noté Ax.

On adopte donc une notation additive pour la loi interne et une
notation multiplicative pour la loi externe.
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Définition

Soit E un ensemble muni d’une loi interne notée +, agissant de
E x E dans E, et d'une loi externe x sur R, agissant de R x E
dans E. On dit que E muni de ces deux lois est un R-espace
vectoriel si (E,+) est un groupe abélien, et si la loi externe X qui
a (t,x) € R x E associe tx vérifie :

(i) (Distributivité dans R) Vt,t' € R, Vx € E, (t+ t')x = tx + t'x;
(ii) (Distributivité dans E) Vt € R, Vx,x" € E,

t(x +x') =tx+ tx';

(iii) (Associativité dans R) Vt, t' € R, Vx € E, t(t'x) = (tt')x;
(iv) (Neutralité) Vx € E, 1 X x = x.

Un sous ensemble F de E est dit un sous espace vectoriel de E si
F muni des deux lois (internes et externes) de E est un R-espace
vectoriel.
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Pour rappel, un groupe abélien (E,+) est un ensemble E muni
d'une loi interne +, i.e. agissant de E x E dans E, qui vérifie :

(i) (Associativité) Vx,y,z € E, (x+y)+z=x+(y + 2);

(ii) (Elément neutre) 30 € E tel que Vx € E, x+0 =0+ x = x;
(iii) (Inverse) Vx € E, 3—x € E tel que x4+ (—x) = (—x)+x =0;
(iv) (Caractere Abélien) Vx,y € E, x+y =y + x.

Le 0 de (ii) est appelé élément neutre (et vecteur nul dans le cadre
de la théorie des espaces vectoriels). Des propriétés simples qui
suivant de la définition d'un espace vectoriel sont les suivantes :
(P1)Vxe E, 0 x x=0;

(P2) Vx € E, (—1) x x = —x;

(P3) VteR, tx0=0;

(PO VteR VxecE, tx=0<t=00ux=0.
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On vérifie (P1) en écrivant que
(0+0)xx=0xx=0xx+0xx

de sorte que, nécessairement, 0 x x = 0. Dans (P1), le premier 0
est le 0 de R, le second 0 est celui de E (vecteur nul, elément
neutre de +). Une fois (P1) démontrée, on obtient (P2) en
écrivant que

0=(14+(-1) xx=x+(-1) xx
de sorte que (—1) x x = —x, par définition méme de —x. Pour
(P3) on écrit avec (P2) que
tx0=tx(x+(—x))=txx+(-1)x(txx)=0.

Enfin, pour démontrer (P4) il suffit de montrer que si t # 0 et si
tx = 0, alors x = 0. Pour cela, en supposant que t # 0 et tx = 0,
on écrit que

1
0:?><(t><x):1><x:x

Dol tx = 0 si et seulement si t = 0 ou x = 0, le “ou” n'étant bien
siir pas exclusif dans la mesure ot 0 x 0 = 0.
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En bref, un R-espace vectoriel est un ensemble E muni d'une
addition qui permet d'additionner ces éléments entres eux (comme
on le fait dans R), et d'une loi externe qui permet de multiplier les
éléments de E par des réels. ..

Les éléments d'un espace vectoriel sont aussi appelés des vecteurs.

A titre d’exemple, R2 muni des lois internes et externes

(x1,x2) + (y1,¥2) = (x1 + y1, X2 + y2)

et
A X (X1,X2) = ()\Xl, )\Xg)

est un R-espace vectoriel. L'exemple s'étend facilement a R”,
n>2.
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L'ensemble des fonctions f : R — R est un R-espace vectoriel
lorsque muni des deux lois
Addition interne : (f + g)(x) = f(x) + g(x);
Multiplication externe : (t x f)(x) = tf(x).
La encore, les vérifications des propriétés (i)-(iv) de groupe abélien,
et des propriétés (i)-(iv) pour la multiplication externe, sont trés
simples.

Lemme

Soient E; et Ep deux espace vectoriels munis de lois internes et
externes notées +; et x;, i = 1,2. Soit E = E; X Ep le produit
cartésien de E; et Ep constitué des couples (x,y) ol x € E; et
y € E>. On munit E des deux lois + et x définies par :

Addition interne : (x,y) + (X,y) = (x +1 X,y +2 ¥);
Multiplication externe : t X (x,y) = (t X1 x,t X2 ¥).

Alors E muni de ces deux lois est un R-espace vectoriel.

v
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Soit E un ensemble que I'on suppose étre un R-espace vectoriel
lorsque muni de deux lois + et x. Soit de plus F un sous ensemble
de E. Par définition, on I'a vu, F est un sous espace vectoriel de E
si F muni de ces deux lois est un R-espace vectoriel. Cela suppose
déja que les lois + et x de E soient bien des lois respectivement
internes et externes pour F. Et donc que :

(1) Vx,y e F, x+y€eF;

(2) VteR, Vx € F, tx € F.

Ce n’est pas obligatoirement le cas pour un sous ensemble
quelconque de E. Par exemple, si E = R? (muni des lois + et x
usuelles définies ci-dessus), alors ces lois ne sont plus ni internes ni
externes lorsque restreintes au sous ensemble

F={(xy)eR*/x+y=2}.

Par exemple, (1,1) € F et (0,2) € F, mais (1,3) = (1,1) 4 (0,2)
n'est pas dans F. De méme, si t # 1, alors t x (1,1) n'est pas dans
F. Le critere qui suit stipule que si les lois d'un espace vectoriel E
définissent bien des lois internes et externes pour un sous ensemble
F, alors F est effectivement un sous espace vectoriel de E.
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Proposition (Caractérisation des sous espaces vectoriels :)

Soit E un R-espace vectoriel muni de deux lois + et x. Soit F un
sous ensemble de E. Alors F est un sous espace vectoriel de E si et
seulement si

(1)Vx,y e F, x+y€F;

(2)VteR,VxeF, txe F.

Cela se caractérise encore par le fait que pour tous t,t' € R, et
tous x,y € F, tx +t'y € F.

Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R muni des deux
lois de I'exemple 2. Le sous ensemble F de E constitué des
fonctions continues de R dans R est alors par exemple un sous
espace vectoriel de E.
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1. Opérations sur les sous espaces vectoriels

1.1 Intersections de sous espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel muni de deux lois + et x, et soient
Fi,..., Fx des sous espaces vectoriels de E. Alors F; N --- N Fy est
encore un sous espace vectoriel de E. La propriété se démontre tres
facilement. Bien sir, on peut avoir que F1 N ---N F, = {0}.

1.2 Union de sous espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel muni de deux lois + et X, et soient
F1, F> deux sous espaces vectoriels de E. En général, F; U F»
N'EST PAS un sous espace vectoriel de E.

Proposition

Soit E un espace vectoriel muni de deux lois + et x, et soient
F1, F> deux sous espaces vectoriels de E. Alors F1 U F, est un sous
espace vectoriel de E si et seulement si F1 C F» ou Fp C F;.
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Preuve : Si F; C F», ou F> C Fq, alors F; UF, = F; ou F5, et donc
F1 U F;, est bien un sous espace vectoriel de E. A l'inverse, on
raisonne par |'absurde en supposant que F; U F, est un sous espace
vectoriel de E, mais que F1 ¢ Fp et Fp ¢ F1. Soit x € F>\F; et

y € F1\F,. Puisque nous avons supposé que F; U F est un sous
espace vectoriel, x + y € F; U Fp, et donc, soit

(1) x+y € F, soit

(2) X+ye Fz.

Si (1) a lieu, alors x € F; puisque y € F; et F; est un sous espace
vectoriel de E. Si (2) a lieu, alors y € F, puisque x € F, et F, est
un sous espace vectoriel de E. Dans les deux cas, on aboutit a une
contradiction. Donc F; U F» sous espace vectoriel = F; C F, ou
F> C F1. D'ou la proposition. CQFD
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1.2 Sommes de sous espace vectoriels

Soit E un espace vectoriel muni de deux lois + et X, et soient
F1, F> deux sous espaces vectoriels de E. On définit la somme
F1 + F> des sous espaces F; et F, par

F1+F2:{X+y€EteIsquex€F1ay€F2}'

On vérifie alors trés facilement que F; + F, est encore un sous
espace vectoriel de E. En effet, soient z et Z deux éléments de
Fi+ F>. On peut écrireque z=x+yetZ=X+y,ou x,X € R
et y,y € Fb. Dés lors, si t,t € R, alors

tz 4+ tZ = (tx + tX) + (ty + ty)

et donc, puisque tx + tX € Fy et ty + ty € F,, on a que
tz+tZ € F; + F». D'ou le fait que F; + F> est un sous espace
vectoriel de E.
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Par définition, on dit que la somme F; + F, est dirécte, et on écrit
FidFy,siVze Fi+Fp, dlx e Fetdly € Fotelsque z=x+y.
En d'autres termes, la somme F; + F»> est directe si les éléments de
la somme F; + F» se décomposent de facon unique en somme d'un
élément de F; et d'un élément de F».

Exemple : Soit E = R3 muni de ses lois usuels + et x. Soient de
plus F; = {(X,y,z) eE/ z:O}, F= {(x,y,z) €eE/ x:O},
et F3:{(x,y,z)€E/x:y:O}.

On vérifie facilement que Fy, F», et F3 sont des sous espaces
vectoriels de E et que E = F; + F, et que E = F; + F3. La somme
F1 4+ F, n'est pas directe. En effet, on peut tout a la fois écrire que
(x,y,2) = (x,y,0)+ (0,0, 2) et que (x,y,z) = (x,0,0)+ (0,y, 2),
avec (x,y,0),(x,0,0) € F; et (0,0,2),(0,y,z) € F,. Cela fournit
deux écritures différentes pour (x,y,z) si y # 0. La somme

F1 + F> n'est donc pas directe. Par contre, la somme F; + F3 est
directe, un élément (x,y, z) se décomposant de fagon unique en
(x,y,z) = (x,y,0) 4+ (0,0, z). On écrit donc F1 @ F3.
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Proposition

Soit E un espace vectoriel muni de deux lois + et X, et soient
F1, F> deux sous espaces vectoriels de E. Alors la somme F1 + F;
est dirécte si et seulement si F; N Fp = {0}.

Preuve : Supposons que la somme F; + F; est directe. S'il existe
x € F1 N Fy, alors les deux écritures x =0+ x et x =x+0
entrainent que nécessairement x = 0. Donc, F; N F, = {0}.
Réciproquement, supposons que F; N F, = {0}. Soit z € F; + F».
Siz=x+yetz=x'+y avec x,x' € Fy et y,y' € F,, alors

x—x =y —y.

Orx—x'"€Fety —ye F,. Comme F; N F, = {0}, c’est donc
que x —x’ =y’ —y = 0. Donc la somme F; + F, est directe. CQFD
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Ce qui a été dit a propos de la somme de deux sous espaces
vectoriels se généralise a la somme de k sous espaces vectoriels. Si
Fi1,..., Fx sont k sous espaces vectoriels de E, on définit

F1—|--~~—|—Fk:{X1+-~~—|—xk6Etelsquex,-eF,-,izl,...,k}.

La encore, comme lorsque k = 2, F; 4+ - - - + Fj est un sous espace
vectoriel de E. Par définition, on dit que la somme F; + - + Fj
est directe, et on écrit F1 @ --- @ Fy, si la propriété suivante est
vérifiée par la somme F; +---+ Fx :Vze€ F1 +--- + Fy,
dlxy € Fq, ..., A, € Fy tels que z = x; + - - + x,. En d'autres
termes, la somme F1 + - - - + F est directe si les éléments de la
somme fF; + - -+ + Fj se décomposent de facon unique en somme
d'un élément de Fy, ..., et d'un élément de F,. On peut alors
montrer que la somme F; + - - - + Fj est dirécte si et seulement si
pour tout i =2,... .k, F;N (> ;; F;) = {0}.
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1.3 Sous espace vectoriels engendrés par un sous ensemble

Soit E un espace vectoriel muni de deux lois + et X, et soit A une
partie (i.e. un sous ensemble) de E. Le sous espace vectoriel de E
engendré par A, noté Vect(A), est par définition le plus petit sous
espace vectoriel de E pour l'inclusion qui contient A. Il est
caractérisé par les propriétés suivantes :

(i) Vect(A) est un sous espace vectoriel de E,

(i) A C Vect(A),

(iii) si F est un sous espace vectoriel de E et si A C F, alors
Vect(A) C F.

On vérifie que Vect(A) est en fait constitué des combinaisons
linéaires des éléments de A. En d'autres termes :

VeCt(A) = {tlxl + -+ tx,keN, t; € R, x; € A} .

Le sous ensemble de E définit ci-dessus est bien un sous espace
vectoriel de E, et il vérfie les points (i)-(iii) listés ci-dessus.
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Des propriétés simples a vérifier (a faire en exercice) que satisfont
les espaces Vect(A) sont les suivantes :

(1) Si A est un sous espace vectoriel de E, alors Vect(A) = A,
(2) Si A et B sont deux sous ensembles de E,

Vect(AU B) = Vect(A) + Vect(B) .
En ce qui concerne I'intersection,
Vect(AN B) C Vect(A) N Vect(B) .

Cette propriété est elle aussi facile a vérifier (par exemple a partir
de la définition premiere). A titre de remarque, il se peut que
Vect(AN B) # Vect(A) N Vect(B). Soit par exemple, E = R2,
A={(x,y) /| x>+ y? <1}, et B=1{(1,0),(0,2)}. Alors

AN B ={(1,0)} de sorte que Vect(AN B) ={(x,y) / y = 0}.
Par contre Vect(A) = Vect(B) = R?, de sorte que

Vect(A) N Vect(B) = R2,
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2. Applications linéaires

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R, et f : E — F une
application. Par définition, on dit que f est linéaire si les deux

propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) Vx,y € E, f(x+y) = f(x)+ f(y),

(i) Vt € R, Vx € E, f(tx) = tf(x).

Ces deux propriétés se regroupent en une :

(i) Vt e R, Vx,y € E, f(x + ty) = f(x) + tf(y).

On a donc (i)+(ii) < (iii). En particulier, si f est linéaire, alors
pour tout k € N, tous t; € R, ettous x; € E, i =1,...,k,

k k
f <Z t,'X,'> = Z t,'f(X,') .
i=1 i=1

On a toujours (0) = 0 car f(0) = f(0+ 0) = £(0) + f(0). On
note L(E, F) I'ensemble des applications linéaires de E dans F.
Lorsque F = E, on note aussi End(E) au lieu de L(E, E). Les
applications de End(E) sont appelées endomorphismes de E.
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On vérifie facilement que si E, F, G sont trois espace vectoriels, et
sifeL(E,F)etgeL(F,G), alorsgof e L(E,G).

Indépendamment, si E et F sont deux espaces vectoriels, on définit
sur L(E, F) la loi interne + et la loi externe X par :

(F + &) (x) = f(x) + g(x),

(tF)(x) = tf(x).

Alors L(E, F) muni de ces deux lois est un espace vectoriel sur R.
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Par définition, une application f : E — F est injective si les
éléments de F ont au plus un antécédant par . Donc f est
injective si pour tous x,y € E, si f(x) = f(y), alors x = y.
Toujours par définition, f est surjective si tout élément de F a au
moins un antécédant. Donc f est surjective si pour tout y € F, il
existe x € E tel que f(x) = y. Pour finir, f est bijective si tout
élément de F a précisément un et un seul antécédant. Par suite f
est bijective si et seulement si elle est a la fois injective et
surjective. Dans ce cas, lorsque f est bijective, il existe

f~1: F — E une application telle que f~! o f = Idg et
fof™l=Ide.

Définition
Si E et F sont deux espaces vectoriels, et si f € L(E, F), on
définit : le noyau de f, noté Ker(f), par

Ker(f)={x€ E / f(x) =0},

et I'image de f, notée Im(f), par Im(f) = {f(x) , x parcourt E}.




On vérifie que Ker(f) est un sous ensemble de E, et Im(f) est un
sous ensemble de F. Une application linéaire bijective de L(E, F)
est dite un isomorphisme de E sur F.

Théoreme

Soient E et F deux espaces vectoriels sur R, et f € L(E, F) une
application linéaire de E dans F. Alors :

(i) Ker(f) est un sous espace vectoriel de E et f est injective si et
seulement si Ker(f) = {0};

(ii) Im(f) est un sous espace vectoriel de F et f est surjective si et
seulement si Im(f) = F.

Par suite, f est un isomorphisme de E sur F si et seulement si
Ker(f) = {0} et Im(f) = F. Dans ce cas, I'application inverse f—*
est elle aussi linéaire.
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Preuve : Il est clair que Ker(f) est un sous espace vectoriel de E
dans la mesure ou si t, t' € R et x,x’ € Kerf(f), alors
tx + t'x" € Ker(f) puisque

ftx + t'x") = tf(x) + t'F(X) .
En remarquant par ailleurs que
fly)=f(x) & fly—x)=0 & y—x¢c Ker(f)

on voit que f est injective si et seulement si Ker(f) = {0}. On
vérifie tout aussi facilement que Im(f) est un sous espace vectoriel
de F en remarquant comme ci-dessus que

tf(x) + t'f(xX') = f(tx + t'X') .

Par ailleurs, il suit de la définition méme d'une application
surjective que f est surjective si et seulement si Im(f) = F. Reste
3 montrer que si f est un isomorphisme, alors f ! est linéaire.
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Preuve suite et fin : Soient z,Z € F et t € R. Soient x, x’ € E tels
que f(x) =z et f(x') = Z’. Alors

fl(z+t2) = F1(f(x) + tF (X))
=f1 ( x4+ tx )
=x+ tx
= f_l(z)+tf_1(z')

et ainsi £~ ! est bien linéaire. D'ou le théoreme. CQFD
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3. Familles libres, génératrices, et bases

Soient E un R-espace vectoriel et (e, ..., e,) une famille
composée de n vecteurs de E. Par définition, on dit que
(e1,...,en) est une famille libre si la seule combinaison linéaire de
la famille qui soit nulle est la combinaison linéaire nulle. Donc
(e1,...,en) est une famille libre si

Vti,...,th e R, t1er +---+the, =0 = t1=---=t,=0.

Une famille qui n'est pas libre est dite liée.

Remarque : Une famille qui contient le vecteur nul est forcément

liée.

Toujours par définition, on dit que (ey, ..., e,) est une famille
génératrice si tout x de E s'écrit comme combinaison linéaire des
e1,...,e, Donc (e1,...,e,) est une famille génératrice si

Vx € E,Aty,...,t, € Rtels que x = tie; + -+ - + the, .
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Pour finir, on dit que (e1,...,e,) est une base de E si tout x de E
s'écrit de facon unique comme combinaison linéaire des e, ..., ep.
Donc (e1,...,€e,) est une base de E si

Vx € E,3Aty € R,...,3t, € Rtels que x = tye1 +--- + the, .

Théoreme

Une famille est une base si et seulement si elle est a la fois libre et

génératrice.

Preuve : Supposons que (ey, ..., e,) est une base deE. Il est
évident que (eq, ..., ep) est alors génératrice pour E. Soient
maintenant des t1,..., t, € R. Supposons que

ties + -+ the, = 0. Comme on a aussi que
0=0e +:--+0e,,

['unicité de la décomposition donne que forcement
tj =0,tp =0,...,t, =0. Donc (eq,...,e,) est aussi une famille
libre et base = libre et génératrice.
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Preuve suite et fin : Supposons a l'inverse que (e1,...,e,) est a la
fois libre et génératrice. Puisque (e1, ..., e,) est génératrice,

Vx e E, dt; e R,...,dt, € R tels que x = tye1 + - - - + tpe,. Reste
a montrer |'unicité des ti,..., t,. Supposons pour cela qu'on ait
aussi que x = tye; + - - + tpe,. Alors

tiey + -+ taey = frer + - + ey
d’ou I'on déduit facilement que
(171—tl)e1+~-+(fn—t,,)en:0.

Comme (ey, ..., ep) est une famille libre, cela implique que
fi—t1=0,...,&, — t, = 0. D'ols I'unicité. CQFD

Dire que (ey, ..., ep) est une base de E c’est donc dire que

Vx € E, Aty e R,...,3t, € R tels que x = tye1 + - - - + t,e,. Les
t; sont appelés coordonnées de x dans la base (eq,...,e,). Dire
qu'un vecteur x a pour coordonnées ti,...,t, dans une base

Alg.Bil.Int. 2018-2019. Chapitre 1.



Remarques : (1) Toute sur famille d'une famille génératrice est
génératrice.
(2) Toute sous famille d'une famille libre est libre.

Théoreme (Théoreme fondamental de la théorie de la dimension.)

Soit E un R-espace vectoriel. Si E possede une famille génératrice
composée de k vecteurs, k € N, alors toute famille libre de E a au
plus k vecteurs. En d’autres termes, une famille libre a forcément
moins d'éléments qu’une famille génératrice.
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Preuve : On démontre le théoréme par récurrence sur k. Si k =1,
le résultat est immédiat. |l existe en effet un vecteur e de E qui est
tel que tout vecteur de E s'écrit sous la forme te, t € R. On en
déduit que si x et y sont deux vecteurs de E, alors il existe t € R
tel que soit y = tx, soit x = ty. En particulier, soit y — tx = 0 soit
x — ty = 0, et donc, toute famille composée de plus de deux
vecteurs est liée.

On suppose maintenant le résultat vrai a I'ordre k, et on le
démontre a l'ordre k + 1.
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Preuve suite : Soit (e, ..., ext1) une famille génératrice, et soit

(x1,...,xp) une famille libre. On veut montrer que nécessairement
p < k + 1. Puisque la famille (e1, ..., exy1) est génératrice, les x;,
i=1,...,p, s'écrivent comme combinaison linéaire des e;,
j=1,...,k+ 1. 1l existe donc des )\Ji € R tels que pour tout
i=1,...,p,

k+1

Xi = Z /\J,-ej

Jj=1
SiM=...= A}, =0, alors les x; sont en fait dans I'espace
vectoriel Vect(ey,. .., exr1). Par définition méme de cet espace, la
famille (e2, ..., exy1) est génératrice pour cet espace. Cette famille

comportant k vecteurs, on peut appliquer I'hypothese de
récurrence qui nous donne que nécessairement p < k. Donc, en
particulier, p < k + 1. Supposons maintenant que I'un des /\} est
nonnul, i=1,...,p.
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Preuve suite et fin : Sans perdre en généralité, on peut supposer
que A} £ 0. Si on pose \; = A}/AL, alors pour tout i = 2,...,p,

Xj — A\jx1 € Vect(ez, ceey ek+1)

Par ailleurs, la famille (xo — A2x1, ..., xp — Apx1) est toujours
libre. En effet, si
tl(X2 — /\2X1) + -+ tp_l(Xp — )\pxl) =0
alors
p—1
(— Z t,'A,'_H)Xl Ftixo+ - Ftpo1Xp = 0
i=1
et puisque la famille (xq,...,xp) est libre, on doit avoir
t1 =--- = t,_1 = 0. L'espace vectoriel Vect(ey,..., (1) admet,
par définition méme, (e, ..., ex+1) comme famille génératrice.
Cette famille comportant k vecteurs, on peut |a encore appliquer
I"'hypothése de récurrence. On trouve alors que p — 1 < k, et donc
que p < k+ 1. D'ou le fait que si la propriété est vraie a I'ordre k,
alors elle I'est aussi a I'ordre k + 1. Par récurrence on a ainsi
démontré le théoreme. CQFD
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Plusieurs propriétés importantes suivent de ce théoreme
fondamental de la théorie de la dimension. Il en va ainsi de la
propriété suivante.

Théoreme

Si un espace vectoriel E posséde une base composée de n vecteurs,
n € N, alors toute autre base de E est elle aussi composée
d’exactement n vecteurs.

Preuve : Si (eq,...,ep) etsi (é,...,8&,) sont deux bases de E, on
veut montrer que n = p. Une base étant a la fois libre et
génératrice : (i) (eq,. .., en) est libre et (&1,..., &) est génératrice,
et (ii) (e1,...,en) est génératrice et (éi,..., &) est libre. Du
théoreme fondamental de la théorie de la dimension et de (i) on
tire que n < p. Du théoreme fondamental de la théorie de la
dimension et de (ii) on tire que p < n. Donc n = p. CQFD
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Cette propriété permet de définir la notion de dimension.

Définition

On dit d’un espace vectoriel E qu'il est de dimension finie n s'il
posséde une base composée de n vecteurs. Toute autre base de E
est alors composée elle aussi de n vecteurs. On note parfois dim(E)
la dimension de E.
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On a vu que toute sur famille d'une famille génératrice est encore
une famille génératrice et que toute sous famille d'une famille libre
est encore une famille libre. Le lemme qui suit va dans “'autre
sens”.

Lemme

Dans un R-espace vectoriel E, si (x1,...,xn) est une famille libre
mais non génératrice, alors il existe un vecteur x,+1 € E pour
lequel (x1,...,Xn, Xn+1) €st encore une famille libre. A I'inverse si
(x1,...,xn) est une famille génératrice mais n'est pas libre, alors il
existe un i € {1,...,n} pour lequel (x1,...,Xi—1,Xi+1,---,Xn) €St
encore génératrice. En d’autres termes, si une famille libre n'est
pas génératrice, alors on peut lui rajouter un vecteur
convenablement choisi de sorte que la famille ainsi augmentée
reste libre. Et si une famille génératrice n'est pas libre, alors on
peut lui enlever un vecteur convenablement choisi de sorte que la
famille ainsi diminuée reste génératrice.
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Preuve : (1) Supposons que (xi,. .., X,) est une famille libre mais

non génératrice. Dire que (x1,...,x,) n'est pas génératrice c'est
dire, par définition, que Vect(xi,...,x,) # E. Donc il existe
Xnt1 € E tel que xp+1 & Vect(xq, ..., xp). Soient

Aly -5 Any Ant1 € R des réels tels que

A1xt+ -+ ApXn + Anp1xpp1 =0 .

Forcément A,11 = 0 car sinon,

A1 An
Xnt1 = W Xy 4+ SV Xn

et donc on aurait que x,+1 € Vect(xy, ..., x,), ce qui est faux par
construction. Comme A1 = 0 alors

Aixt+ -+ Ax, =0,

et comme (xi,...,X,) est libre, on en déduit qu'on a aussi
A1 ==X, =0. La famille (x, ..., Xn, Xp+1) est donc aussi une

famille libre.



Preuve suite et fin : (2) Supposons que (xi,...,x,) est une famille

génératrice mais non libre. Dire que (xg, ..., x,) n'est pas libre
c'est dire, par définition, qu'il existe A1,..., A, € R, non tous nuls,
tels que

Ax1+ -+ Apx, =0

Supposons par exemple que ce soit A, qui est non nul. Alors

X, = _ﬁ x1 + + _E X
n — )\n 1 )\n n—1

et donc x, € Vect(xi, ..., x,—1). Par suite :
Vect(xi,...,xn) = Vect(x1, ..., Xn—1) .

Dire que (xi,...,xn) est génératrice c'est dire que I'on a que
Vect(xy,...,xn) = E. Donc, d'aprés I'équation ci-dessus,
Vect(x1,...,xn—1) = E et (x1,...,xp—1) est aussi génératrice.
CQFD.
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Théoreme

Soit E un R-espace vectoriel E de dimension n. Toute famille libre
de E composée de n vecteurs est une base de E. Toute famille
génératrice de E composée de n vecteurs est une base de E.

En d'autre termes, en dimension n, pour montrer qu'une famille
composée de n vecteurs est une base de E il suffit de montrer soit
qu'elle est libre, soit qu'elle est génératrice (et si elle n'est pas
composée d'exactement n vecteurs elle n’a aucune chance d'étre
une base puisque les bases ont toujours autant de vecteurs que la
dimension).
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Preuve : Soit n = dim(E) et soit (e1, ..., ep) une base de E.
Supposons que (xi, ..., Xp) est une famille libre de E. Si elle
n’était pas génératrice on pourrait fabriquer, en vertu du lemme
précédent, une famille libre (x1,.. ., Xp, Xp+1) de E ayant

n + 1-vecteurs. Or, d'apres le théoreme fondamental de la théorie
de la dimension, sachant que (ey, ..., e,) est en particulier
génératrice, on devrait avoir que (xi,...,Xp41) @ moins de
vecteurs que (e, ..., e,), ce qui est faux. Donc (x1,...,x,) est a
la fois libre et génératrice, donc une base.

Si on suppose au départ que (xi, ..., Xxp) est génératrice, on
montre avec le méme genre de raisonnement qu’elle est
obligatoirement aussi une famille libre. CQFD.
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Théoreme (Théoreme de la base incomplete)

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n. Si (x1, ..., xk)
est une famille libre de E, donc k < n, elle peut étre complétée par
n — k vecteurs de E pour en faire une base de E. En d’autres
termes, toute famille libre dans un espace vectoriel de dimension
finie peut étre complétée en une base de I'espace par adjonction de
vecteurs convenables.

Preuve : Il suffit de raisonner par induction a partir des résultats
précédents. Si k < n alors (xi,...,xk) ne peut &tre génératrice
d’'apres le théoreme fondamental de la théorie de la dimension. Le
lemme précédent donne I'existence de xx+1 € E tel que

(X1, ..., Xk, Xk+1) est encore libre. Si k + 1 = n le théoreme
précédent permet d'affirmer que (xi, ..., Xk, Xk11) est une base de
E. Le théoreme de la base incompléte est alors démontré. Sinon
k+1<net(xi,...,Xxk, Xk+1) Ne peut de nouveau pas étre
génératrice d'apres le théoreme fondamental de la théorie de la
dimension.
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Preuve suite et fin : On applique alors le lemme précédent qui
donne I'existence de xx12 € E tel que (x1, ..., Xk+1, Xkt2) €st
encore libre. Si kK +2 = n, la preuve s'arréte. Sinon k42 < n et on
continue 3 ajouter des vecteurs jusqu'a atteindre n vecteurs et
donc obtenir une base de E. CQFD.
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4. Sous espaces vectoriels et dimension

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous
espace vectoriel de E. Alors F est aussi de dimension finie et
dim(F) < dim(E) avec égalité si et seulement si F = E. Le résultat
s'obtient facilement en remarquant que toute famille libre de F est
aussi une famille libre de E. Les familles libres de F ont donc au
plus dim(E) vecteurs, ce qui prouve (penser au lemme précédent)
que F est de dimension finie et que dim(F) < dim(E). On
remarque alors facilement que dim(F) = dim(E) si et seulement si
F = E (base de F = famille libre de F = famille libre de E ayant
autant de vecteurs que la dimension de E = base de E).
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Une autre affirmation simple a vérifier est que si E et F sont deux
espaces vectoriels de dimensions finies, alors E x F posséde une
structure naturelle d'espace vectoriel de dimension finie

dim(E x F) =dim(E) + dim(F). La structure d'espace vectoriel
est donnée par les opérations

(u,V)+ (W V)=(u+ 1, v+ V) et tx(u,v)=(tutv),

et on remarque que si (uy,..., Up) est une base de E et
(v1,...,Vvq) est une base de F, alors la famille composée des
vecteurs (u1,0),...,(up,0),(0,v1),...,(0, vq) est une base de
E xF.

Alg.Bil.Int. 2018-2019. Chapitre 1.



Théoreme

Soit E un R-espace vectoriel et soient Fy, F» deux sous espaces
vectoriels de E de dimensions finies. Alors F1 + F» est encore de
dimension finie, et

dim(F1 + F2) = dim(Fl) aF dim(Fz) = dim(F1 N F2) .

En particulier, F1 et F, sont en somme dirécte, a savoir on a
F1® Fp, si et seulement si dim(Fy + F2) = dim(F1) + dim(F).

Preuve : L'intersection F; N F» est un sous espace vectoriel de E de
dimension finie (puisque sous espace aussi de F; et Fp). Soit
(x1,...,xx) une base de F; N F,. Du théoréme de la base
incompléte pour I'inclusion F; N F> C F; on tire 'existence de
vecteurs Xxi1,...,Xm dans Fi tels que (x1,..., Xk, Xk+1,- -+, Xm)
est une base de Fi, et du théoreme de la base incompléte pour
I'inclusion F1 N Fy C Fp, on tire I'existence de vecteurs Xx41,...,Xn
dans F; tels que (x1,..., Xk, Xk+1,---,Xn) est une base de F,.
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Preuve suite : On affirme alors que la famille

(X015« oy Xky Xkt1s - « - s Xmy Xk15 - - - y Xn) €St une base de F; + Fo.
Une telle proposition suffit a démontrer le théoreme puisque, dans
ce cas,

dm(Fi+ F)=m+n—k.

Pour montrer que (X1, ..., Xk, Xkt1s -« -y Xmy Xk+15 - - - , Xn) €St Une
base de F; + F> on montre que la famille est a |a fois libre et est
génératrice pour F; + F». Le fait que la famille soit génératrice
pour F1 4+ F» est une évidence puisqu'elle contient les bases de F;
et de F,. Reste donc a montrer que cette famille est libre.
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Preuve suite encore : Supposons que

m n
Zt,'X,'—l- Z Ej)ﬂ{,':O.
i=1 j=k+1
Alors
m n
Zt;x;:— Z tN'j)?jEFlﬂl—}.
i=1 j=k+1
On en déduit que t; =0 pour j = k+1,...,n carsi
> ki1 5% € FiN Fa, et comme (xi, ..., x) est une base de
F1 N Fy, on obtient qu'il existe A1,..., A\x € R tels que

n k
dTEH=> i
i=1

j=k+1
Et comme (x1, ..., Xk, Xkt1,--.,Xn) est libre, c'est que
M == A = tkp1 =+ = tp = 0. Maintenant, si les t; = 0
pour j =k+1,...,n, alors Y7, tjx; = 0. Mais comme
(x1,...,%m) est aussi une famille libre, c’est que t; = 0 pour tout
i=1,...,m.
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Preuve suite et fin : En particulier, on a montré que la seule
combinaison linéaire de la famille

(Xla sy Xy X1y - - - )Xmaklk-l-l) s ))?n)
qui soit nulle, est la combinaison linéaire nulle. La famille
(Xla coey Xy Xk 1y - - - 7Xm552k—|-1) s 7)?n)

est ainsi libre. Elle est donc a la fois génératrice pour F1 + F5 et
libre, ce qui prouve qu'il s’agit bien d'une base de F; + F,. CQFD
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5. Dimension finie et applications linéaires

On rappelle qu'un isomorphisme d'un espace vectoriel E sur un
espace vectoriel F est une application linéaire bijective de E sur F.

Théoreme

Soient E, F deux R-espaces vectoriels et f € L(E, F) une
application linéaire de E dans F. Si f est injective et si (x1,...,Xn)
est une famille libre de E, alors (f(x1),...,f(xn)) est une famille
libre de F. Si f est surjective et si (xi,...,x,) est génératrice pour
E, alors (f(x1),...,f(xn)) est génératrice pour F. En particulier, si
f est un isomorphisme et si (x1,...,xn) est une base de E, alors
(f(x1),...,f(xn)) est une base de F.

En d'autres termes, une application linéaire injective envoie les
familles libres sur des familles libres, une application linéaire
surjective envoie les familles génératrices sur des familles
génératrices et un isomorphisme envoie les bases sur des bases.
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Preuve : (1) Supposons que f est injective et que (xi,...,x,) est
libre. Soient A1,..., A, € R tels que

MF(a) 4+ Anf(xa) = 0 .

Alors £(3°7 1 Aixi) = 0 et donc Aixy + - - - + Anxp € Ker(f).
Comme f est injective Ker(f) = {0} et il s'ensuit que

Aix1+ -+ Apxp = 0, et comme (xq, ..., x,) est libre on en
déduit que A1 =--- = X\, = 0. Par suite (f(x1),...,f(x,)) est une
famille libre de F.

(2) Supposons que f est surjective et que (xi,...,x,) est une
famille génératrice de E. Comme f est surjective, tout y € F
s'écrit y = f(x) pour un certain x € E. Comme (x1,...,Xp) est
génératrice pour E, il existe \1,..., A, € R tels que

X = A1x1 + - -+ + ApXy. Par suite
y=Mf(x1) + -+ Af(xn) .
On en déduit que (f(x1),...,f(xn)) est génératrice pour F.

(3) Qu'un isomorphisme envoie les bases sur des bases est une
conséquence de (1) et (2). CQFD
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Corollaire

Si deux espaces vectoriels sont isomorphes, et I'un de ces espaces
est de dimension finie, alors I'autre I'est aussi et les deux espaces
ont méme dimension.

Preuve : Supposons qu'il existe f € L(E, F) un isomorphisme de E
sur F, et supposons que E est de dimension finie. Soit (e1, ..., en)
une base de E. Comme f est un isomorphisme, donc injective et
surjective, (f(e1),...,f(en)) est une famille libre et génératrice
pour F. Donc une base de F. Donc F est aussi de dimension finie
et dim(F) = dim(E). CQFD.

Définition

On appelle rang d’une application linéaire f, et on note Rg(f), la
dimension de I'espace Im(f).

Alg.Bil.Int. 2018-2019. Chapitre 1.



Théoreme (Théoreme du rang)

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, et soit
f € L(E, F) une application linéaire de E dans F. Alors

dimKer(f) + Rg(f) = dim(E)

ot Ker(f) est le noyau de f, et Rg(f) = dim (Im(f)) son rang.

Un moyen mnémotechnique pour se souvenir qu'il s'agit bien de
dimE a droite de I'équation, et non de dim(F), est qu'on peut
toujours augmenter F (une application linéaire de E dans F est
aussi une application linéaire de E dans F’ si F’ est un espace
vectoriel qui contient F) alors qu'on ne peut pas a priori
augmenter E.
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Preuve : Soit (ey, ..., ex) une base de Ker(f). On complete cette
base par des vecteurs (ex+1,- .., €,) pour obtenir une base
(e1,...,en) de E. Une telle opération est toujours possible en
vertue du théoreme de la base incompléte.

On prétend maintenant que la famille (f(ext1),...,f(en)) est une
base de Im(f). Tout d’abord, on constate facilement que cette
famille est génératrice pour Im(f). En effet, pour tout y € Im(f), il
existe x € E tel que f(x) = y (par définition méme de Im(f)).
Puisque (e1,...,e,) est une base de E, il existe des t; tels que

x=1te +- -+ the, .
Mais alors
y = f(x) = tig1f(exs1) + -~ + taf (en)

puisque f(e;) =0si i=1,..., k. Or y est quelconque, et donc
(f(eks1),---,f(en)) est une famille génératrice de Im(f). On
affirme par ailleurs que cette famille est libre.
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Preuve suite et fin : En effet, si

ter1f(exy1) + -+ taf(en) =0

alors

f(tkt1€k+1+ -+ then) =0
et donc tyi1€ki1 + -+ + the, € Ker(f). Comme (ey, ..., ex) est
une base de Ker(f), il devrait ainsi exister des t1,. .., tx tels que

tht1€k+1 + -+ then = trep + - 4 e
soit encore tels que

(—ti)er+ -+ (—ti)ex + tirr€rsr + -+ then =0

Une telle relation, puisque (e1, ..., e,) est libre, impose

tp =+ =t, = 0. La famille (f(ex41),...,f(en)) est donc bien
libre.

On déduit de tout cela que (f(ex+1),--.,f(en)) est une base de

Im(F). Il s’ensuit que dimIm(f) = n — k, et on a donc bien que
dimKer(f) + Rg(f) = dimE (i.e. que n = k + (n — k)). Le
théoreme est démontré. CQFD
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Proposition

On a toujours Rg(f) < min (dim(E), dim(F)). Par ailleurs f est
surjective si et seulement si Rg(f) = dim(F). Enfin f est injective
si et seulement si Rg(f) = dim(E).

Preuve : Les deux premieres affirmations sont évidentes. La
trosieme suit du théoreme du rang sachant que Rg(f) = dim(E) <
dim (Ker(f)) = 0 < Ker(f) = {0} < fest injective. CQFD

Corollaire

Soit E un R- espace vectoriel de dimension finie et f € End(E).
Alors f est un isomorphisme de E sur E si et seulement si f est
injective. De méme, f est un isomorphisme de E sur E si et
seulement si f est surjective.

Preuve : Lorsque E = F, Rg(f) = dim(F) < dim (Ker(f)) =0 et
donc f injective < f surjective < f isomorphisme.
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Fin du chapitre 1
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